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ÅÉÓÁÃÙÃÇ

Óôçí êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí ìå ìïñöéóìïýò óõíå÷åßò
áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïõò, óå êÜèå óýíïëï homTop(X;Y ) ôùí óõíå÷þí áðåé-
êïíßóåùí ìåôáîý äýï ôïðïëïãéêþí ÷þñùí X êáé Y Ý÷ïõìå ìßá ó÷Ýóç éóïäõ-
íáìßáò, áõôÞ ðïõ ðñïóäéïñßæåé ç ó÷Ýóç ïìïôïðßáò áíÜìåóá óå äýï óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç ìáò åðéôñÝðåé íá ðåñÜóïõìå óôçí ïìïôïðéêÞ êáôç-
ãïñßá Ho(Top) ç ïðïßá Ý÷åé ôá ßäéá áíôéêåßìåíá ìå ôçí Top êáé ìïñöéóìïýò
ïìïôïðéêÝò êëÜóåéò óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ìåôáîý ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

Ï Daniel. G. Quillen óôçí åñãáóßá ôïõ Homotopical Algebra (1967) [Q],
åéóÜãåé ôá áîéþìáôá ôá ïðïßá ðñÝðåé íá ðëçñåß ìßá êáôçãïñßá C, Ýôóé þóôå
íá Ý÷ïõìå óôçí êáôçãïñßá áõôÞ ìßá \ïìïôïðéêÞ äïìÞ" áíÜëïãç ìå ôçí ïìï-
ôïðéêÞ äïìÞ ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí. Ìßá ôÝôïéá êáôçãïñßá êáëåßôáé êáôç-
ãïñßá ìïíôÝëï êáé åßíáé ìßá êáôçãïñßá åöïäéáóìÝíç ìå ôñåßò äéáêåêñéìÝíåò
êëÜóåéò ìïñöéóìþí ïé ïðïßåò êáëüýíôáé íçìáôþóåéò (�brations), óõíçìáôþ-
óåéò (co�brations) êáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò (weak equivalences), ïé ïðïßåò
éêáíïðïéïýí áîéþìáôá êáé éäéüôçôåò ðïõ åßíáé éäéüôçôåò ôùí íçìáôþóåùí, ôùí
óõíçìáôþóåùí êáé ôùí ïìïôïðéêþí éóïäõíáìéþí óôçí ôïðïëïãéêÞ êáôçãïñßá
Top. Åðßóçò óå êÜèå ôÝôïéá êáôçãïñßá õðÜñ÷åé êáé ç Ýííïéá ôçò ïìïôïðßáò
ìåôáîý ìïñöéóìþí, ç ïðïßá âáóßæåôáé óôïí ïñéóìü ôçò ïìïôïðßáò ìåôáîý óõ-
íå÷þí óõíáñôÞóåùí. Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï ôüôå ìðïñïýìå íá
ðåñÜóïõìå óôçí ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ôçò C, ç ïðïßá åßíáé ï åíôïðéóìüò ôçò
C óå ó÷Ýóç ìå ôçí êëÜóç ôùí áóèåíþí éóïäõíáìéþí.

Ï Mark Hovey óôïí ðñüëïãï ôïõ âéâëßïõ Model Categories [Ho] ãñÜ-
öåé: £Ïé êáôçãïñßåò ìïíôÝëï åéóÞ÷èçóáí áðü ôïí Quillen äéáìïñöþíïíôáò ôá
èåìÝëéá ôçò ïìïôïðéêÞò èåùñßáò. Ôï âáóéêü ðñüâëçìá ôï ïðïßï ëýíïõí ïé êá-
ôçãïñßåò ìïíôÝëï åßíáé ôï áêüëïõèï. Äïèåßóáò ìßáò êáôçãïñßáò, ðïëý óõ÷íÜ
Ý÷ïõìå óõãêåêñéìÝíïõò ìïñöéóìïýò (áóèåíåßò éóïäõíáìßåò) ïé ïðïßïé äåí åßíáé
éóïìïñöéóìïß, áëëá èá èÝëáìå íá ôïõò èåùñïýìå ùò éóïìïñöéóìïýò. ÐÜíôá
ìðïñåß êÜðïéïò íá áíôéóôñÝøåé ôõðéêÜ ôéò áóèåíåßò éóïäõíáìßåò (åíôïðéóìüò),
áëëÜ óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ÷Üíåé ôùí Ýëåã÷ï ôùí ìïñöéóìþí óôçí êáéíïýñéá
êáôçãïñßá (êáôçãïñßá ðçëßêï). Ïé ìïñöéóìïß ìåôáîý äõï áíôéêåéìÝíùí óôçí
êáôçãïñßá ðçëßêï ìðïñåß íá ìçí åßíáé êáí óýíïëï. Áí üìùò ç êáôçãïñßá Ý÷åé
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ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ôüôå ïé ìïñöéóìïß óôçí êáôçãïñßá ðçëßêï áðü
Ýíá áíôéêåßìåíï X óå Ýíá áíôéêåßìåíï Y åßíáé áðëÜ ïé ïìïôïðéêÝò êëÜóåéò
ôùí ìïñöéóìþí áðü ìßá óõíéíþäç ìåôáôüðéóç ôïõ X (áíôéêåßìåíï éóüìïñöï
ìå ôï X óôçí êáôçãïñßá ðçëßêï) óå ìßá éíþäç ìåôáôüðéóç ôïõ Y (áíôéêåßìåíï
éóüìïñöï ìå ôï Õ óôçí êáôçãïñßá ðçëßêï). ÅðåéäÞ ç éäÝá ôïõ íá áíôéóôñÝ-
öïõìå ôéò áóèåíåßò éóïäõíáìßåò åßíáé ôüóï êåíôñéêÞ óôá ìáèçìáôéêÜ, ãéá áõôü
ôï ëüãï êáé ïé êáôçãïñßåò ìïíôÝëï åßíáé ôüóï óçìáíôéêÝò.¤

Ïé Goerrs-Jardine óôçí åéóáãùãÞ ôïõ âéâëßïõ Simplicial Homotopy The-
ory [GJ] ãñÜöïõí: £Ïé áñ÷Ýò ôçò ìïíüðëïêçò (simplicial) ïìïôïðéêÞò èåùñßáò
óõìðßðôåé ìå ôï îåêßíçìá ôçò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò ó÷åäüí Ýíáí áéþíá ðñéí.
Ç åîÜðëùóç ôùí éäåþí Üñ÷éóå ìå ôçí äïõëåéÜ ôïõ Poincare êáé óõíå÷ßóôçêå
óôá ìÝóá ôïõ åéêïóôïý áéþíá ìå ôçí ìïñöÞ ôçò óõíäõáóôéêÞò ôïðïëïãßáò.
Ç ìïíôÝñíá ðåñßïäïò Üñ÷éóå ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò Ýííïéáò ôoõ ðëÞñïõò çìß-
ìïíüðëïêoõ óýìðëüêïõ (semi-simplicial complex) Þ áëëéþò ôïõ ìïíüðëïêïõ
óõíüëïõ, áðü ôïõò Eilenberg-Zilber ôï 1950, êáé áíáðôý÷èçêå óå ìßá ðëÞñç
ïìïôïðéêÞ èåùñßá ìå ôçí äïõëåéÜ ôïõ Êan ôçí äåêáåôßá ôïõ 50 êáé áñãüôåñá
ìå ôïí Quillen ôçí äåêáåôßá ôïõ 60. Ç èåùñßá áõôÞ õðÞñîå ðÜíôá ìßá èåùñßá
ìïíïðëåãìÜôùí (simplices) êáé ó÷Ýóåùí óýìðôùóçò áíÜìåóÜ ôïõò, ìáæé ìå
ìåèüäïõò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ óõíáñôÞóåùí êáé ïìïôïðéþí óõíáñôÞóåùí äåäï-
ìÝíùí êÜðïéùí ðåñéïñéóìþí. Ùò ôÝôïéåò ïé ìÝèïäïé êáé ïé éäÝåò åßíáé áëãå-
âñéêÝò êáé óõíäõáóôéêÝò êáé, ðáñÜ ôçí âáèéÜ óýíäåóç ôïõò ìå ôçí ïìïôïðéêÞ
èåùñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, õðÜñ÷ïõí åíôåëþò áíåîÜñôçôá ïðïéïõäÞðïôå
ôïðïëïãéêïý ðåñéå÷ïìÝíïõ. ÁõôÞ ç óêïðéÜ åéóÜãåôáé áðïôåëåóìáôéêÜ áðü
ôïí Kan êáé áñãüôåñá êùäéêïðïéåßôáé áðü ôïí Quillen óôçí Ýííïéá ôçò êëåé-
óôÞò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï. Ç ìïíüðëïêç ïìïôïðéêÞ èåùñßá êáé ðéï ãåíéêÜ
ïé ïìïôïðéêÝò èåùñßåò ðïõ óõó÷åôßæïíôáé ìå êáôçãïñßåò ìïíôÝëá, ìðïñïýí
Ýôóé íá åñìçíåõèïýí ùò êáèáñÜ áëãåâñéêü åã÷åßñçìá, ðïõ åß÷å ðñáãìáôéêÝò
åöáñìïãÝò óôçí ïìïëïãéáêÞ Üëãåâñá, óôçí áëãåâñéêÞ ãåùìåôñßá óôçí èåùñßá
áñéèìþí êáé ôçí áëãåâñéêÞ K-èåùñßá (Ê-theory). Ç âáóéêÞ èÝóç åßíáé üôé ç
ïìïôïðßá åßíáé êÜôé ðáñáðÜíù áðü ôéò óõíçèéóìÝíåò áñ÷Ýò áíáëëïéþôïõ óôçí
ôïðïëïãßá êáé ôçí áíÜëõóç: ïé ïìïôïðéêÝò èåùñßåò õðÜñ÷ïõí ðáíôïý, êáèþò
êáé ïé óõíáñôçôéêÝò ìÝèïäïé ãéá ôç óõó÷ÝôéóÞ ôïõò.¤

Ïé êáôçãïñßåò ìïíôÝëï åßíáé èåìåëéþäåéò óôçí áíÜðôõîç ôçò áëãåâñéêÞò
ïìïôïðéêÞò èåùñßáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá äïèÝíôïò åíüò ôïðïëïãéêïý ðñïâëÞ-
ìáôïò, üðùò áõôü ôçò áíýøùóçò Þ áõôü ôçò ðáñáãïíôïðïßçóçò ìßáò óõíå-
÷ïýò óõíÜñôçóçò, äéáëÝãïõìå ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï C êáé Ýíá óõíáñôçôÞ
F : Top → C, ï ïðïßïò äéáôçñåß ôçí ó÷Ýóç ôçò ïìïôïðßáò. Óôçí óõíÝ÷åéá
ìåôáöñÜæïõìå ôï ôïðïëïãéêü ðñüâëçìá ìÝóù ôïõ óõíáñôçôÞ F ìå áëãåâñé-
êïýò üñïõò êáé ìåëåôÜìå ôï áëãåâñéêü ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýðôåé, ìå óêïðü íá
Ý÷ïõìå êÜðïéåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôï ôïðïëïãéêü ðñüâëçìá.

Ç ìåëÝôç ôçò ãåíéêÞò èåùñßáò ôÝôïéùí êáôçãïñéþí, êáèþò êáé ç ðáñïõ-
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óßáóç ðáñáäåéãìÜôùí ôÝôïéùí êáôçãïñéþí áðïôåëåß ôï áíôéêåßìåíï ôçò ðá-
ñïýóáò åñãáóßáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, óôï ðñþôï êåöÜëáéï, ãéá ëüãïõò ðëç-
ñüôçôáò, ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìïýò êáé âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò èåùñßáò ôùí
êáôçãïñéþí êáé ôçò ôïðïëïãßáò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôïí õðüëïéðï ìÝñïò ôçò
åñãáóßáò.

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï, äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôçò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï êáé ðá-
ñïõóéÜæïõìå ôç ãåíéêÞ ôïõò èåùñßá. Óôçí óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ôçò Ýííïéá ôçò
ïìïôïðßáò ìåôáîý ôùí ìïñöéóìþí óå ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé åîåôÜæïõìå
êáôÜ ðüóï áõôÞ áðïôåëåß ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá
ðáñïõóéÜóïõìå ôçí Quillen ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ðïõ \óõíïäåýåé" ìßá êáôçãï-
ñßá ìïíôÝëï êáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôçò. Åðßóçò ðáñïõóéÜæïõìå
ôçí êëáóéêÞ ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ìßáò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï (äçëáäÞ ôçí êá-
ôçãïñßá ðçëßêï áíáöïñéêÜ ìå ìßá ó÷Ýóç ïìïôïðßáò) êáé áðïäåéêíýïõìå ôçí
éóïäõíáìßá ôçò ìå ôçí Quillen ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá (äçëáäÞ ôçí êáôçãïñßá
ðïõ ðñïêýðôåé áí áíôéóôñÝøïõìå ìå ôõðéêü ôñüðï ôéò áóèåíåßò éóïäýíáìßåò).
ÔÝëïò áíáöåñüìáóôå óôïõò Quillen óõíáñôçôÝò, ïé ïðïßïé áðïôåëïýí ôçí êá-
ôÜëëçëç Ýííïéá ôïõ ìïñöéóìïý ìåôáîý êáôçãïñéþí ìïíôÝëï êáé äåß÷íïõìå üôé
áí Ý÷ïõìå Ýíá æåýãïò Quillen óõíáñôçôþí ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï,
ôüôå èá Ý÷ïõìå Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí ìåôáîý ôùí ïìïôï-
ðéêþí ôïõò êáôçãïñéþí êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá áí Ý÷ïõìå Ýíá æåýãïò Quillen
éóïäõíáìéþí ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï, ôüôå èá Ý÷ïõìå éóïäõíáìßá ìå-
ôáîý ôùí ïìïôïðéêþí ôïõò êáôçãïñéþí.

Óôï ôñßôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå ôçí êáôçãïñßá SSet ôùí ìïíüðëïêùí
óõíüëùí (simplicial sets) ç ïðïßá áðïôåëåß (âáóéêü) ðáñÜäåéãìá êáôçãïñßáò
ìïíôÝëï. Áðü ôçí ãåíéêÞ èåùñßá ôùí Kan åðåêôáóÝùí, (óôçí ïðïßá áíáöåñü-
ìáóôå óôï êåöÜëáéï áõôü) Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò áðü ôçí SSet
óôçí Top, ï ëåãüìåíïò óõíáñôçôÞò ãåùìåôñéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò. Óôïí óõ-
íáñôçôÞ áõôüí åóôéÜæïõìå éäéáßôåñá, ãéáôß ìå ôçí ÷ñÞóç áõôïý ôïõ óõíáñôçôÞ
ïñßæïõìå ôçí ïìïôïðéêÞ äïìÞ ãéá ôçí êáôçãïñßá ôùí ìïíüðëïêùí óõíüëùí.
Åðßóçò äåß÷íïõìå üôé ï óõíáñôçôÞò áõôüò ìðïñåß íá åéäùèåß ùò óõíáñôçôÞò óå
ìßá õðïêáôçãïñßá ôçò Top. Ç õðïêáôçãïñßá áõôÞ åßíáé ç êáôçãïñßá K ôùí
Kelley ÷þñùí, ôçí ïðïßá êáé ðáñïõóéÜæïõìå áíáëõôéêüôåñá. Áîßæåé åäþ íá
óçìåéùèåß üôé áðïäåéêíýåôáé [Du] ðùò ç êáôçãïñßá ôùí ìïíüðëïêùí óõíüëùí
åðÝ÷åé, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, èÝóç \áñ÷éêÞò êáôçãïñßáò" áíÜìåóá óôéò êáôç-
ãïñßåò ìïíôÝëï (ìå ôïõò Quillen óõíáñôçôÝò ùò ìïñöéóìïýò áíÜìåóÜ ôïõò).

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå áñ÷éêÜ êÜðïéá óôïé÷åßá áðü ôçí
èåùñßá ôùí ðñïóéôþí êáôçãïñéþí. Ï ëüãïò åßíáé, üôé ç êáôçãïñßá SSet åßíáé
ðñïóéôÞ êáé ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõìå üôé ç SSet Ý÷åé äïìÞ êáôçãïñßáò
ìïíôÝëï ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá ãåíéêü èåþñçìá ðåñß ýðáñîçò \áñêåôþí åíñéðôé-
êþí áíôéêåéìÝíùí" óå ðñïóéôÝò êáôçãïñßåò. Ç ìÝèïäïò áðüäåéîçò áõôïý ôïõ
èåùñÞìáôïò åßíáé ìïíôåëïèåùñçôéêÞ (ìå ôçí Ýííïéá ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò)
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êáé åîåéäéêåýåôáé óå Üëëá ãíùóôÜ ìáèçìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ìå ôçí êáôÜë-
ëçëç åðéëïãÞ ðñïóéôÞò êáôçãïñßáò, üðùò áõôü ôçò äõíáôüôçôáò åìöýôåõóçò
åíüò ïðïéïõäÞðïôå module ìÝóá ó' Ýíá åíñéðôéêü ôÝôïéï, Þ ôçò äõíáôüôçôáò
åìöýôåõóçò åíüò ïðïéïõäÞðïôå ìïíôÝëïõ ìßáò èåùñßáò ìÝóá ó' Ýíá êïñåóìÝíï
ôÝôïéï. ÔÝëïò áíáöåñüìáóôå óôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ãéá ôçí êáôç-
ãïñßá K êáé óôçí éóïäõíáìßá ìåôáîý ôçò ïìïôïðéêÞò êáôçãïñßáò ôçò SSet
êáé ôçò ïìïôïðéêÞò êáôçãïñßáò ôçò K (äåí ðñï÷ùñÜìå óôçí áðüäåéîç, ç ïðïßá
÷ñçóéìïðïéåß ìßá óåéñÜ áðü êáôçãïñéêÝò éäéüôçôåò ôïõ óõíáñôçôÞ ôçò ãåùìå-
ôñéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò êáèþò êáé ôïðïëïãéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ ç ÝêèåóÞ
ôïõò èá áýîáéíå äõóáíÜëïãá ôï ìÝãåèïò ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò). Ìå áõôÞí
ôçí Ýííïéá ç ïìïôïðéêÞ èåùñßá ôùí ìïíüðëïêùí óõíüëùí óõìðßðôåé ìå ôçí
êëáóéêÞ ôïðïëïãéêÞ ïìïôïðéêÞ èåùñßá.

Ãéá ôçí óõããñáöÞ ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò, ðïõ ðñáãìáôï-
ðïéÞèçêå óôá ðëáßóéá ôïõ ìåôáðôõ÷éáêïý ðñïãñÜììáôïò £ÌáèçìáôéêÜ êáé
Óýã÷ñïíåò Åöáñìüãåò¤, óôï ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðá-
ôñþí, êáèþò êáé ãéá ôçí ãåíéêüôåñç âïçèåéÜ ôïõ, èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù
ôïí ËÝêôïñá ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ê. ÐáíáãÞ ÊáñáæÝñç.

vi



ÊåöÜëáéï 1

ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå âáóéêÝò Ýííïéåò êáé êÜðïéá áðïôå-
ëÝóìáôá áðü ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé ôçí ôïðïëïãßá.

1.1 Óôïé÷åßá áðü ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí
1.1.1 Ïñéóìüò. Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ôüôå Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò C (ôï
ïðïßï èá óõìâïëßæïõìå ∗) ëÝãåôáé ôåëéêü áíôéêåßìåíï, áí ãéá êÜèå C ∈ C0,
õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò C → ∗, êáé äõúêÜ
Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò C (ôï ïðïßï èá óõìâïëßæïõìå ∅) ëÝãåôáé áñ÷éêü áíôéêåß-
ìåíï, áí ãéá êÜèå C ∈ C0, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ∅ → C

1.1.2 Ïñéóìüò. ¸óôù Á;Â äýï áíôéêåßìåíá ìßáò êáôçãïñßáò C. Ãéíüìåíï
ôùí Á êáé Â óôçí C åßíáé ìßá ôñéÜäá (P; p1; p2), üðïõ P åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï
ôçò C êáé p1 : P → A, p2 : P → B, Ýôóé þóôå, áí Q ∈ C0 êáé q1 : Q→ A, q2 :
Q→ B, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò < p1; p2 >: Q→ P , ôÝôïéïò þóôå
p1◦ < p1; p2 >= q1 êáé p2◦ < p1; p2 >= q2. Ôï ãéíüìåíï äýï áíôéêåßìÝíùí Á
êáé Â (áí õðÜñ÷åé) èá ôï óõìâïëßæïõìå A×B. ÄõúêÜ
Óõí-ãéíüìåíï ôùí Á êáé Â óôçí C åßíáé ìßá ôñéÜäá (X; i1; i2), üðïõ X åßíáé
Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò C êáé i1 : A→ X, i2 : B → X, Ýôóé þóôå, áí Y ∈ C0 êáé
j1 : A→ Y , j2 : B → Y , ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò i1 + i2 : X → Y ,
ôÝôïéïò þóôå (i1 + i2) ◦ i1 = j1 êáé (i1 + i2) ◦ i2 = j2. Ôï óõí-ãéíüìåíï äýï
áíôéêåßìÝíùí Á êáé Â (áí õðÜñ÷åé) èá ôï óõìâïëßæïõìå A tB.

Ï ïñéóìüò ôïõ ãéíïìÝíïõ (áíô. óõí-ãéíïìÝíïõ) ãåíéêåýåôáé ãéá ìßá ïéêï-
ãÝíåéá áíôéêåéìÝíùí.

1.1.3 Ïñéóìüò. ¸óôù {Ai}i∈I ìßá ïéêïãÝíåéá áíôéêåéìÝíùí ìßáò êáôçãïñßáò
C. Ïñßæïõìå ôï ãßíïìåíï ôùí {Ai}i∈I íá åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï P ôçò êáôçãï-
ñßáò ìáæß ìå ìßá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí {pi}i∈I ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:
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2 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

1) pi : P → Ai ãéá êÜèå i ∈ I
2) Áí Q åßíáé Ýíá Üëëï áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé {qi}i∈I ìßá ïé-

êïãÝíåéá ìïñöéóìþí ìå qi : Q → Ai, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò
h : Q→ P , Ýôóé þóôå pi ◦ h = qi, ãéá êÜèå i ∈ I.

ÄõúêÜ

1.1.4 Ïñéóìüò. ¸óôù {Ai}i∈I ìßá ïéêïãÝíåéá áíôéêåéìÝíùí ìßáò êáôçãïñßáò
C. Ïñßæïõìå ôï óõí-ãéíüìåíï ôùí {Ai}i∈I íá åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï × ôçò
êáôçãïñßáò ìáæß ìå ìßá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí {xi}i∈I ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

1) xi : Ai → X ãéá êÜèå i ∈ I
2) Áí Y åßíáé Ýíá Üëëï áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé {yi}i∈I ìßá ïé-

êïãÝíåéá ìïñöéóìþí ìå yi : Ai → Y , ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò
k : X → Y , Ýôóé þóôå k ◦ xi = yi, ãéá êÜèå i ∈ I.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï ãéíüìåíï (áíô. óõí-ãéíüìåíï) ôþí {Ai}i∈I óå ìßá êáôç-
ãïñßá C (áí õðÜñ÷åé) èá óõìâïëßæåôáé ìå

∏
i∈I Ai (áíô.

∐
i∈I Ai).

1.1.5 Ïñéóìüò. Áí f êáé g åßíáé äýï ìïñöéóìïß óå ìßá êáôçãïñßá C ìå ôï
ßäéï óõí-ðåäßï

B
g

²²
A

f // C

åöÝëêõóç (pullback) áõôïý ôïõ äéÜãñÜììáôïò êáëåßôáé ìßá ôñéÜäá (P; p1; p2),
üðïõ P åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé p1 : P → A, p2 : P → B,
Ýôóé þóôå:

1) fp1 = gp2 êáé
2) Áí Z ∈ C0 êáé z1 : Z → A, z2 : Z → B, åôóé þóôå fz1 = gz2, ôüôå

õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò u : Z → P , ôÝôïéïò þóôå p1u = z1 êáé p2u = z2.

ÄõúêÜ

Áí f êáé g åßíáé äýï ìïñöéóìïß óå ìßá êáôçãïñßá C ìå ôï ßäéï ðåäßï

A
f //

g
²²

B

C
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1.1. ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ 3

åîþèçóç (pushout) áõôïý ôïõ äéÜãñÜììáôïò êáëåßôáé ìßá ôñéÜäá (Q; q1; q2),
üðïõ Q åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé q1 : B → Q, q2 : C → Q
Ýôóé þóôå:

1) q1f = q2g êáé
2) Áí Y ∈ C0 êáé y1 : B → Y , y2 : C → Y , åôóé þóôå y1f = y2g, ôüôå

õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò v : Q→ Y , ôÝôïéïò þóôå vq1 = y1 êáé vq2 = y2.

1.1.6 Ïñéóìüò. Áí f; g : X ⇒ Y åßíáé Ýíá æåýãïò (ðáñÜëëçëùí) ìïñöéóìþí
óå ìßá êáôçãïñßá C, åîéóùôÞò ôùí f êáé g åßíáé Ýíá æåýãïò (E; e), üðïõ E
åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé e : E → X Ýôóé þóôå:

1) fe = ge êáé
2) Áí K åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé k : K → X Ýíáò

ìïñöéóìüò ìå ôçí éäéüôçôá fk = gk, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò h :
K → E, Ýôóé þóôå eh = k.

1.1.7 Ïñéóìüò. Áí f; g : X ⇒ Y åßíáé Ýíá æåýãïò (ðáñÜëëçëùí) ìïñöéóìþí
óå ìßá êáôçãïñßá C, óõíåîéóùôÞò ôùí f êáé g åßíáé Ýíá æåýãïò (C; c), üðïõ
C åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé c : Y → C Ýôóé þóôå:

1) cf = cg êáé
2) Áí A åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò êáé � : Y → A Ýíáò ìïñöé-

óìüò ìå ôçí éäéüôçôá �f = �g, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò r : C → A,
Ýôóé þóôå rc = �.

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá üëá ôá ðáñáðÜíù (ôåëéêü-áñ÷éêü áíôéêåßìåíï, ãéíüìåíï-
óõí-ãéíüìåíï, åöÝëêõóç-åîþèçóç, åîéóùôÞò-óõíåîéóùôÞò) éó÷ýåé üôé, áí õðÜñ-
÷ïõí óå ìßá êáôçãïñßá, ôüôå èá åßíáé ìïíáäéêÜ ìÝ÷ñé ìïíáäéêïý éóïìïñöéóìïý.

¼ëåò ïé ðáñáðÜíù Ýííïéåò åßíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçò ãåíéêüôåñçò Ýí-
íïéáò, ôïõ ïñßïõ êáé ôïõ óõíïñßïõ åíüò äéáãñÜììáôïò óå ìßá êáôçãïñßá.

1.1.8 Ïñéóìüò. ¸óôù I êáé C äýï êáôçãïñßåò. ¸íá äéÜãñáììá ôýðïõ I
óôçí C åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò F : I → C. ¸íáò êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá
áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï C ∈ C êáé áðü ìßá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí
(ëi)i∈I0 , Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ìïñöéóìü � : i→ j óôçí I ôï ðáñáêÜôù ôñßãùíï
íá áíôéìåôáôßèåôáé

C
ëi

}}||
||

||
|| ëj

!!DD
DD

DD
DD

Ci
F (�) // Cj;

üðïõ Ci = F (i) êáé Cj = F (j).
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4 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

¸íáò ôåëéêüò êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá åßíáé Ýíáò êþíïò (C; ëi)i∈I0 ìå
ôçí åîÞò éäéüôçôá: Áí (C ′; ki)i∈I0 Ýíáò Üëëïò êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá, ôüôå
õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò � : C ′ → C Ýôóé þóôå ëi ◦ � = ki, ãéá êÜèå
i ∈ I0.

ÐáñáôÞñçóç: ¸íáò ôåëéêüò êþíïò ãéá Ýíá äéÜãñáììá F : I → C, áí õðÜñ-
÷åé, ôüôå åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñé ìïíáäéêïý éóïìïñöéóìïý. Ôïí ôåëéêü áõôü
êþíï ôïí ëÝìå üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò êáé óõìâïëßæïõìå limF Þ limi∈IF (i).

Ç äõúêÞ Ýííïéá ôïõ ïñßïõ åßíáé ôï óõíüñéï êáé Ý÷ïõìå:

1.1.9 Ïñéóìüò. ¸óôù F : I → C Ýíá äéÜãñáììá ôýðïõ I óôçí C. ¸íáò
óõí-êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï D ∈ C êáé áðü
ìßá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí (ëi)i∈I0 , Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ìïñöéóìü � : i → j
óôçí I ôï ðáñáêÜôù ôñßãùíï íá áíôéìåôáôßèåôáé

Di
F (�) //

ëi !!CC
CC

CC
CC

Dj;

ëj||zz
zz

zz
zz

D

üðïõ Di = F (i) êáé Dj = F (j).
¸íáò ôåëéêüò óõí-êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá åßíáé Ýíáò óõí-êþíïò (D; ëi)i∈I0

ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá: Áí (D′; ki)i∈I0 Ýíáò Üëëïò óõí-êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá,
ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò � : D → D′, Ýôóé þóôå � ◦ ëi = ki, ãéá
êÜèå i ∈ I0.

ÐáñáôÞñçóç: ¸íáò ôåëéêüò óõí-êþíïò ãéá Ýíá äéÜãñáììá F : I → C,
áí õðÜñ÷åé, ôüôå åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñé ìïíáäéêïý éóïìïñöéóìïý. Ôïí ôåëéêü
áõôü óõí-êþíï ôïí ëÝìå óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò êáé óõìâïëßæïõìå colimF
Þ colimi∈IF (i).

ÐáñáôÞñçóç: Áí ôï üñéï (áíô. óõíüñéï) êÜèå äéáãñÜììáôïò I → C, üðïõ
I ìéêñÞ êáôçãïñßá õðÜñ÷åé óå ìßá êáôçãïñßá C, ëÝìå üôé ç C åßíáé ðëÞñçò
(áíô. óõí-ðëÞñçò) êáôçãïñßá. Áí ôï üñéï (áíô. óõíüñéï) õðÜñ÷åé ãéá êÜèå
ðåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá I (äçëáäÞ ç óõëëïãÞ ôùí ìïñöéóìþí ôçò I åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï óýíïëï), ëÝìå üôé ç C Ý÷åé üëá ôá ðåðåñáóìÝíá üñéá (áíô. óõíüñéá).

1.1.10 Èåþñçìá. Ìßá êáôçãïñßá Ý÷åé üëá ôá (ðåðåñáóìÝíá) üñéá áí êáé
ìüíï áí Ý÷åé (ðåðåñáóìÝíá) ãéíüìåíá êáé åîéóùôÝò.
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Áðüäåéîç: Áí õðÜñ÷ïõí üëá ôá üñéá ôüôå ðñïöáíþò õðÜñ÷ïõí ãéíüìåíá êáé
åîéóùôÝò.

Áíôßóôñïöá ôþñá, Ýóôù F : I → C Ýíá äéÜãñáììá óôçí C. Èåùñïýìå ôï
ãéíüìåíï

∏
I0
F (i) üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí F (i), ìå ôï i íá äéáôñÝ÷åé ôï óýíïëï

ôùí áíôéêåéìÝíùí ôçò I, êáé ôï ãéíüìåíï
∏
I1
F (#1�), üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí

ðïõ åßíáé óõí-ðåäßá êÜðïéïõ ìïñöéóìïý óôï äéÜãñáììá.
ÕðÜñ÷ïõí äýï (êáíïíéêïß) ìïñöéóìïß

∏
I0
F (i) → ∏

I1
F (#1�) ìåôáîý ôùí

äýï ãéíïìÝíùí. Ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí äñÜóç åíüò ôÝôïéïõ ìïñöéóìïý áñêåß
áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôùí ãéíïìÝíùí íá ðåñéãñÜøïõìå ìßá ïéêïãÝíåéá
ìïñöéóìþí, ðáñáìåôñéêïðïéçìÝíç áðü ôïí óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí ôçò I, áðü
ôï

∏
I0
F (i) ðñïò ôá äéÜöïñá F (#1�), üðïõ � : k → j ìïñöéóìüò óôçí I.

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ìïñöéóìþí Ý÷ïõìå üôé, áí j = #1� êáé k = #0�, ïé
ïéêïãÝíåéåò áõôÝò åßíáé:

{ ∏
I0
F (i) prj // F (j) id // F (#1�) }

êáé

{ ∏
I0
F (i) prk // F (#0�)

F (�) // F (#1�) }
Áí ìå �; � :

∏
I0
F (i) ⇒

∏
I1
F (#1�) óõìâïëßóïõìå ôïõò äýï ìïñöéóìïýò ðïõ

ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù, ôüôå ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò F : I → C åßíáé ï
åîéóùôÞò ôùí � êáé � . ¤

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá Ý÷åé ôçí äõéêÞ ôïõ ìïñöÞ:

1.1.11 Èåþñçìá. Ìßá êáôçãïñßá Ý÷åé üëá ôá (ðåðåñáóìÝíá) óõíüñéá áí êáé
ìüíï Ý÷åé (ðåðåñáóìÝíá) óõí-ãéíüìåíá êáé óõíåîéóùôÝò.

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ óõíïñßïõ åíüò äéáãñÜììáôïò F : I → C, Ý÷ïõìå üôé
áõôü êáôáóêåõÜæåôáé ùò ï óõíåîéóùôÞò ôùí ìïñöéóìþí:

�; � :
∐
I1

F (#0�) ⇒
∐
I0

F (i)

ÅöáñìïãÞ: Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù èá äïýìå ôçí êáôáóêåõÞ ôùí ïñßùí êáé
ôùí óõíïñßùí óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí Set. Áí F : I → Set åßíáé Ýíá
äéÜãñáììá (I ìéêñÞ êáôçãïñßá) óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí, ôüôå:

limF = {< xi >∈
∏
I0

F (i)| xj = F (�)(xi); ïðïôåäÞðïôå � : i→ j}

êáé
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colimF =
∐
I0

F (i)= ∼;

üðïõ ∼ åßíáé ç åëÜ÷éóôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ôáõôßæåé ôá óôïé÷åßá �(x) êáé
�(x).

ÐáñáôÞñçóç: Áí F : I → Top, åßíáé Ýíá äéÜãñáììá (I ìéêñÞ êáôçãïñßá)
óôçí Top, ôüôå ãéá ôï üñéï ôïõ F , èåùñïýìå ôï üñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò
óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí, ìå ôïðïëïãßá ôçí ôïðïëïãßá õðü÷ùñïõ ôïõ
ãéíïìÝíïõ

∏
I0
F (i), üðïõ ôï ãéíüìåíï åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ôïðïëïãßá

ãéíüìåíï.
Ãéá ôï óõíüñéï ôïõ F , ðÜëé èåùñïýìå ôï óõíïñßï ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí
êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí êáé ç ôïðïëïãßá áõôïý ôïõ óõíüëïõ åßíáé ç åîÞò: Ýíá
õðïóýíïëï U ôïõ colimF åßíáé áíïéêôü áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï j−1

i (U)
åßíáé áíïéêôü óôïí ÷þñï F (i) ãéá üëá ôá i ∈ I, üðïõ ji : F (i) → colimF åßíáé
ïé êáíïíéêïß ìïñöéóìïß ðñïò ôï óõíüñéï.

1.1.12 Ïñéóìüò. Áí K åßíáé ìßá êáôçãïñßá, ôüôå ìå K→ óõìâïëßæïõìå ôçí
êáôçãïñßá ôùí âåëþí ôçò K, ôá áíôéêåßìåíá ôçò ïðïßáò åßíáé ïé ìïñöéóìïß
ôçò K êáé Ýíáò ìïñöéóìüò (f : X → Y ) −→ (g : Z → W ) áðïôåëåßôáé áðü
Ýíá æåõãÜñé ìïñöéóìþí < ö0; ö1 >, üðïõ ö0 : X → Z êáé ö1 : Y → W , Ýôóé
þóôå ôï ðáñáêÜôù ôåôñÜãùíï íá áíôéìåôáôßèåôáé:

X
f //

ö0

²²

Y
ö1

²²
Z g

// W

ÅðéðëÝïí Ý÷ïõìå êáé äýï óõíáñôçôÝò

#0; #1 : K→ → K

ðïõ ïñßæïíôáé þò åîÞò: Óôá áíôéêåßìåíá ôçò K→:

#0(f : X → Y ) = X êáé #1(f : X → Y ) = Õ

Óôïõò ìïñöéóìïýò ôçò K→:

X
#0

(
ö0

²²

f // Y
ö1

)
=

²²

X
'0

²²
Z g

// W Z
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êáé
X

#1

(
ö0

²²

f // Y
ö1

)
=

²²

Y
'1

²²
Z g

// W W

1.1.13 Ïñéóìüò. Ìßá óõíáñôçôéêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç (F ,�; �) óå ìßá êá-
ôçãïñßá K áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óõíáñôçôÞ F : K→ → K êáé äýï öõóéêïýò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò � : #0 ⇒ F êáé � : F ⇒ #1, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå f ∈ (K→)0

íá éó÷ýåé f = �f ◦ �f

X
f //

áf ""DD
DD

DD
DD

Y

Ff
âf

<<zzzzzzzz
:

ÐáñáôÞñçóç: Ëüãù ôçò öõóéêüôçôáò ôùí �; � , áí

ö =< ö0; ö1 >: (f : X → Y ) −→ (g : Z → W )

ôá åóùôåñéêÜ ôåôñÜãùíá óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ

X
áf //

ö0

²²

Ff
âf //

Fö
²²

Y
ö1

²²
Z

ág // Fg
âg // W

ÅðéðëÝïí ï F åßíáé óõíáñôçôÞò êáé áí

ö =< ö0; ö1 >: (f : X → Y ) −→ (g : Z → W )

êáé
ø =< ø0; ø1 >: (g : Z → W ) −→ (h : E → D)

óôçí K→, èá éó÷ýåé F (ø ◦ ö) = Fø ◦ Fö.

1.1.14 Ïñéóìüò. Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé I Ýíá áíôéêåßìåíï áõôÞò, èåù-
ñïýìå ôéò åîÞò äýï êáôçãïñßåò:

1) Ôçí êáôçãïñßá C ↓ I (ç êáôçãïñßá ôùí ìïñöéóìþí ðÜíù áðü ôï I) ç
ïðïßá Ý÷åé:

áíôéêåßìåíá: ôïõò ìïñöéóìïýò ôçò C ìå óõí-ðåäßï ôï I
ìïñöéóìïýò: ¸íáò ìïñöéóìüò áðü ôï áíôéêåßìåíï f : A→ I óôï áíôéêåß-

ìåíï g : B → I åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò h : A→ B ôçò C, Ýôóé þóôå g ◦ h = f

7
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A h //

f ÃÃA
AA

AA
AA

A B

g
~~||

||
||

||

I :

2) Ôçí êáôçãïñßá I ↓ C (ç êáôçãïñßá ôùí ìïñöéóìþí êÜôù áðü ôï I) ç ïðïßá
Ý÷åé:

áíôéêåßìåíá: ôïõò ìïñöéóìïýò ôçò C ìå ðåäßï ôï I
ìïñöéóìïýò: ¸íáò ìïñöéóìüò áðü ôï áíôéêåßìåíï f : I → A óôï áíôéêåß-

ìåíï g : I → B åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò h : A→ B ôçò C, Ýôóé þóôå h ◦ f = g

I
f

~~}}
}}

}}
}} g

!!CC
CC

CC
CC

A h
// B:

1.1.15 Ïñéóìüò. Áí Á êáé Â åßíáé äýï áíôéêåßìåíá ìßáò êáôçãïñßáò C, ôüôå
ôï Á êáëåßôáé óõóôïëÞ (retract) ôïõ Â áí õðÜñ÷ïõí äýï ìïñöéóìïß i : A→
B êáé r : B → A, Ýôóé þóôå ri = idA.

ÐáñáôÞñçóç: Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé åöáñìüóïõìå ôïí ðáñáðÜíù
ïñéóìü óôçí êáôçãïñßá C→, Ý÷ïõìå üôé ï ìïñöéóìüò f : X → X ′ åßíáé óõóôïëÞ
ôïõ ìïñöéóìïý g : Y → Y ′, áí õðÜñ÷åé Ýíá áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

X
f

²²

i // Y r //

g
²²

X
f

²²
X ′ i′ // Y ′ r′ // X ′

üðïõ ri = idX êáé r′i′ = idX′ .

1.1.16 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôïò åíüò áíôéìåôáèåôéêïý ôåôñáãþíïõ

A
f //

i
²²

X
p

²²
B g

// Y

óå ìßá êáôçãïñßá C ìßá áíýøùóç (lift) ãéá ôï äéÜãñáììá áõôü åßíáé Ýíáò
ìïñöéóìüò h : B → X, Ýôóé þóôå ôá äýï ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé óôï

8



1.1. ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ 9

ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ

A
f //

i
²²

Ì
p

²²
B

g //

h
==

N

äçëáäÞ hi = f êáé ph = g.

1.1.17 Ïñéóìüò. ¸óôù i : A → B êáé p : X → Y äýï ìïñöéóìïß óå ìßá
êáôçãïñßá C. ËÝìå üôé ï i Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò áñéóôåñÞò áíýøùóçò
(LLP) óå ó÷Ýóç ìå ôïí p êáé üôé ï p Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò äåîéÜò áíýøù-
óçò (RLP) óå ó÷Ýóç ìå ôïí i áí õðÜñ÷åé áíýøùóç ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü
ôåôñÜãùíï ôçò ìïñöÞò:

A
f //

i
²²

X
p

²²
B

g // Y
Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ôï æåõãÜñé (i; p) áðïôåëåß æåýãïò áíýøùóçò-

åðÝêôáóçò.

1.1.18 Ðñüôáóç. ( The retract argument) ¸óôù f Ýíáò ìïñöéóìüò óå
ìßá êáôçãïñßá C êáé f = pi ìßá ðáñáãïíôïðïßçóç áõôïý ôÝôïéá þóôå ï f Ý÷åé
ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôïí p. Ôüôå ï f åßíáé óõóôïëÞ ôïõ i. ÄõúêÜ áí ï f
Ý÷åé ôçí RLP óå ó÷Ýóç ìå ôïí i ôüôå ï f åßíáé óõóôïëÞ ôïõ p.

Áðüäåéîç: ¸óôù f : A → C, i : A → B, p : B → C Ýôóé þóôå f = pi êáé
åðéðëÝïí ï f Ý÷åé ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôïí p. Ôüôå ìßá áíýøùóç õðÜñ÷åé
óôïí ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

A i //

f
²²

B
p

²²
C

idC //

r
==

C
ïðüôå pr = idC .

Áðü ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá Ý÷ïõìå üôé ï f åßíáé óõóôïëÞ ôïõ i

A
f

²²

idA // A
idA //

i
²²

A
f

²²
C r // B

p // C

¤
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1.1.19 Ïñéóìüò. 1) Áí ôï äéÜãñáììá:

P i′ //

j′
²²

A
j

²²
C i // B

åßíáé äéÜãñáììá åöÝëêõóçò, ôüôå ï ìïñöéóìüò i′ êáëåßôáé áëëáãÞ âÜóçò ôïõ
i êáôÜ ìÞêïò ôïõ j êáé ï ìïñöéóìüò j′ êáëåßôáé áëëáãÞ âÜóçò ôïõ j êáôÜ
ìÞêïò ôïõ i.

2) Áí ôï äéÜãñáììá:

A i //

j
²²

B
j′

²²
C i′ // P

åßíáé äéÜãñáììá åîþèçóçò, ôüôå ï ìïñöéóìüò i′ êáëåßôáé áëëáãÞ óõí-âÜóçò
ôïõ i êáôÜ ìÞêïò ôïõ j êáé ï ìïñöéóìüò j′ êáëåßôáé áëëáãÞ óõí-âÜóçò ôïõ j
êáôÜ ìÞêïò ôïõ i.

1.1.20 Ðñüôáóç. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá êáé R ìßá óõíÜñôçóç ðïõ óå êÜèå
æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí A,B ôçò C áíôéóôïé÷ßæåé ìßá äéìåëÞ ó÷Ýóç RA;B óôï
óýíïëï homC(A;B). Ôüôå õðÜñ÷åé ìßá êáôçãïñßá C=R êáé Ýíáò óõíáñôçôÞò
Q = QR : C → C=R Ýôóé þóôå:

1) Áí fRA;Bg óôçí C ôüôå Qf = Qg êáé
2) Áí D åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé H : C → D Ýíáò óõíáñôçôÞò, Ýôóé

þóôå ç ó÷Ýóç fRA;Bg óõíåðÜãåôáé üôé Hf = Hg, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò
óõíáñôçôÞò H ′ : C=R→ D ôÝôïéïò þóôå H ′ ◦Q = H

C Q //

H ÃÃA
AA

AA
AA

A C=R

H′||
D :

ÅðéðëÝïí ï óõíáñôçôÞò Q åßíáé éóïìïñöéóìüò óôá áíôéêåßìåíá.

ÐåñéãñáöÞ ôçò áðüäåéîçò: Áí R åßíáé ìßá óõíÜñôçóç üðùò áõôÞ ðåñéãñÜ-
öåôáé óôç ðñüôáóç, èá ëÝãåôáé éóïôéìßá (congruence) áí :

1) RA;B åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï homC(A;B) ãéá êÜèå äýï
áíôéêåßìåíá A;B êáé

2) ÏðïôåäÞðïôå Ý÷ïõìå f; f ′ : A ⇒ B ìå fRA;Bf ′, ôüôå ãéá üëïõò ôïõò
ìïñöéóìïýò g : A′ → A êáé h : B → B′ (A′, B′ ôõ÷áßá ), Ý÷ïõìå üôé
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hfg RA;B hf ′g. Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå R üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôçí
ðñüôáóç, õðÜñ÷åé ìßá éóïôéìßá R′ ôÝôïéá þóôå R ⊆ R′ êáé ç R′ åßíáé ç åëÜ÷éóôç
ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ.

Áí ôþñá R ìßá óõíÜñôçóç üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðñüôáóç êáé R′ ç åëÜ-
÷éóôç éóïôéìßá ðïõ ôçí ðåñéÝ÷åé, ôüôå ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá C=R íá Ý÷åé ôá
ßäéá áíôéêåßìåíá ìå ôçí C, êáé áí Á, Â äýï áíôéêåßìåíá ôçò C=R (äçëáäÞ ôçò
C) ïñßæïõìå homC=R(A;B) = homC(A;B)=R′A;B. Ï óõíáñôçôÞò Q : C → C=R
åßíáé ï óõíáñôçôÞò ìå ôçí åîÞò äñÜóç:

Óôá áíôéêåßìåíá: Q(C) = C
Óôïõò ìïñöéóìïýò:Áí f : A→ B óôçí C ôüôå Q(f) = [f ]R′A;B ¤
Ç êáôçãïñßá C=R êáëåßôáé êáôçãïñßá ðçëßêï ôçò C ùò ðñïò ôçí R.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí C = Top åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þ-
ñùí ìå ìïñöéóìïýò óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïõò êáé fRA;Bg, üðïõ
f; g : A ⇒ B, óçìáßíåé üôé f åßíáé ïìïôïðéêÞ ìå ôçí g, ôüôå ç êáôçãï-
ñßá ðçëßêï Top=R åßíáé ç êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò
êáé ìïñöéóìïýò ïìïôïðéêÝò êëÜóåéò óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí. Óôï ðáñÜäåéãìá
áõôü ðáñáôçñïýìå üôé ç R åßíáé ôáõôüôçôá, ïðüôå ç êáôáóêåõÞ ôçò êáôçãïñßáò
ðçëßêï åßíáé Üìåóç.

1.1.21 Ïñéóìüò. Áí C êáé D åßíáé äýï êáôçãïñßåò êáé F : C ¿ D : G
óõíáñôçôÝò, èá ëÝìå üôé ï F åßíáé áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò ôïõ G êáé ï G
äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò ôïõ F , áí ãéá êÜèå C ∈ C0 êáé D ∈ D0 õðÜñ÷åé Ýíáò
éóïìïñöéóìüò:

homD(FC;D) ∼= homC(C;GD)

ðïõ åßíáé öõóéêüò ùò ðñïò C êáé D.

1.1.22 Èåþñçìá. Áí F : C ¿ D : G åßíáé äýï óõíáñôçôÝò ìåôáîý ôùí
êáôçãïñéþí C êáé D, ôüôå ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:

1) Ãéá êÜèå C ∈ C0 êáé D ∈ D0 õðÜñ÷åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò:

� : homD(FC;D) ∼= homC(C;GD) :  

ðïõ åßíáé öõóéêüò ùò ðñïò C êáé D.
2) ÕðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò:

� : 1C ⇒ G ◦ F
ìå ôçí áêüëïõèç êáèïëéêÞ éäéüôçôá:

Ãéá êÜèå C ∈ C0, D ∈ D0 êáé f : C → GD, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò
g : FC → D ôÝôïéïò þóôå:

f = Gg ◦ �C

11



12 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

C
f //

�C

##HH
HH

HH
HH

H GD

GFC

Gg
99

:

3) ÕðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò:

� : F ◦G⇒ 1D

ìå ôçí áêüëïõèç êáèïëéêÞ éäéüôçôá:
Ãéá êÜèå C ∈ C0, D ∈ D0 êáé g : FC → D, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò

f : C → GD ôÝôïéïò þóôå:
g = �D ◦ Ff

FC
Ff //

g

""FFFFFFFF FGD
�D

zzuuuuuuuuu

D :

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) ÅðåéäÞ ç ðñþôç óõíèÞêç åßíáé ï ïñéóìüò ôçò ðñïóÜñôç-
óçò, Ý÷ïõìå üôé ïé óýíèÞêåò 2, 3 ìáò äßíïõí éóïäýíáìïõò ïñéóìïýò ãéá ôçí
ðñïóÜñôçóç ìåôáîý äýï óõíáñôçôþí. ÅðéðëÝïí ïé ôñåéò áõôÝò óõíèÞêåò ó÷å-
ôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå ôéò áêüëïõèåò ôáõôüôçôåò:

�C = �(1FC);

�(g) = Gg ◦ �C
êáé

�D =  (1GD);

 (f) = �D ◦ Ff:
2) Áí f : FC → D åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí C êáé g : C → GD åßíáé

Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí D, ôüôå èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí åîÞò óõìâïëéóìü:
�(f) = f ] êáé  (g) = g[ .

3) Ëüãù öõóéêüôçôáò ôçò ðñïóÜñôçóçò, Ýíáò ìïñöéóìüò ôçò ìïñöÞò

FA
Ff // FB x // C

áíôéóôïé÷ßæåôáé óôïí
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1.1. ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ 13

A
f // B x] // GC;

üðùò öáßíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï

homD(FB;C)
�B;C //

−◦Ff
²²

homC(B;GC)

−◦f
²²

homD(FA;C)
�A;C

// homC(A;GC)

�A;C(x ◦ Ff) = (x ◦ Ff)] = x] ◦ f .

1.1.23 Ïñéóìüò. Áí B åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé A ìßá õðïêáôçãïñßá áõôÞò,
ôüôå ç A êáëåßôáé áíáêëáóôéêÞ óôçí B áí ï óõíáñôçôÞò A ,→ B ðïõ åìöõ-
ôåýåé ôçí A óôçí B Ý÷åé áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíï F : B → A. ÄõúêÜ

Áí B åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé A ìßá õðïêáôçãïñßá áõôÞò, ôüôå ç A êáëåßôáé
óõíáíáêëáóôéêÞ óôçí B áí ï óõíáñôçôÞò A ,→ B ðïõ åìöõôåýåé ôçí A óôçí
B Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï F : B → A.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) ¸óôù A ìßá áíáêëáóôéêÞ õðïêáôçãïñßá ôçò B êáé F :
B → A ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò ôçò åìöýôåõóçò A ,→ B. Áí ç B åßíáé
ðëÞñçò (áíô. óõí-ðëÞñçò) ôüôå êáé ç A èá åßíáé ðëÞñçò (áíô. óõí-ðëÞñçò).
ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé, áí G : I → A Ýíá äéÜãñáììá óôçí A êáé ôï
üñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò õðÜñ÷åé óôçí B, ôüôå áõôü èá åßíáé êáé ôï üñéï
áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçíA. Áí ôþñá ôï óõíüñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò
õðÜñ÷åé óôçí B êáé Ýóôù D ôï óõíüñéï áõôü, ôüôå ôï F (D) åßíáé ôï óõíüñéï
ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí A. ÄõúêÜ

2) Áí A åßíáé ìßá óõí-áíáêëáóôéêÞ êáôçãïñßá ôçò B êáé F : B → A ï äåîéÜ
ðñïóáñôçìÝíïò ôçò åìöýôåõóçòA ,→ B. Áí ç B åßíáé ðëÞñçò (áíô.óõí-ðëÞñçò)
ôüôå êáé ç A èá åßíáé ðëÞñçò (áíô.óõí-ðëÞñçò). ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé, áí
G : I → A Ýíá äéÜãñáììá óôçí A êáé ôï óõíüñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò
õðÜñ÷åé óôçí B, ôüôå áõôü èá åßíáé êáé ôï óõíüñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò
óôçí A. Áí ôþñá ôï üñéï áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò õðÜñ÷åé óôçí B êáé Ýóôù
D ôï üñéï áõôü, ôüôå ôï F (D) åßíáé ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí A.

Óôçí óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå Ýíá ðïëý ÷ñÞóéìï áðïôÝëåóìá ôçò èåùñßáò êá-
ôçãïñéþí, ãíùóôü ùò ëÞììá ôïõ Yoneda.

1.1.24 ËÞììá. (ôïõ Yoneda) Áí C åßíáé ìßá ôïðéêÜ ìéêñÞ êáôçãïñßá,
C ∈ C0, Set åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí êáé F : Cop → Set Ýíáò áíôá-
ëïßùôïò óõíáñôçôÞò, ôüôå ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí áðü ôïí
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14 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

áíáðáñéóôÜóéìï óõíáñôçôÞ homC(−; C) ðñïò ôïí F , åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï
óýíïëï F (C).

1.1.25 Ðüñéóìá. Ï óõíáñôçôÞò y : C → [Cop;Set] ìå ôçí åîÞò äñÜóç:
Óôá áíôéêåßìåíá: y(C) = homC(−; C)
Óôïõò ìïñöéóìïýò: Áí f : C → C ′ Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí C ôüôå y(f) åß-
íáé ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ìåôáîý ôùí áíáðáñéóôÜóéìùí óõíáñôçôþí
homC(−; C) êáé homC(−; C ′), üðïõ ç D-óõíôåôáãìÝíç áõôïý:

y(f)D : homC(D;C) → homC(D;C ′)

óôÝëíåé ôïí ìïñöéóìü g : D → C óôïí ìïñöéóìü f ◦ g,
åßíáé ðëÞñçò êáé ðéóôüò.

1.1.26 Ïñéóìüò. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìå ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá. ¸íá
åêèåôéêü ôùí áíôéêåéìÝíùí B êáé C ôçò C, áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï
CB (åêèåôéêü áíôéêåßìåíï) êáé Ýíá ìïñöéóìü e : CB × B → C (ìïñöéóìüò
áðïôßìçóçò), Ýôóé þóôå, ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Z êáé ìïñöéóìü f : Z×B → C,
õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò f̃ : Z → CB Ýôóé þóôå e ◦ (f̃ × 1B) = f

CB ×B e // C

Z ×B

f̃×1B

OO

f

;;vvvvvvvvvv

Þ éóïäýíáìá,
ï óõíáñôçôÞò

−×B : C → C
íá Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï (ôïí (−)Â êáé e èá åßíáé ç óõí-ìïíÜäá ôçò ðñï-
óÜñôçóçò).

Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí êáôçãïñßá Set Ý÷ïõìå CB íá åßíáé ôï óýíïëï ôùí óõíáñ-
ôÞóåùí B → C êáé ç óõíÜñôçóç áðïôßìçóçò e : CB×B → C ìå e(f; b) = f(b).

1.1.27 Ïñéóìüò. Ìßá êáôçãïñßá C êáëåßôáé êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ, áí Ý÷åé
ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá êáé åêèåôéêÜ.

1.2 Óôïé÷åßá áðü ôçí ôïðïëïãßá
1.2.1 Ïñéóìüò. Áí X êáé Y åßíáé äýï ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, ôüôå äýï óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò f; g : X ⇒ Y , ëÝãïíôáé ïìïôïðéêÝò, áí õðÜñ÷åé ìßá óõíå÷Þò
óõíÜñôçóç h : [0; 1]×X → Y ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå x ∈ X, Ý÷ïõìå h(0; x) =
f(x) êáé h(1; x) = g(x). Ç óõíÜñôçóç h êáëåßôáé óõíÜñôçóç ïìïôïðßáò áðü
ôçí f óôçí g.
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1.2. ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÔÏÐÏËÏÃÉÁ 15

ÐáñáôçñÞóåéò:

1) Áí ìå C(X;Y ) óõìâïëßóïõìå ôï óýíïëï ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí áðü
ôï X óôï Y , ôüôå ç ó÷Ýóç ïìïôïðßáò üðùò ïñßóôçêå ðáñáðÜíù åßíáé ìßá ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï C(X; Y ).
ÅðéðëÝïí áí f; g : X ⇒ Y åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìåò óõíáñôÞóåéò, h : A→
X êáé k : Y → Z, ôüôå ç óõíÜñôçóç kfh åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìç ìå ôçí
kgh.

2) Ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç f : X → Y êáëåßôáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá
áí õðÜñ÷åé ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç g : Y → X, Ýôóé þóôå ç óõíÜñôçóç gf
íá åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìç ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç idX : X → X êáé
ç óõíÜñôçóç fg íá åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìç ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç
idY : Y → Y .

3) Áí (X; x) êáé (Y; y) åßíáé äýï ôïðïëïãéêïß ÷þñïé ìå óçìåßá âÜóçò x êáé
y áíôßóôïé÷á êáé f; g : X ⇒ Y äýï óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáôçñïýí
ôï óçìåßï âÜóçò (äçëáäÞ f(x) = g(x) = y), èá ëÝìå üôé f êáé g åßíáé (óç-
ìåéáêÜ) ïìïôïðéêÝò, áí õðÜñ÷åé ìßá ïìïôïðßá H áðü ôçí f óôçí g ôÝôïéá þóôå
H(t; x) = y ãéá üëá ôá t ∈ I.

1.2.2 Ïñéóìüò. Ìå Sn = {(x1; :::; xn+1) ∈ Rn+1|x2
1 + :::+x2

n+1 = 1} óõìâï-
ëßæïõìå ôçí ìïíáäéáßá óöáßñá óôïí Rn+1, êáé Dn = {(x1; :::; xn) ∈ Rn|x2

1 +
:::+ x2

n ≤ 1} óõìâïëßæïõìå ôï ìïíáäéáßo äßóêï óôïí Rn.

1.2.3 Ïñéóìüò. Áí óôçí ìïíáäéáßá óöáßñá Sn äéáëÝîïõìå ùò óçìåßï âÜóçò
ôï óçìåßï e0 = (1; 0; :::; 0), ôüôå áí X åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé
x ∈ X, èá óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí óçìåéáêþí ïìïôïðéêþí êëÜóåùí áðü
ôï (Sn; e0) óôï (X; x) ìå �n(X; x) êáé èá áíáöåñüìáóôå óå áõôü ùò ôï n-ïóôü
ïìïôïðéêü óýíïëï ôïõ X óôï x.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Ôï óýíïëï �0(X; x) åßíáé ôï óýíïëï ôùí óõíåêôéêþí
óõíéóôþóùí ôïõ X.

2)¸óôù X êáé Y äýï ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, x ∈ X êáé f : X → Y ìßá óõ-
íå÷Þò óõíÜñôçóç. Ìå �n(f; x) èá óõìâïëßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç �n(X; x) →
�n(Y; f(x)) ç ïðïßá óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [g] ìßáò óõíáñôçóçò g áíôéóôïé-
÷ßæåé ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [f ◦ g] ôçò f ◦ g.

1.2.4 Ïñéóìüò. Kåëß äéáóôÜóåùò n ëÝãåôáé êÜèå ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ïìïéü-
ìïñöïò ìå ôïí Rn. Ìßá áðïóýíèåóç óå êåëéÜ (cell decomposition) åíüò
ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X åßíáé ìßá äéáìåñßóç ôïõ X, óå õðï÷þñïõò ôïõ ðïõ åßíáé
êåëéÜ.
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16 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

1.2.5 Ïñéóìüò. ¸íá æåõãÜñé (X; E), üðïõ X åßíáé Ýíáò Hausdor� ÷þñïò êáé
E ìßá áðïóýíèåóç óå êåëéÜ, ôïõ X, êáëåßôáé CW-complex, áí ôá ðáñáêÜôù
ôñßá áîéþìáôá éêáíïðïéïýíôáé

CW1) Ãéá êÜèå êåëß e ∈ E äéáóôÜóåùò n õðÜñ÷åé ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç
'e : Dn → X ìå ôçí éäéüôçôá ï õðü÷ùñïò 'e((Dn)◦) íá åßíáé ïìïéüìïñöïò ìå
ôï êåëß e êáé ï õðü÷ùñïò 'e(Sn−1) íá åßíáé ç Ýíùóç êåëéþí äéÜóôáóç ôï ðïëý
n− 1.

CW2) Ôï ðåñßâëçìá e êÜèå êåëéïý e ∈ E ôÝìíåé ìüíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞ-
èïõò Üëëá êåëéÜ.

CW3) A ⊆ X åßíáé êëåéóôü áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå êåëß e ôï óýíïëï
A ∩ e åßíáé êëåéóôü.

1.2.6 Ïñéóìüò. Ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç f : X → Y ìåôáîý ôïðïëïãéêþí
÷þñùí, êáëåßôáé Serre íçìÜôùóç (Serre �bration), áí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá
ôçò äåîéÜò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå ôéò óõíáñôÞóåéò (åìöõôåýóåéò)

{i0 : Dn → Dn × I|n ≥ 0};

üðïõ i0(x) = (x; 0)

Dn u //

i0
²²

X
f

²²
Dn × I v

//

h
::

Y
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ÊåöÜëáéï 2

ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ ÌÏÍÔÅËÏ ÊÁÉ
Ç ÏÌÏÔÏÐÉÊÇ ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

2.1 Êáôçãïñßåò ÌïíôÝëï
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôçò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï êáé áðï-

äåéêíýïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ðïõ éó÷ýïõí óå êáôçãïñßåò ìå ôÝôïéá äïìÞ.

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôñåéò êëÜóåéò ìïñöé-
óìþí:

ı̇) Áóèåíåßò éóïäõíáìßåò (Weak equivalences) (→̃)
ı̇ı̇) Íçìáôþóåéò (Fibrations) (³)
ı̇ı̇ı̇) Óõííçìáôþóåéò (Co�brations) (,→)

üðïõ êÜèå ìßá åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôçí óýíèåóç, ðåñéÝ÷åé ôïõò ôáõôïôéêïýò
ìïñöéóìïýò, êáé åðéðëÝïí óôçí êáôçãïñßá áõôÞ õðÜñ÷ïõí äýï óõíáñôçôéêÝò
ðáñáãïíôïðïéÞóåéò: (F; �; �); (G; ; �):
ÅðéðëÝïí êáëïýìå Ýíá ìïñöéóìü áêõêëéêÞ íçìÜôùóç (acyclic �bration)
áí áíÞêåé óôçí êëÜóç ôùí íçìáôþóåùí êáé óôçí êëÜóç ôùí áóèåíþí éóï-
äõíáìéþí êáé áíôßóôïé÷á êáëïýìå Ýíá ìïñöéóìü áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç
(acyclic co�bration) áí áíÞêåé óôçí êëÜóç ôùí óõíçìáôþóåùí êáé óôçí
êëÜóç ôùí áóèåíþí éóïäõíáìéþí.

Ìßá êáôçãïñßá åöïäéáóìÝíç ìå ôçí ðáñáðÜíù äïìÞ èá ëÝìå üôé åßíáé êá-
ôçãïñßá ìïíôÝëï áí ðëçñïýíôáé ôá ðáñáêÜôù áîßùìáôá:

ÊÌ1 Ç C åßíáé ðëÞñçò êáé óõí-ðëÞñçò
ÊÌ2 Áí f êáé g ìïñöéóìïß óôçí C, Ýôóé þóôå íá ïñßæåôáé ç gf êáé äýï

áðï ôïõò ôñåéò ìïñöéóìïýò f; g; gf åßíáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò, ôüôå êáé ï
ôñßôïò åßíáé.

ÊÌ3 Áí ï f åßíáé óõóôïëÞ ôïõ g êáé ï g åßíáé íçìÜôùóç Þ óõííçìÜôùóç
Þ áóèåíÞò éóïäõíáìßá, ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ï f .
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ÊÌ4 ÄïèÝíôïò åíüò áíôéìåôáèåôéêïý ôåôñáãþíïõ:

A
f //

i
²²

X
p

²²
B g

// Y

õðÜñ÷åé áíýøùóç óôï äéÜãñáììá óå êÜèå ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
ı̇) i åßíáé óõííçìÜôùóç êáé p áêõêëéêÞ íçìÜôùóç.
ı̇ı̇) i åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç êáé p íçìÜôùóç.
ÊÌ5 Ãéá êÜèå ìïñöéìü f ∈ C1, �f åßíáé óõííçìÜôùóç, �f åßíáé áêõêëéêÞ

íçìÜôùóç, f åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç, êáé �f åßíáé íçìÜôùóç.
ÄçëáäÞ êÜèå ìïñöéóìüò óôçí C ìðïñåß íá ðáñáãïíôïðïéçèåß ìå äýï ôñü-

ðïõò:
ı̇)f = pi, üðïõ i åßíáé óõííçìÜôùóç êáé p áêõêëéêÞ íçìÜôùóç • ,→ •³̃•
ı̇ı̇)f = pi, üðïõ i åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç êáé p íçìÜôùóç • ˜,→• ³ •

êáé ïé ðáñáãïíôïðïéÞóåéò åßíáé óõíáñôçôéêÝò.

ÐáñáôçñÞóåéò 1) ÃåíéêÜ óôçí âéâëéïãñáößá ôá óýìâïëá ,→ êáé ³ ÷ñçóé-
ìïðïéïýíôáé ãéá íá äçëþóïõí üôé Ýíáò ìïñöéóìüò åßíáé ìïíïñöéóìüò Þ åðéìïñ-
öéóìüò áíôßóôïé÷á. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá äçëþóïõí
üôé Ýíáò ìïñöéóìüò åßíáé óõííçìÜôùóç Þ íçìÜôùóç áíôßóôïé÷á, ÷ùñßò íá åßíáé
êáô' áíÜãêç ìïíïìïñöéóìïß ç åðéìïñöéóìïß.

2) Ôï ÊÌ4 èá ìðïñïýóå íá äéáôõðùèåß êáé ùò åîÞò: Ïé óõííçìáôþóåéò
Ý÷ïõí ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôéò áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò, êáé ïé áêõêëéêÝò óõí-
íçìáôþóåéò Ý÷ïõí ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôéò íçìáôþóåéò.

3) Áðü ôï ÊÌ1 Ý÷ïõìå üôé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï Ý÷åé áñ÷éêü (∅) êáé
ôåëéêü (∗) áíôéêåßìåíï.

¸íá áíôéêåßìåíï A ∈ C êáëåßôáé óõíéíþäåò (co�brant) áí ï ìïíáäéêüò
ìïñöéóìüò ∅ → A åßíáé óõííçìÜôùóç, êáé éíþäåò (�brant) áí ï ìïíáäéêüò
ìïñöéóìüò A→ ∗ åßíáé íçìÜôùóç.

4) Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, ôüôå êáé ç äõúêÞ áõôÞò Cop áðïêôÜ
ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ïñßæïíôáò Ýíá ìïñöéóìü f op : Y → X íá åßíáé:

ı̇) áóèåíÞò éóïäõíáìßá, áí ï f : X → Y åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá óôçí C,
ı̇ı̇) óõííçìÜôùóç, áí ï f : X → Y åßíáé íçìÜôùóç óôçí C,
ı̇ı̇ı̇) íçìÜôùóç, áí ï f : X → Y åßíáé óõííçìÜôùóç óôçí C.

Áðü ôçí ðáñáôÞñçóç áõôÞ ðñïêýðôåé üôé ôá áîéþìáôá ãéá ìßá êáôçãïñßá ìï-
íôÝëï åßíáé áõôïäõúêÜ. ÄçëáäÞ, Ýóôù P ìßá ðñüôáóç ðïõ áíáöÝñåôáé óå êá-
ôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé P ∗ ç äõúêÞ ôçò ðñüôáóç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí P áí
áíôéóôñÝøïõìå ôá âÝëç êáé åíáëëÜîïõìå ôéò óõííçìáôþóåéò ìå ôéò íçìáôþóåéò.
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Ôüôå áí ç ðñüôáóç P áëçèåýåé ãéá üëåò ôéò êáôçãïñßåò ìïíôÝëï, ôüôå ôï ßäéï
èá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí P ∗.

5) Áí C, D åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï, ôüôå êáé ç êáôçãïñßá C × D
áðïêôÜ ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ùò åîÞò:
(f; g) : C×D → C ′×D′ åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá (áíô. íçìÜôùóç, óõííçìÜ-
ôùóç), áí êáé ìüíï áí f : C → C ′ åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá (áíô. íçìÜôùóç,
óõííçìÜôùóç) óôçí C êáé g : D → D′ åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá (áíô. íçìÜ-
ôùóç, óõííçìÜôùóç) óôçí D.
6) Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé A ∈ C0, ôüôå ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå
äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï óôçí A ↓ C ùò åîÞò:
¸íáò ìïñöéóìüò h : (A → X) → (A → Y ) åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá (áíô.
íçìÜôùóç, óõííçìÜôùóç) óôçí A ↓ C, áí ï h : X → Y åßíáé áóèåíÞò éóïäõ-
íáìßá (áíô. íçìÜôùóç, óõííçìÜôùóç) óôçí C.
Ìå üìïéo ôñüðï ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìßá êëåéóôÞ äïìÞ óôçí êáôçãïñßá C ↓ A.

2.1.2 Ðñüôáóç. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï. Ôüôå éó÷ýïõí ôá åîÞò:
ı̇) Ïé óõííçìáôþóåéò óôçí C åßíáé ïé ìïñöéóìïß óôçí C ðïõ Ý÷ïõí ôçí LLP

óå ó÷Ýóç ìå ôéò áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.
ı̇ı̇) Ïé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò óôçí C åßíáé ïé ìïñöéóìïß óôçí C ðïõ

Ý÷ïõí ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôéò íçìáôþóåéò.
êáé äõúêÜ
ı̇ı̇ı̇) Ïé íçìáôþóåéò óôçí C åßíáé ïé ìïñöéóìïß óôçí C ðïõ Ý÷ïõí ôçí RLP

óå ó÷Ýóç ìå ôéò áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò.
ı̇v) Ïé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò óôçí C åßíáé ïé ìïñöéóìïß óôçí C ðïõ Ý÷ïõí

ôçí RLP óå ó÷Ýóç ìå ôéò óõííçìáôþóåéò.

Áðüäåéîç: ı̇) Óýìöùíá ìå ôï ÊÌ4 êÜèå óõííçìÜôùóç Ý÷åé ôçí LLP óå
ó÷Ýóç ìå ôéò áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.

Ãéá ôï áíôßóôñïöï, õðïèÝôïõìå üôé Ýíáò ìïñöéóìüò f Ý÷åé ôçí LLP óå
ó÷Ýóç ìå ôéò áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ÊÌ5(ı̇) ðáñáãïíôïðïéïýìå ôïí f ùò f = pi üðïõ p
áêõêëéêÞ íçìÜôùóç êáé i óõííçìÜôùóç. Áðü ôçí õðïèåóÞ ìáò êáé ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôçí ðñïôáóç 1.1.18 Ý÷ïõìå üôé ï f åßíáé óõóôïëÞ ôïõ i.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôÝëïò ôï ÊÌ3 Ý÷ïõìå üôé ï f åßíáé üôé êáé ï i äçëáäÞ ï f
åßíáé óõííçìÜôùóç.

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé êáé ôï (ı̇ı̇) Ýíù ôá (ı̇ı̇ı̇),(ı̇v), ðñïêýðôïõí ùò ïé äõúêÝò
ðñïôÜóåéò ôùí (ı̇),(ı̇ı̇), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðáñáôÞñçóç 4. ¤

ÐáñáôÞñçóç: Ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç ìáò ëÝåé üôé ôá áîéþìáôá ãéá ìßá êá-
ôçãïñßá ìïíôÝëï åßíáé õðåñðëÞñç, ìå ôçí åîÞò Ýííïéá: Áí óå ìßá êáôçãïñßá
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èÝëïõìå íá äþóïõìå ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï êáé Ý÷ïõìå äéáëÝîåé ôéò
êëÜóåéò ôùí íçìáôþóåùí êáé ôùí áóèåíþí éóïäõíáìéþí, ôüôå ç êëÜóç ôùí
óõíçìáôþóåùí êáèïñßæåôáé áðü ôï (ı̇) ôçò ðáñáðÜíù ðñüôáóçò.

¼ìïéá áí Ý÷ïõìå äéáëÝîåé ôéò êëÜóåéò ôùí óõíçìáôþóåùí êáé ôùí áóèå-
íþí éóïäõíáìéþí.

2.1.3 Ðñüôáóç. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï. Ôüôå éó÷ýïõí ôá åîÞò:
ı̇) Ç êëÜóç ôùí óõíçìáôþóåùí óôçí C ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ áðü ôçí áëëáãÞ

óõí-âÜóçò,
ı̇ı̇) Ç êëÜóç ôùí áêõêëéêþí óõíçìáôþóåùí óôçí C ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ áðü

ôçí áëëáãÞ óõí-âÜóçò,
êáé äõúêÜ
ı̇ı̇ı̇) Ç êëÜóç ôùí íçìáôþóåùí óôçí C ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ áðü ôçí áëëáãÞ

âÜóçò,
ı̇v) Ç êëÜóç ôùí áêõêëéêþí íçìáôþóåùí óôçí C ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ áðü

ôçí áëëáãÞ âÜóçò.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôï (ı̇) êáé üìïéá áðïäåéêíýåôáé ôï (ı̇ı̇), åíþ ôá
(ı̇ı̇ı̇) êáé (ı̇ı̇ı̇) ðñïêýðôïõí þò äõúêÝò ðñïôÜóåéò ôùí (ı̇) êáé (ı̇ı̇).

ı̇) ¸óôù üôé ï i : K ,→ L åßíáé óõííçìÜôùóç êáé f : K → K ′. Èåùñïýìå
ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åîþèçóçò (õðÜñ÷åé ëüãù ôïõ ÊÌ1)

K
f //

i
²²

K ′

j
²²

L g
// L′

ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé ï j åßíáé óõííçìÜôùóç. Ïðüôå óýìöùíá ìå ôçí
ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç (ı̇) áñêåß íá äåßîïõìå üôé Ý÷åé ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôéò
áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.

¸óôù ëïéðüí p : E → B ìßá áêõêëéêÞ íçìÜôùóç. ÅîåôÜæïõìå áí õðÜñ÷åé
áíýøùóç óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá:

K ′ a //

j
²²

E
p

²²
L′ b

// B

Ôþñá åðåéäÞ i åßíáé óõííçìÜôùóç êáé p áêõêëéêÞ íçìÜôùóç, óôï ðáñáêÜôù
áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá õðÜñ÷åé áíýøùóç h : L→ E
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K
f //

i
²²

K ′ a // E
p

²²
L g

//

h
66

L′ b
// B

ïðüôå ph = bg(1) êáé hi = af(2)
Áðü ôç ó÷Ýóç (2) êáé ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôùí åîùèÞóåùí èá õðÜñ÷åé l :
L′ → E (ëüãù ôùí h : L→ E êáé a : K ′ → E ) Ýôóé þóôå lg = h êáé lj = a

K
f //

i
²²

K ′
a

¼¼
j

²²
L

g //

h

==L′ l // E

Ï l üðùò ðñïóäéïñßóôçêå ðáñáðÜíù åßíáé ç æçôïýìåíç áíýøùóç. ¤

2.2 ÏìïôïðéêÝò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ìïñöéóìþí
Óôç ðáñÜãñáöï áõôÞ èåùñïýìå üôé C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé

A ∈ C0

2.2.1 Ïñéóìüò. ¸íá êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï A áðïôåëåßôáé áðü Ýíá
áíôéêåßìåíï ôçò C ôï ïðïßï êáé óõìâïëßæïõìå ìå Á∧ É ìáæß ìå Ýíá äéÜãñáììá

A t A i
// Á ∧ É w

∼ // A

üðïõ ï w åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá êáé w ◦ i = idA + idA : A t A→ A.

A

A
in0 //

idA
::vvvvvvvvv
A t A

idA+idA

OO

A
in1oo

idA
ddHHHHHHHHH

¸íá êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï êáëåßôáé êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï, áí
ï ìïñöéóìüò A tA→ A ∧ I åßíáé óõííçìÜôùóç êáé ðïëý êáëü êõëéíäñéêü
áíôéêåßìåíï, áí ï ìïñöéóìüò A ∧ I → A åßíáé (áêõêëéêÞ) íçìÜôùóç.

Áí in0; in1 : A ⇒ A t A ïé ìïñöéóìïß ðñïò ôï óõí-ãéíüìåíï, ôüôå óõìâï-
ëßæïõìå i0 = i ◦ in0 êáé i1 = i ◦ in1
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A ∧ I

A
in0 //

i0
::vvvvvvvvv
A t A
i

OO

A:
in1oo

i1
ddIIIIIIIII

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Áí åöáñìüóïõìå ôï ÊÌ5 ı̇) ãéá ôïí ìïñöéóìü

A t A idA+idA // A

Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ðïëý êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï
(ôõ÷áßï) Á.

2) Éó÷ýåé üôé: w ◦ i0 = idA = w ◦ i1

A
i0 // Á ∧ É w // A , A

i1 // Á ∧ É w // A

êáé i = i0 + i1
3) Aí C åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí Top (ç ïðïßá üðùò èá

äïýìå Ý÷åé äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï), ôüôå êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôïí ôï-
ðïëïãéêü ÷þñï A (áíôéêåßìåíï ôçò Top), åßíáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï A×I,
üðïõ I åßíáé ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [0,1], i0 : A→ A× I ìå ôýðï i0(á) = (á; 0),
i1 : A→ A× I ìå ôýðï i1(á) = (á; 1) êáé w : A× I → A, ìå w(á; t) = á.

2.2.2 ËÞììá. Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò êáé ôï A ∧ I åßíáé Ýíá êáëü êõ-
ëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï Á ôüôå ïé ìïñöéóìïß i0; i1 : A ⇒ A ∧ I åßíáé
áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå üôé ï i0 åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç.
Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáôÞñçóç 2 Ý÷ïõìå w◦i0 = idA êáé ïé w; idA åßíáé áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò. ¢ñá óýìöùíá ìå ôï áîßùìá 2 Ý÷ïõìå üôé êáé ï i0 åßíáé áóèåíÞò
éóïäõíáìßá.
Åðßóçò óå ìßá êáôçãïñßá ìå ðåðåñáóìÝíá óõíüñéá (Üñá êáé åîùèÞóåéò) ôï
óõí-ãéíüìåíï A t A, äßíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åîþèçóçò:

∅ ! //

!

²²

Á
in0

²²
A in1

// A t A;

üðïõ ∅ ! // A åßíáé óõííçìÜôùóç (áöïý ôï Á åßíáé óõíéíþäåò). ¢ñá óýì-
öùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.3 êáé ï in0 åßíáé óõííçìÜôùóç, ïðüôå êáé ï i0 = i◦in0
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åßíáé óõííçìÜôùóç. (Ï i åßíáé óõííçìÜôùóç ãéáôß ôï Á åßíáé êáëü êõëéíäñéêü
áíôéêåßìåíï.)

2.2.3 Ïñéóìüò. Äýï ìïñöéóìïß f; g : A ⇒ X óôçí C ëÝãïíôáé áñéóôåñÜ
ïìïôïðéêïß (óõìâïëßæïõìå f ∼l g), áí õðÜñ÷åé Ýíá êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï
A∧ I ãéá ôï A êáé Ýíáò ìïñöéóìüò H : A∧ I → X Ýôóé þóôå: H ◦ i = f + g

X

A
in0 //

f
::vvvvvvvvv
A t A
f+g

OO

A
in1oo

g
ddHHHHHHHHH

A t A f+g //

i
²²

X

A ∧ I
H

:: .

¸íáò ôÝôïéïò ìïñöéóìüò H, êáëåßôáé áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g.

Áí ôï A∧ I åßíáé êáëü (áíô. ðïëý êáëü) êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ôüôå ç H
êáëåßôáé êáëÞ (áíô. ðïëý êáëÞ) áñéóôåñÞ ïìïôïðßá.

ÐáñáôçñÞóåéò: ı̇) Hi0 = f êáé Hi1 = g.
ı̇ı̇) Áí f ∼l g ìå ïìïôïðßá ôçí H, ôüôå áðï ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç êáé

ôï ãåãïíüò üôé i0; i1 åßíáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò (áðüäåéîç 2.2.2) êáé ôï ÊÌ2
Ý÷ïõìå üôé:

f áóèåíÞò éóïäõíáìßá ⇔ g áóèåíÞò éóïäõíáìßá.

2.2.4 ËÞììá. Áí f ∼l g : A ⇒ X, ôüôå õðÜñ÷åé ìßá êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôï-
ðßá áðü ôïí f óôïí g. Áí åðéðëÝïí ôï X åßíáé éíþäåò, ôüôå õðÜñ÷åé ìßá ðïëý
êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g.

Áðüäåéîç: ¸óôù A∧I ( A t A i
// A ∧ I w

// A ) Ýíá êõëéíäñéêü áíôé-
êåßìåíï ãéá ôï Á êáé H ç áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g. Åöáñìüæïõìå
ôï ÊÌ5 ı̇) ãéá ôïí ìïñöéóìü A t A i // A ∧ I , êáé Ý÷ïõìå: i = k ◦ c

A t A c
//

i
--A ∧ I ′ k
// A ∧ I

üðïõ k åßíáé áêõêëéêÞ íçìÜôùóç êáé c óõííçìÜôùóç. Áöïý o c åßíáé óõííç-
ìÜôùóç, ôï A ∧ I ′ åßíáé Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï A

A t A c
// A ∧ I ′ w◦k // A

êáé ç H ◦ k : A ∧ I ′ → X åßíáé ç æçôïýìåíç êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá.
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¸óôù ôþñá üôé ôï X åßíáé éíþäåò.
ÄéáëÝãïõìå ìßá êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá H : A ∧ I → X áðü ôïí f óôïí

g êáé åöáñìüæïõìå ôï ÊÌ5 ı̇) ãéá íá ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå ôïí ìïñöéóìü
A ∧ I→̃A ùò :

A ∧ I Â Ä

a
// A ∧ I ′ ∼b // // A

êáé óýìöùíá ìå ôï ÊÌ2 ï ìïñöéóìüò a åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá êáé åðéðëÝïí
ôï A ∧ I ′ åßíáé Ýíá ðïëý êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï.
Áðü ôï ÊÌ4 Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé áíýøùóç ãéá ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü
äéÜãñáììá:

A ∧ I H //

a
²²

X
1

²²
A ∧ I ′ 1

//

H′
::

∗ :

¢ñá Ý÷ïõìå H ′◦a = H êáé H ′ åßíáé ç æçôïýìåíç ðïëý êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá

A t A i //

f+g --

A ∧ I a //

H

%%LLLLLLLLLL A ∧ I ′
H′

²²
X

. ¤

Óôçí óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ìßá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ç ∼l ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí A→ X.

2.2.5 Ðñüôáóç. Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò, ôüôå ∼l åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò
óôï óýíïëï homC(A;X).

Áðüäåéîç: • ∼l áíáêëáóôéêÞ.
¸óôù f : A → X. Ôï Á åßíáé Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï Á,
ïðüôå ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôïí f ùò (êáëÞ) áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f
óôïí f .

• ∼l óõììåôñéêÞ.
¸óôù s = in1 + in0 A t A

A
in0 //

in1

::vvvvvvvvv
A t A
s

OO

A
in1oo

in0

ddHHHHHHHHH

Ãéá ôïí ìïñöéóìü s éó÷ýåé: (f + g) ◦ s = g + f .
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Áí ôþñá f ∼l g, ìå áñéóôåñÞ ïìïôïðßá ôçí H êáé êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ôï
A ∧ I ,

A t A i // A ∧ I ∼ // A

ôüôå êáé g ∼l f ìå áñéóôåñÞ ïìïôïðßá ôçí H êáé êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ôï
A ∧ I åöïäéáóìÝíï üìùò ìå ôï äéÜãñáììá:

A t A i◦s // A ∧ I ∼ // A

.

• ∼l ìåôáâáôéêÞ.
¸óôù f ∼l g, ìå êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá ôçí H êáé g ∼l h, ìå êáëÞ
áñéóôåñÞ ïìïôïðßá ôçí H ′

A t A i // A ∧ I w // A , A t A f+g //

i=i0+i1
²²

X

A ∧ I
H

::

A t A i′ // A ∧ I ′ w
′

// A , A t A g+h //

i′=i′0+i′1
²²

X

A ∧ I ′:
H′

::

¸óôù ôþñá, A∧I ′′ ç åîþèçóç ôïõ äéáãñáììÜôïò : A ∧ I A
i1oo

i′0 // A ∧ I ′
êáé Ýóôù

A
i′0 //

i1
²²

A ∧ I ′
k1

²²
A ∧ I k′0 // A ∧ I ′′

ôï äéÜãñáììá åîþèçóçò.
Óýìöùíá ôþñá ìå ôï ëÞììá 2.2.2 ïé i′0; i1 åßíáé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò (A
óõíéíþäåò), ïðüôå áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.3 ı̇ı̇) ôï ßäéï èá åßíáé êáé ïé k′0; k1.
ÅðåéäÞ w′ ◦ i′0 = idA = w ◦ i1, ëüãù ôçò êáèïëéêÞò éäéüôçôáò ôçò åîþèçóçò èá
õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò k : A ∧ I ′′ → A ôÝôïéïò þóôå k ◦ k1 = w′ êáé k ◦ k′0 = w

A
i′0 //

i1
²²

A ∧ I ′
k1

²² w′

¹¹

A ∧ I k′0 //

w

--

A ∧ I ′′
k

$$
A
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Áí èåùñÞóïõìå, i′′0 = k′0 ◦ i0 , i′′1 = k1 ◦ i′1 êáé i′′ = i′′0 + i′′1 Ý÷ïõìå üôé, A ∧ I ′′
åßíáé Ýíá êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï Á:

A t A i′′ // A ∧ I ′′ k // A .
(k áóèåíÞò éóïäõíáìßá ãéáôß k ◦ k1 = w′ êáé k1; w′ åßíáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò
Üñá áðü ôï ÊÌ2 êáé ç k åßíáé). ÔÝëïò, åðåéäÞ H ′ ◦ i′0 = g = H ◦ i1, ðÜëé áðü
ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò åîþèçóçò Ý÷ïõìå, üôé õðÜñ÷åé H ′′ : A ∧ I ′′ → X
Ýôóé þóôå H ′′ ◦ k1 = H ′ êáé H ′′ ◦ k′0 = H

A
i′0 //

i1
²²

A ∧ I ′
k1

²² H′

¹¹

A ∧ I k′0 //

H

--

A ∧ I ′′
H′′

$$
X

Ç H ′′ åßíáé ìßá áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí h. ¤

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðáñáðÜíù ðñüôáóçò, ç õðüèåóç üôé ôï Á
åßíáé óõíéíþäåò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ìüíï ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ìåôáâáôéêüôçôá
ôçò ∼l.

2.2.6 Ïñéóìüò. ¸óôù A; X äýï áíôéêåßìåíá ôçò C. Ìå �l(A;X) óõìâïëß-
æïõìå ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï homC(A;X), áðü ôçí
ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ãåííéÝôáé áðü ôçí ó÷Ýóç ∼l ôçò áñéóôåñÞò ïìïôïðßáò.

Óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ìéëÜìå ãéá ôçí ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ãåííéÝôáé
áðü ôçí ∼l êáé áõôü ãéáôß, üðùò åßäáìå ç ∼l åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò áí ôï
Á åßíáé óõíéíþäåò, êáé èá ÷ñåéáóôåß íá ìéëÞóïõìå ãéá ôï óýíïëï �l(A;X) êáé
óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ôï Á äåí åßíáé óõíéíþäåò.

2.2.7 ËÞììá. Áí f ∼l g : X → Y êáé k : Y → Z ôüôå kf ∼l kg : X → Z

Áðüäåéîç: Áí ôï X ∧ I åßíáé Ýíá êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï X ,

X tX i // X ∧ I w // X
êáé H : X∧I → Y ìßá ïìïôïðßá áðü ôoí f óôoí g, ôüôå kf ∼l kg ìå ïìïôïðßá
ôçí k ◦H.
ÐñÜãìáôé (k ◦H)(i) = k ◦ (f + g) = kf + kg. ¤

Ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç ìáò äßíåé ìßá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ç ó÷Ýóç ∼l

óõìâáôÞ ìå ôçí óýíèåóç áðü äåîéÜ.

2.2.8 Ðñüôáóç. Áí ôï X åßíáé éíþäåò, f êáé g áñéóôåñÜ ïìïôïðéêïß ìïñöé-
óìïß A→ X êáé h : A′ → A Ýíáò ìïñöéóìüò, ôüôå fh ∼l gh.
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Áðüäåéîç: Èåùñïýìå ìßá ðïëý êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá (2.2.4) H : A∧I →
X ( A t A Â Ä

i
// A ∧ I ∼

w1

// // A ), áðü ôïí f óôïí g
êáé Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï Á′

A′ t A′ Â Ä j
// A′ ∧ I ∼

w2

// A′:

Ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

A′ t A′ hth //

j
²²

A t A i // A ∧ I
w1

²²
A′ ∧ I w2

// A′ h
// A

êáé åðåéäÞ j åßíáé óõííçìÜôùóç êáé w1 áêõêëéêÞ íçìÜôùóç, óýìöùíá ìå ôï
ÊÌ4 õðÜñ÷åé ìßá áíýøùóç ôïõ äéáãñÜììáôïò k : A′ ∧ I → A ∧ I. Ôüôå ç
Hk : A′ ∧ I → X åßíáé ç æçôïýìåíç áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí fh óôïí gh.
ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå:
(Hk)j ◦inA′0 = H(kj)◦inA′0 = Hi(hth)◦inA′0 = Hi◦inA0 ◦h = Hi0◦h = fh
êáé ïìïßùò Ý÷ïõìå: (Hk)j ◦ inA′1 = gh
¢ñá (Hk)j = fh+ gh

A′ h //

inA′0
²²

A
inA0

²²
A′ t A′ hth // A t A

A′ h //

inA′1

OO

A

inA1

OO

X

A′ inA′0

//

fh
::tttttttttt

A′ t A′
fh+gh

OO

AinA′1

oo

gh
ddIIIIIIIIII

A′ t A′fh+gh //

j
²²

X

A′ ∧ I
Hk

::

2.2.9 Ðñüôáóç. Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò êáé p : Y ³̃X åßíáé ìßá áêõêëéêÞ
íçìÜôùóç, ôüôå ç óýíèåóç ìå p, åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíüëùí
�l(A;Õ ) êáé �l(A;X)

Áðüäåéîç: ¸óôù p∗ : �l(A; Y ) → �l(A;X) ç óõíÜñôçóç ìå ôýðï:

p∗([f ]) = [pf ]

• H p∗ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.
ÐñÜãìáôé, áí [f ] = [g], äçëáäÞ f ∼l g êáé H ç áñéóôåñÞ ïìïôïðßá ìåôáîý
ôïõò, ôüôå áðü ôï ëÞììá 2.2.7 Ý÷ïõìå üôé êáé pf ∼l pg ìå áñéóôåñÞ ïìïôïðßá
ôçí pH. ¢ñá [pf ] = [pg] ⇔ p∗([f ]) = p∗([g]).
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• H p∗ åßíáé åðß.
¸óôù [f ] ∈ �l(A;X). Áöïý ôï Á åßíáé óõíéíþäåò (! : ∅ → A óõííçìÜ-
ôùóç) êáé p : Y ³̃X áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç èá õðÜñ÷åé ìßá áíýøùóç g, óôï
ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

∅ ! //

!
²²

Y
p

²²
A

f //

g
==

X

ïðüôå p∗([g]) = [pg] = [f ].
• H p∗ åßíáé 1-1.

¸óôù f; g : A ⇒ Y Ýôóé þóôå p∗([f ]) = p∗([g]), äçëáäÞ pf ∼l pg.
ÄéáëÝãïõìå ìßá êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí pf óôïí pg H : A ∧ I → X
( A t A Â Ä i // A ∧ I w

∼ // A )
Áðü ôï ÊÌ4 ìßá áíýøùóç H ′ õðÜñ÷åé óôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜ-
ãñáììá (p ◦ (f + g) = p ◦ f + p ◦ g)

A t A f+g //

i
²²

Y
p

²²
A ∧ I H //

H′
::

X

êáé áðü ôï åðÜíù áíôéìåôáèåôéêü ôñßãùíï Ý÷ïõìå üôé H ′ : A ∧ I → Y åßíáé
ìßá (êáëÞ) áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðï ôïí f óôïí g, äçëáäÞ: f ∼l g ⇔ [f ] = [g].

2.2.10 ËÞììá. Áí ôï X åßíáé éíþäåò, ôüôå åðÜãåôáé ìÝóù ôçò óýíèåóçò
óôçí C ìßá óõíÜñôçóç

�l(A′; A)× �l(A;X) → �l(A′; X)

([h]; [f ]) 7→ [fh]

Áðüäåéîç: ÅðåéäÞ äåí áðáéôïýìå ôï A íá åßíáé óõíéíþäåò, äýï ìïñöéóìïß
A → X ðïõ áíôéðñïóùðåýïõí ôï ßäéï óôïé÷åßï ôïõ �l(A;X) äåí óõíäåüíôáé
Üìåóá ìå ìßá áñéóôåñÞ ïìïôïðßá. ¼ìùò áðü ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóôçêå ôï
óýíïëï �l(A;X) åßíáé áñêåôü íá äåßîïõìå üôé áí h ∼l k : A′ → A êáé f ∼l

g : A → X, ôüôå fh êáé gk áíôéðñïóùðåýïõí ôï ßäéï óôïé÷åßï ôïõ �l(A′; X).
Ãé' áõôü áñêåß íá äïýìå üôé fh ∼l gh : A′ → X êáé gh ∼l gk : A′ → X, êáé
áõôÝò ïé ó÷Ýóåéò éó÷ýïõí áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ëÞììá 2.2.8 êáé ôï ëÞììá
2.2.7 áíôßóôïé÷á.
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2.3 ÄõúêÝò ó÷Ýóåéò
Ëüãù äõúêüôçôáò ãéá êáôçãïñßåò ìïíôÝëï Ý÷ïõìå ôéò äõúêåò åêöñÜóåéò êáé

áðïôåëÝóìáôá ôùí 2.2.1 -2.2.10.
Óôá åðüìåíá èåùñïýìå üôé C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé X ∈ C0.

2.3.1 Ïñéóìüò. ¸íá ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï X áðïôåëåßôáé áðü Ýíá
áíôéêåßìåíï ôçò C ôï ïðïßï óõìâïëßæïõìå XI , ìáæß ìå Ýíá äéÜãñáììá

X w
∼ // XI p // X ×X

üðïõ ï w åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá êáé p ◦ w =< idX ; idX >: X → X ×X

X
<idX ; idX>

²²

idX

zzuuuuuuuuu idX

$$JJJJJJJJJ

X X ×X
pr1 //pr0oo X:

¸íá ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí êáëåßôáé êáëü ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí, áí
ï ìïñöéóìüò XI → X ×X åßíáé íçìÜôùóç, êáé ðïëý êáëü ìïíïðÜôé áíôé-
êåéìÝíùí, áí ï ìïñöéóìüò X ∼ // XI åßíáé (áêõêëéêÞ) óõííçìÜôùóç.

- Áí pr0; pr1 : X × X ⇒ X åßíáé ïé ìïñöéóìïß áðü ôï ãéíüìåíï ôüôå
óõìâïëßæïõìå p0 = pr0 ◦ p êáé p1 = pr1 ◦ p

XI

p
²²

p0zzuuuuuuuuu

p1 $$IIIIIIIII

X X ×X
pr1 //pr0oo X

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Áí åöáñìüóïõìå ôï ÊÌ5 ı̇ı̇) ãéá ôïí ìïñöéóìü

X
<idX+idX>// X ×X

Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ðïëý êáëü ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï
(ôõ÷áßï) × .

2) Éó÷ýåé üôé: p0 ◦ w = idX = p1 ◦ w êáé p =< p0; p1 >.
3) Aí C åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí Top, ôüôå ìïíïðÜôé

áíôéêåéìÝíùí ãéá ôïí ôïðïëïãéêü ÷þñï X (áíôéêåßìåíï ôçò Top) åßíáé ï ÷þ-
ñïò XI ôùí óõíáñôÞóåùí {f : I → X| f óõíå÷Þò } (ìå ôçí óõìðáãÞ-áíïéêôÞ
ôïðïëïãßá), üðïõ I åßíáé ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [0,1], p0 : XI → X ç óõíÜñôçóç
ìå ôýðï p0(f) = f(0) , p1 : XI → X ç óõíÜñôçóç ìå ôýðï p1(f) = f(1) êáé
w : X → XI , üðïõ w(x) åßíáé ç óõíÜñôçóç ìå óôáèåñÞ ôéìÞ x.
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2.3.2 ËÞììá. Áí ôï X åßíáé éíþäåò êáé ôï XI åßíáé Ýíá êáëü ìïíïðÜôé
áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï X, ôüôå ïé ìïñöéóìïß p0; p1 : XI ⇒ X åßíáé áêõêëéêÝò
íçìáôþóåéò.

2.3.3 Ïñéóìüò. Äýï ìïñöéóìïß f; g : A ⇒ X óôçí C ëÝãïíôáé äåîéÜ ïìï-
ôïðéêïß (óõìâïëßæïõìå f ∼r g), áí õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí XI

ãéá ôï X êáé Ýíáò ìïñöéóìüò H : A→ XI Ýôóé þóôå: p ◦H =< f; g >

A
<f;g>

²²

f

zzuuu
uuu

uuu
u

g

$$III
III

III
I

X X ×X
pr1 //pr0oo X

XI

p
²²

A <f;g>
//

H
::

X ×X

.

¸íáò ôÝôïéïò ìïñöéóìüò H, êáëåßôáé äåîéÜ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g . Áí
ôï XI åßíáé êáëü (áíô. ðïëý êáëü) ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí, ôüôå ç H êáëåßôáé
êáëÞ (áíô. ðïëý êáëÞ) äåîéÜ ïìïôïðßá.

ÐáñáôçñÞóåéò 1) p0H = f êáé p1H = g.
2) Áí f ∼r g, ôüôå
f áóèåíÞò éóïäõíáìßá ⇔ g áóèåíÞò éóïäõíáìßá.

2.3.4 ËÞììá. Áí f ∼r g : A → X, ôüôå õðÜñ÷åé ìßá êáëÞ äåîßá ïìïôïðßá
áðï ôïí f óôïí g. Áí åðéðëÝïí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò, ôüôå õðÜñ÷åé ìßá ðïëý
êáëÞ äåîéÜ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g.

2.3.5 Ðñüôáóç. Áí ôï X åßíáé éíþäåò, ôüôå ∼r åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò åðß
ôïõ óõíüëïõ homC(A;X).

2.3.6 Ïñéóìüò. ¸óôù A; X äýï áíôéêåßìåíá ôçò C. Ìå �r(A;X) óõìâïëß-
æïõìå ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï homC(A;X), áðü ôçí
ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ãåííéÝôáé áðü ôçí ó÷Ýóç ∼r, ôçò äåîéÜò ïìïôïðßáò.

2.3.7 ËÞììá. Áí f ∼r g : X → Y êáé k : W → X, ôüôå fk ∼r gk : W →
Y .

2.3.8 Ðñüôáóç. Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò, f ∼r g : A→ X, êáé h : X → Y ,
ôüôå hf ∼r hg : A→ Y .

2.3.9 Ðñüôáóç. Áí ôï × åßíáé éíþäåò êáé i : A ˜,→B åßíáé ìßá áêõêëéêÞ óõí-
íçìÜôùóç, ôüôå ç óýíèåóç ìå i åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíüëùí
�r(B;X) êáé �r(A;X). Ï éóïìïñöéóìüò åßíáé ç óõíÜñôçóç i∗ : �r(B;X) →
�r(A;X), üðïõ i∗([f ]) = [fi].

2.3.10 ËÞììá. Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò ôüôå åðÜãåôáé ìÝóù ôçò óýíèåóçò
óôçí C ìßá óõíÜñôçóç

�r(A;X)× �r(X; Y ) → �l(A; Y )
([h]; [f ]) 7→ [fh]
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2.4 ÅðéðëÝïí ó÷Ýóåéò
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äïýìå ðþò óõíäÝïíôáé ïé ó÷Ýóåéò ôçò áñéóôåñÞò

êáé ôçò äåîéÜò ïìïôïðßáò êáèþò êáé ìßá ðñüôáóç ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôéò áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò óå ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï.

2.4.1 Ðñüôáóç. ¸óôù f; g : A ⇒ X äýï ìïñöéóìïß óôçí C. Ôüôå
á) Áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò êáé f ∼l g, ôüôå f ∼r g.
â) Áí ôï X åßíáé éíþäåò êáé f ∼r g, ôüôå f ∼l g.

Áðüäåéîç: Ôï â) åßíáé ç äõúêÞ ðñüôáóç ôçò á) ïðüôå áðïäåéêíýïõìå ìüíï
ôï á).

¸óôù A ∧ I Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï A :

A t A Â Ä i // Á ∧ É j
∼ // A

êáé H : A ∧ I → X ìßá (êáëÞ) áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g. ¸óôù
ôÝëïò Ýíá êáëü ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï X:

X
q
∼ // XI p // // X ×X

Èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá

A
qf //

Ä _

i0
²²

XI

p
²²²²

A ∧ I <fj;H>// X ×X

üðïõ i0 óõííçìÜôùóç ãéáôß ôï Á åßíáé óõíéíþäåò (2.2.2).
Ôï äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü:
ÐñÜãìáôé, pq ◦ f =< idX ; idX > ◦f =< f; f >.
ÅðéðëÝïí, pr0◦(< fj;H > ◦i0) = (pr0◦ < fj;H >)◦i0 = fj◦i0 = f ◦idA = f
êáé ïìïßùò pr1 ◦ (< fj;H > ◦i0) = f .
¢ñá < fj;H > ◦i0 =< f; f >= pq ◦ f .
Óýìöùíá ôþñá ìå ôï ÊÌ4 õðÜñ÷åé áíýøùóç K : A ∧ I → XI .
Ç æçôïýìåíç äåîéÜ ïìïôïðßá åßíáé ç Ki1 : A→ XI .
ÐñÜãìáôé, pr0 ◦ (p◦Ki1) = pr0◦ < fj;H > ◦i1 = fj ◦ i1 = f ◦ (ji1) = fidA =
f .

¼ìïéá, pr1 ◦ (p ◦Ki1) = g, Üñá p ◦Ki1 =< f; g >.
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ÐáñáôÞñçóç: Áí óõíäõÜóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç ìå ôéò ðñïôÜóåéò
2.2.5 êáé 2.3.5 Ý÷ïõìå üôé áí ôï Á åßíáé óõíéíþäåò êáé ôï X éíþäåò, ôüôå ç
äåîéÜ êáé ç áñéóôåñÞ ó÷Ýóç ïìïôïðßáò åßíáé ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï
homC(A;X) êáé ùò ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò ôáõôßæïíôáé. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç
èá óýìâïëßæïõìå ìå ∼ ôçí ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ðñïêýðôåé êáé èá ëÝìå üôé
f ,g åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìåò, êáé èá óõìâïëßæïõìå ìå �(A;X) ôï óýíïëï
ðçëßêï.

2.4.2 Ðñüôáóç. ¸óôù f : A→ X Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí C êáé ôá Á, X åßíáé
êáé ôá äýï éíþäç êáé óõíéíþäç. Ôüôå ï f åßíáé ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí
êáé ìüíï áí ï f Ý÷åé ïìïôïðéêÜ áíôßóôñïöï, äçëáäÞ, áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé
Ýíáò ìïñöéóìüò g : X → A, ôÝôïéïò þóôå ïé óõíèÝóåéò gf êáé fg íá åßíáé
ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïé ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôáõôïôéêïýò ìïñöéóìïýò.

Áðüäåéîç: ¸óôù üôé ï f åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá.
Áðü ôï ÊÌ5 ı̇ı̇) ï f ðáñáãïíôïðïéåßôáé ùò:

A Â Ä q
∼ // C

p // // X

êáé åðåéäÞ ï f åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá, áðü ôï ÊÌ2, Ý÷ïõìå üôé êáé ï p
åßíáé.
Èåùñïýìå ôï åîÞò áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá (ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ëüãù ôå-
ëéêïý áíôéêåéìÝíïõ)

A
idA //

Ä _

q∼
²²

A

²²²²
C // 1

ïðüôå óýìöùíá ìå ôï ÊÌ4 ı̇ı̇) èá õðÜñ÷åé áíýøùóç r : C → A Ýôóé þóôå
rq = idA(1).
ÅðéðëÝïí, áöïý ï q åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç êáé ôï C åßíáé éíþäåò (ãéáôß
ôï × åéíáé éíþäåò), óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.3.9 Ý÷ïõìå üôé q∗ : �r(C;C) →
�r(A;C) åßíáé éóïìïñöéóìüò.
¸÷ïõìå üôé: q∗([qr]) = [qrq] =(1) [q] êáé q∗([idC ]) = [q].
¼ìùò q∗ éóïìïñöéóìüò, Üñá [qr] = [idC ] ïðüôå qr ∼r idC Üñá êáé qr ∼ idC
(2) (ãéáôß ôï C åßíáé éíþäåò 2.4.1). Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1),(2) å÷ïõìå üôé ï r
åßíáé ïìïôïðéêÜ áíôßóôñïöïò ãéá ôïí q.
Áðü ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá (ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ëüãù áñ-
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÷éêïý áíôéêåéìÝíïõ)
∅ //
Ä _

²²

C
p∼

²²²²
X

idX // X;

êáé óýìöùíá ìå ôï ÊÌ4 ı̇), èá õðÜñ÷åé áíýøùóç s : X → C Ýôóé þóôå
ps = idX , üðïôå üìïéá ìå ðñéí êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñüôáóç 2.2.9 Ý÷ïõìå
üôé sp ∼ idC .
Ï æçôïýìåíïò ïìïôïðéêÜ áíôßóôñïöïò ãéá ôïí f = pq åßíáé ï rs : X → A.
ÐñÜãìáôé, Ý÷ïõìå :qr ∼ idC êáé s ∼ s ïðüôå
qrs ∼ s⇒ p∗([qrs]) = p∗([s]) ⇒ [pqrs] = [ps] ⇒ [frs] = [idX ] ⇒ frs ∼ idX :
¼ìïéá êáé idC ∼ frs.

Áíôßóôñïöá ôþñá, Ýóôù üôé ï f Ý÷åé ïìïôïðéêÜ áíôßóôñïöï ôïí g : X → A
ïðüôå fg ∼ idX êáé gf ∼ idA. Áí A Â Ä q

∼ // C
p // // X åßíáé ìßá ðáñáãïíôï-

ðïßçóç ôïõ f , ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ÊÌ5 ı̇ı̇), ôüôå áñêåß íá äåßîïõìå üôé ï p
åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá.
¸óôù H : X ∧ I → X ìßá áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí fg óôïí idX . Ôï
ðáñáêÜôù ôåôñÜãùíï

X
qg //

Ä _

i0∼
²²

C
p

²²²²
X ∧ I H // X

åßíáé áíôéìåôáèåôéêü. ¢ñá óýìöùíá ìå ôï ÊÌ4 èá õðÜñ÷åé ìßá áíýøùóç
H ′ : X ∧ I → C.
Ôï áíôéêåßìåíï C åßíáé éíþäåò êáé óõíéíþäåò êáé áí èÝóïõìå s = H ′i1 ðñï-
êýðôåé üôé s ∼ qg ìå (áñéóôåñÞ) ïìïôïðßá ôçí H ′. ÅðéðëÝïí áöïý ï q åßíáé
áóèåíÞò éóïäõíáìßá, áðü ðñïçãïýìåíá ðñïêýðôåé üôé èá Ý÷åé ïìïôïðéêÜ áíôß-
óôñïöï, Ýóôù r : C → A.
ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå:

pq = f ⇒ pqr ∼ fr ⇒ p ∼ fr (qr ∼ 1A)
ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå: s ∼ qg ⇒ sp ∼ qgp ∼ qgfr ∼ qr ∼ idC :
Óýìöùíá ôþñá ìå ôçí ðáñáôÞñçóç óåëßäá 23, Ý÷ïõìå üôé sp åßíáé áóèåíÞò
éóïäõíáìßá (áöïý ç idC åßíáé). Ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá :

C
idC //

p
²²

C
idC //

sp
²²

C
p

²²
X s // C

p // X
åßíáé áíôéìåôáèåôéêü (áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ps = idX), ïðüôå p åßíáé óõ-
óôïëÞ ôçò sp êáé óýìöùíá ìå ôï ÊÌ3 Ý÷ïõìå üôé p åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá.
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¤

2.4.3 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé F : C → D
åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò áðü ôçí C ðñïò ìßá êáôçãïñßá D, ï ïðïßïò áíôé-
óôïé÷ßæåé ôéò áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ôçò C óå éóïìïñöéóìïýò óôçí D. Áí
f ∼l g : A → X Þ f ∼r g : A → X óôçí C, ôüôå F (f) = F (g) óôçí
D

Áðüäåéîç: ¸óôù f ∼l g. ÅðéëÝãïõìå H : A ∧ I → X, ìßá êáëÞ áñé-
óôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g, ïðüôå ôï A ∧ I åßíáé åíá êáëü êõëéíäñéêü
áíôéêåßìåíï ãéá ôï A:

A t A Â Äi0+i1 // Á ∧ É w
∼ // A

¸÷ïõìå wio = wi1(= idA) Üñá F (w)F (i0) = F (w)F (i1). ¼ìùò w áóèåíÞò
éóïäõíáìßá, ïðüôå F (w) éóïìïñöéóìüò, óõíåðþò F (i0) = F (i1). ÅðéðëÝïí
f = Hi0, g = Hi1 Üñá F (f) = F (Hi0) = F (H)F (i0) = F (H)F (i1) =
F (Hi1) = F (g).

Ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç áí èåùñÞóïõìå f ∼r g.

2.5 ×ñÞóéìåò õðïêáôçãïñßåò
Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï ôüôå èá óõìâïëßæïõìå :
• Cc ôçí ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôçò C ðïõ Ý÷åé ùò áíôéêåßìåíá ôá óõíéíþäç

áíôéêåßìåíá ôçò C.
• Cf ôçí ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôçò C ðïõ Ý÷åé ùò áíôéêåßìåíá ôá éíþäç

áíôéêåßìåíá ôçò C.
• Ccf ôçí ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôçò C ðïõ Ý÷åé ùò áíôéêåßìåíá ôá éíþäç

êáé óõíéíþäç áíôéêåßìåíá ôçò C.

2.5.1 Ðñüôáóç. (ËÞììá Ken Brown)
á) ÊÜèå ìïñöéóìüò f ∈ Cc äÝ÷åôáé ìßá ðáñáãïíôïðïßçóç f = qi, üðïõ i

åßíáé óõííçìÜôùóç êáé q åßíáé áêõêëéêÞ íçìÜôùóç êáé ï q Ý÷åé äåîéÜ áíôß-
óôñïöï ìßá áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç, êáé åðéðëÝïí áí ï f åßíáé áóèåíÞò éóï-
äõíáìßá ôüôå ï i åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç.

êáé äõúêÜ
â) ÊÜèå ìïñöéóìüò f ∈ Cf äÝ÷åôáé ìßá ðáñáãïíôïðïßçóç f = pj, üðïõ

p åßíáé íçìÜôùóç êáé j åßíáé áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç êáé ï j Ý÷åé áñéóôåñÜ
áíôßóôñïöï ìßá áêõêëéêÞ íçìÜôùóç, êáé åðéðëÝïí áí f åßíáé áóèåíÞò éóïäõ-
íáìßá ôüôå ï p åßíáé áêõêëéêÞ íçìÜôùóç.
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Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôï á) êáé äõúêá Ýðåôáé ôï â).
¸óôù f : A→ B ∈ Cc. Áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 2.2.2 Ý÷ïõìå üôé

ïé ìïñöéóìïß ðñïò ôï óõí-ãéíüìåíï in0 : A→ A tB, in1 : B → A tB åßíáé
óõííçìáôþóåéò. Åöáñìüæïíôáò ôï ÊÌ5 ı̇) ãéá ôïí ìïñöéóìü k = f + idB,
Ý÷ïõìå k = qj üðïõ j åßíáé óõííçìÜôùóç êáé q áêõêëéêÞ íçìÜôùóç.
Ôþñá Ý÷ïõìå: f = k◦in0 = q◦(j◦in0) êáé q◦j◦in1 = k◦in1 = idB. Óõíåðþò
ï j ◦ in1 åßíáé ï äåîéÜ áíôßóôñïöïò . ÅðéðëÝïí, j ◦ in1 åßíáé óõííçìÜôùóç ùò
óýíèåóç äýï ôÝôïéùí êáé åðåéäÞ q ◦ j ◦ in1 = idB, q êáé idB åßíáé áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò, áðü ôï ÊÌ2 Ý÷ïõìå üôé j ◦ in1 åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá. ÔÝëïò
áí f áóèåíÞò éóïäõíáìßá,åðåéäÞ êáé ç q åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá êáé f =
q(j ◦ in0), áðü ôï ÊÌ2 Ý÷ïõìå üôé êáé ç j ◦ in0 åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá, Üñá
áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç.

2.5.2 Ðüñéóìá. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï. Ôüôå
1) Áí g : C → D åßíáé ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá ìåôáîý óõíéíùäþí êáé ôï

X åßíáé éíþäåò, ôüôå o g åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíüëùí ôùí
ïìïôïðéêþí êëÜóåùí êëÜóåùí ìïñöéóìþí, �(D;X) êáé �(C;X).

2) Áí g : X → Y åßíáé ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá ìåôáîý éíùäþí êáé ôï C
åßíáé óõíéíþäåò, ôüôå o g åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíüëùí ôùí
ïìïôïðéêþí êëÜóåùí ìïñöéóìþí, �(C;X) êáé �(C; Y ).

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôï 1 êáé ç áðüäåéîç ãéá ôï 2 åßíáé äõúêÞ.
ÅðåéäÞ ôá C;D åßíáé óõíéíþäç êáé ôï X åßíáé éíþäåò áðü ôçí ðñïôáóÞ 2.4.1
Ý÷ïõìå üôé ïé ó÷Ýóåéò ôçò áñéóôåñÞò êáé ôçò äåîéÜò ó÷Ýóçò ïìïôïðßáò óõ-
ìðßðôïõí óôá óýíïëá homC(C;X) êáé homC(D;X). Óýìöùíá ôþñá ìå ôï
ðáñáðÜíù ëÞììá ðáñáãïíôïðïéïýìå ôoí g ùò : C Â Ä i

∼ // A
q
∼ // // D êáé èåù-

ñïýìå ôoí D Â Ä j
∼ // A ùò äåîéÜ áíôßóôñïöo ôoy q. Áðü ôï ëÞììá 2.3.9 Ý÷ïõìå

üôé
�(A;X) ∼= �(C;X)

(óõíèÝôïíôáò ìå i )
êáé

�(A;X) ∼= �(D;X)

(óõíèÝôïíôáò ìå j ).

ÐáñáôÞñçóç: Áí f : A → X åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá, ôüôå êáé ï ìïñöé-
óìüò fi : C → X åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá, Üñá áðü ôçí ðáñáôÞñçóç óåëßäá
23, Ý÷ïõìå üôé ç êëÜóç [fi] áðïôåëåßôáé áðü ìïñöéóìïýò ðïõ åßíáé áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò.
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2.5.3 Ðüñéóìá. ¸óôù M ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, C ìßá êáôçãïñßá êáé F :
M→ C Ýíáò óõíáñôçôÞò. Ôüôå

1) Áí ï F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò ìåôáîý óõíéíùäþí
óôçí M óå éóïìïñöéóìïýò óôçí C, ôüôå èá áíôéóôïé÷ßæåé üëåò ôéò áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò ìåôáîý óõíéíùäþí óå éóïìïñöéóìïýò óôçí C

2) Áí ï F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò ìåôáîý éíùäþí óôçí M óå
éóïìïñöéóìïýò óôçí C, ôüôå èá áíôéóôïé÷ßæåé üëåò ôéò áóèåíåßò éóïäõíáìßåò
ìåôáîý éíùäþí óå éóïìïñöéóìïýò óôçí C

Áðüäåéîç ¸óôù f : A → B ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá ìåôáîý óõíéíùäþí.
Áðü ôï ëÞììá K.Brown ðáñáãïíôïðïéïýìå ôïí f ùò:

A Â Ä i
∼ // C ∼

q
// // B

êáé Ýóôù B Â Ä j
∼ // C ï äåîéÜ áíôßóôñïöïò ôïõ q. Ôï C åßíáé êáé áõôü óõ-

íéíþäåò, ïðüôå áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé ï F (i) åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé ï
F (j) åßíáé éóïìïñöéóìüò, êáé åðåéäÞ F (q)F (j) = idF (B) Ý÷ïõìå üôé ï F (q)
åßíáé éóïìïñöéóìüò. ¢ñá êáé ï F (f) = F (q)F (i) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

2.5.4 Ðñüôáóç. á) ÊÜèå óõíáñôçôÞò ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï ðïõ
äéáôçñåß óõííçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò, èá äéáôçñåß êáé áóèå-
íåßò éóïäõíáìßåò ìåôáîý óõíéíùäþí,

êáé äõúêÜ
â) ÊÜèå óõíáñôçôÞò ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï ðïõ äéáôçñåß íçìáôþ-

óåéò êáé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò, èá äéáôçñåß êáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ìåôáîý
éíùäþí.

Áðüäåéîç: 1) ¸óôù F : C → D Ýíáò óõíáñôçôÞò ìå ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò,
êáé f : A→̃B ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá óôçí C, üðïõ ôá A, B åßíáé óõíéíþäç.

Áðü ôï ëÞììá K.Brown ï f äÝ÷åôáé ìßá ðáñáãïíôïðïßçóç f = qi:

A Â Ä i // C
q
∼ // // B

, ïðüôå áðü ôï ÊÌ2 Ý÷ïõìå üôé i åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá. ÅðéðëÝïí ï q Ý÷åé
äåîéÜ áíôßóôñïöï ìßá áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç B Â Ä p

∼ // C
¸÷ïõìå:

Â Â Ä

p
∼ //

idB
,,C q

∼ // // B
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êáé åðåéäÞ F äéáôçñåß áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò, Ý÷ïõìå:

FÂ Â Ä

Fp
∼ //

idFB
,,FC Fq
// FB;

ïðüôå ðÜëé áðü ôï ÊÌ2 Ý÷ïõìå üôé Fq åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá. ¢ñá Ff =
FqFi êáé Fq; F i áóèåíåßò éóïäõíáìßåò Üñá êáé ï Ff åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá.
¤

2.6 ÐñïóáñôÞóåéò
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå æåýãç ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôç-

ôþí ìåôáîý êáôçãïñéþí ìïíôÝëï.

2.6.1 Ðñüôáóç. ¸óôù M êáé N äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M ¿
N : G Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí (F ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò
êáé G ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Áí i : A → B Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí M êáé
p : X → Y Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí N , ôüôå (Fi; p) åßíáé æåýãïò áíýøùóçò-
åðÝêôáóçò áí êáé ìüíï áí (i; Gp) åßíáé æåýãïò áíýøùóçò-åðÝêôáóçò.

Áðüäåéîç: Áðü ôçí ðñïóÜñôçóç F a G (äåò ðáñáôÞñçóç 3 óåë. 12) Ý÷ïõìå
üôé õðÜñ÷åé ìßá Ýíá ðñïò Ýíá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý áíôéìåôáèåôéêþí ôåôñáãþíùí
ôçò ìïñöÞò

FA
f //

Fi
²²

X
p

²²
FB

g // Y

êáé A
f] //

i
²²

GX
Gp

²²
B

g] // GY

ÐÜëé áðü ôçí ôçí ðñïóÜñôçóç F a G Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò h :
FB → X Ýôóé þóôå ôá äýï ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé óôï ðñþôï äéÜãñáììá
íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ, áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò h′ : B → GX
Ýôóé þóôå ôá äýï ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé óôï äåýôåñï äéÜãñáììá íá åßíáé
áíôéìåôáèåôéêÜ.

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.2 Ý÷ïõìå ôï åîÞò
áðïôÝëåóìá:

2.6.2 Ðñüôáóç. ¸óôù M êáé N êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M ¿ N : G
Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí(F ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò êáé G
ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå
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á) Ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò F äéáôçñåß óõííçìáôþóåéò áí êáé ìüíï áí
ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò G äéáôçñåß áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.

â) Ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò F äéáôçñåß áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò áí
êáé ìüíï áí ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò G äéáôçñåß íçìáôþóåéò.

2.7 ÏìïôïðéêÝò Êáôçãïñßåò
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ìéëÞóïõìå ãéá ôçí (Quillen) ïìïôïðéêÞ êáôç-

ãïñßá ðïõ \óõíïäåýåé" ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï ç ïðïßá êáôáóêåõÜæåôáé ùò
ï åíôïðéóìüò ôçò êáôçãïñßáò óå ó÷Ýóç ìå ôçí êëÜóç ôùí áóèåíþí éóïäõíá-
ìéþí. ÅðéðëÝïí èá ãåíéêåýóïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ïìïôïðéêÞò êáôçãïñßáò
ôçò Top.

2.7.1 Ïñéóìüò. Åíôïðéóìüò (localization) ìßáò êáôçãïñßáò C, óå ó÷Ýóç
ìå ìßá õðïêáôçãïñßá W ⊂ C, åßíáé ìßá êáôçãïñßá C[W−1] åöïäéáóìÝíç ìå Ýíá
óõíáñôçôÞ  : C → C[W−1] Ýôóé þóôå:

ı̇) Ãéá êÜèå ìïñöéóìü w ∈ W ï ìïñöéóìüò (w) åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò
óôçí C[W−1].

ı̇ı̇) Áí � : C → D åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé �(w) åßíáé
éóïìïñöéóìüò óôçí D ãéá êÜèå w ∈ W , ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò óõíáñôçôÞò
b : C[W−1] → D ôÝôïéïò þóôå b ◦  = �

C  //

�
²²

C[W−1]

bzz
D:

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Óå áõôÞ ôçí åñãáóßá èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ï åíôïðéóìüò
ìßáò êáôçãïñßáò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï
êáé W åßíáé ç õðïêáôçãïñßá ôùí áóèåíþí éóïäõíáìéþí, ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò
ïðïßáò äßíïõìå ðáñáêÜôù.

2) ¸íáò Üëëïò óõìâïëéóìüò ãéá ôïí åíôïðéóìü ìßáò êáôçãïñßáò C ðïõ
óõíÞèùò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åßíáé: Ho(C).

3) ¼ðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé ìå ôïõò êáôçãïñéêïýò ïñéóìïýò, Ý÷ïõìå:
Áí D åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé � : C → D Ýíáò óõíáñôçôÞò, Ýôóé þóôå íá
ðëçñïýíôáé ïé éäéüôçôåò ı̇) êáé ı̇ı̇) ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý, ôüôå ïé êáôçãïñßåò
Ho(C) êáé D åßíáé éóïäýíáìåò.
ÄçëáäÞ ï åíôïðéóìüò ìßáò êáôçãïñßáò áí õðÜñ÷åé åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñé ìï-
íáäéêÞò éóïäõíáìßáò.

4) ¸óôù üôé C, C ′ åßíáé äýï êáôçãïñßåò êáé W , W ′ áíôßóôïé÷á õðïêáôç-
ãïñßåò áõôþí êáé F : C → C ′ Ýíáò óõíáñôçôÞò ðïõ óôÝëíåé ôçí W óôçí W ′.
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Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò óõíáñôçôÞò HoF : Ho(C) → Ho(C ′) Ýôóé þóôå ôï
ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

C  //

F
²²

Ho(C)

HoF
²²

C ′ ′
// Ho(C ′)

Ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôïõ óõíáñôçôÞ Ho(C) → Ho(C ′) åîáóöáëßæåôáé
áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ åíôïðéóìïý ìßáò êáôçãïñßáò, áöïý ðáñáôçñÞ-
óïõìå üôé ï óõíáñôçôÞò ′ ◦ F : C → Ho(C ′) óôÝëíåé ôïõò ìïñöéóìïýò ôçò W
óå éóïìïñöéóìïýò óôçí Ho(C ′).

5) Äïèåßóáò ìßáò êáôçãïñßáò C êáé õðïêáôçãïñßáò W , ç êëåéóôüôçôá ôïõ
W , ïñßæåôáé íá åßíáé åêåßíç ç õðüêáôçãïñßá W ôçò C ðïõ Ý÷åé ùò ìïñöéóìïýò,
åêåßíïõò ôïõò ìïñöéóìïýò v ∈ C0 ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá: ï (v) íá åßíáé
éóïìïñöéóìüò óôçí Ho(C). Èá êáëïýìå ìßá õðïêáôçãïñßá W ôçò C êëåéóôÞ
óôçí C áí ôáõôßæåôáé ìå ôçí êëåéóôüôçôá áõôÞò óôçí C.

Óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóç ï ôáõôïôéêüò óõíáñôçôÞò ôçò
C åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí êáôçãïñéþí C[W−1]; C[W−1]

C  //

1C
²²

C[W−1]

²²

C  // C[W−1]:

OO

2.7.2 Ïñéóìüò. Ç Quillen ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ìßáò êáôçãïñßáò ìï-
íôÝëï C åßíáé ï åíôïðéóìüò ôçò C, Ho(C) óå ó÷Ýóç ìå ôçí õðïêáôçãïñßá ôùí
áóèåíþí éóïäõíáìéþí ôçò C. Èá óõìâïëßæïõìå åðßóçò ìåHo(Cc); Ho(Cf ); Ho(Ccf )
ôïõò åíôïðéóìïýò ôùí êáôçãïñéþí Cc; Cf ; Ccf óå ó÷Ýóç ìå ôéò õðïêáôçãïñßåò
ôïõò ôùí áóèåíþí éóïäõíáìéþí.

2.8 Éíþäçò êáé Óõíéíþäçò Ìåôáôüðéóç
¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé X ∈ C0. Èåùñïýìå ôçí óõíáñôçôéêÞ

ðáñáãïíôïðïßçóç (F; �; �). Ðáñáãïíôïðïéïýìå ôïí ìïíáäéêü ìïñöéóìü iX :
∅ → X ùò:

∅ Â Ä

�iX
// F (iX)

âiX

∼ // // X:

Óõìâïëßæïíôáò ôï F (iX) ìå QX Ý÷ïõìå üôé ôï QX åßíáé óõíéíþäåò.
Áí f : X → Y Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí C êáé ö =< id∅; f >, áí èÝóïõìå

Fö = Qf , Ý÷ïõìå ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

39



40
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ ÌÏÍÔÅËÏ ÊÁÉ Ç ÏÌÏÔÏÐÉÊÇ

ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

∅ Â Ä

áiX
//

id∅
²²

QX
âiX

∼ // //

Qf
²²

×
f

²²
∅ Â Ä

áiY
// QY

âiY

∼ // // Y

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ðñïóäéïñßæåôáé Ýíáò óõíáñôçôÞòQ : C → Cc (óõíéíþäçò
ìåôáôüðéóç), ï ïðïßïò óå êÜèå áíôéêåßìåíï X ôçò êáôçãïñßáò áíôéóôïé÷ßæåé
Ýíá óõíéíþäåò áíôéêåßìåíï QX üðùò ðñïóäéïñßóôçêå ðáñáðÜíù, êáé Ýíáò öõ-
óéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò p : Q⇒ 1C ìå pX = âiX êáé pX áêõêëéêÞ íçìÜôùóç.

ÅðéðëÝïí áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äåîßá ôåôñáãþíïõ êáé ôï ÊÌ2
Ý÷ïõìå üôé f : X → Y åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí êáé ìüíï áí Qf : QX →
QY åßíáé.
ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé áí ôï X åßíáé éíþäåò ôüôå êáé ôï QX åßíáé.

QX // //

""FFFFFFFF X

²²²²
1

Áí åñãáóôïýìå áíÜëïãá ìå ôçí óõíáñôçôéêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç (G; ; �),
ðáñáãïíôïðïéþíôáò ôþñá ôïí ìïíáäéêü ìïñöéóìü tX : X → 1 ùò

X Â Ä

tX
∼ // G(tX)

�tX
// // 1

ôüôå ðñïóäéïñßæåôáé Ýíáò óõíáñôçôÞò R : C → Cf (éíþäçò ìåôáôüðéóç) ï
ïðïßïò óå êÜèå áíôéêåßìåíï X ôçò êáôçãïñßáò áíôéóôïé÷ßæåé Ýíá éíþäåò áíôé-
êåßìåíï RX, êáé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò k : 1C ⇒ R ìå kX = tX êáé
kX áêõêëéêÞ óõííçìÜôùóç.

ÓõíÝðåéá ôùí ðñïôÜóåùí 2.2.9 êáé 2.3.9 åßíáé ç ðáñáêÜôù:

2.8.1 Ðñüôáóç. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï êáé X;Z;W áíôéêåßìåíá
áõôÞò. Ôüôå:

1) Áí ôï W åßíáé óõíéíþäåò êáé ôï X åßíáé éíþäåò ôüôå ï ìïñöéóìüò
pX : QX → X åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü (pX)∗ : �(W;QX) → �(W;X) ìåôáîý
óõíüëùí ïìïôïðéêþí êëÜóåùí, üðïõ (pX)∗([f ]) = [pXf ].

êáé äõúêÜ
2) Áí ôï X åßíáé óõíéíþäåò êáé ôï Æ åßíáé éíþäåò ôüôå ï ìïñöéóìüò

kX : X → RX åðÜãåé Ýíá éóïìïñöéóìü (kX)∗ : �(RX;Z) → �(X;Z) ìåôáîý
óõíüëùí ïìïôïðéêþí êëÜóåùí, üðïõ (kX)∗([g]) = [gkX ].

40



2.8. ÉÍÙÄÇÓ ÊÁÉ ÓÕÍÉÍÙÄÇÓ ÌÅÔÁÔÏÐÉÓÇ 41

ÊáôáóêåõÞ ôçò Quillen ïìïôïðéêÞò êáôçãïñßáò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí Quillen ïìïôïðéêÞ êáôçãï-
ñßá Ho(M) ãéá ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï M.

2.8.2 Èåþñçìá. Áí M åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, ôüôå ç Quillen ïìïôï-
ðéêÞ êáôçãïñßá ôçò M õðÜñ÷åé.

Áðüäåéîç: Ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá Ho(M) ùò åîÞò:
• Ôá áíôéêåßìåíá ôçò Ho(M) åßíáé ôá ßäéá ìå ôá áíôéêåßìåíá ôçò M.
• Áí X êáé Y åßíáé äýï áíôéêåßìåíá ôçò Ho(M) (Üñá êáé ôçò M) ôüôå

homHo(M)(X;Y ) = �(RQX;RQY ).
Áðü ôï ëÞììá 2.2.10 êáé ôï ëÞììá 2.3.10 ç óýíèåóç ìïñöéóìþí óôçí Ho(M)
åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.
Ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ ã : M → Ho(M) íá åßíáé ï ôáõôïôéêüò óôá áíôé-
êåßìåíá êáé áí f : X → Y óôçí M, ôüôå ã(f) åßíáé ç ïìïôïðéêÞ êëÜóç ôïõ
RQf .
Áí ôþñá f åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá ôüôå êáé ç RQ(f) åßíáé, ïðüôå óýìöùíá
ìå ôçí ðñüôáóç 2.4.2 èá åßíáé êáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá, Üñá ã(f) åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò óôçí Ho(M).
ÌÝíåé íá äåéîïõìå üôé áí N åßíáé ìßá êáôçãïñßá êáé F : M → N åßíáé
Ýíáò óõíáñôçôÞò ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óôçí M óå éóïìïñ-
öéóìïýò óôçí N ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò óõíáñôçôÞò ä : Ho(M) → N , Ýôóé
þóôå äã = F .

Ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ ä ùò åîÞò:
• Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï X ôçò Ho(M), ä(X) = F (X)

• Áí g : X → Y åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí Ho(M), ôüôå g åßíáé ç
ïìïôïðéêÞ êëÜóç åíüò ìïñöéóìïý RQX → RQY óôçí M. Áðü ôçí ðñüôáóç
2.4.3 Ý÷ïõìå üôé ï óõíáñôçôÞò F áíôéóôïé÷ßæåé üëá ôá óôïé÷åßá áõôÞò ôçò
ïìïôïðéêÞò êëÜóçò óôïí ßäéï ìïñöéóìü ôçò N . Ïñßæïõìå ëïéðüí:

ä(g) = F (pY )(F (kQY ))−1F (g)F (kQX)(F (pX))−1

(üðïõ ìå F (g) åííïïýìå ôçí äñÜóç ôïõ F óå êÜðïéï ìïñöéóìü ôçò ïìïôïðéêÞò
êëÜóçò g). Ìå áõôüí ôïí ôñüðï ïñßæåôáé Ýíáò óõíáñôçôÞò.

Áí ôþñá X ∈M0, Ý÷ïõìå äã(X) = ä(ã(X)) = ä(X) = F (X).
Áí f : X → Y óôçí M ôüôå Ý÷ïõìå ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜ-

ãñáììá

41



42
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ ÌÏÍÔÅËÏ ÊÁÉ Ç ÏÌÏÔÏÐÉÊÇ

ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

RQX RQf // RQY

QX Qf //

kQX

OO

pX
²²

QY

kQY

OO

pY
²²

X
f // Y

ÅðåéäÞ F áíôéóôïé÷ßæåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óå éóïìïñöéóìïýò óôçí N
áðü ôï äéÜãñáììá Ý÷ïõìå üôé :

F (f) = F (pY )(F (kQY ))−1F (RQf)F (kQX)(F (pX))−1

êáé åðåéäÞ ã(f) åßíáé ç ïìïôïðéêÞ êëÜóç ôïõ RQf Ý÷ïõìå üôé F (f) = ä(ã(f)):
¢ñá äã = F . ¤

ÐáñáôÞñçóç: ÅðåéäÞ ïé ìïñöéóìïß QX → X êáé X → RX åßíáé áóèåíåßò
éóïäõíáìßåò óôçí M êáé ï óõíáñôçôÞò  üðùò ïñßóôçêå ðáñáðÜíù áíôéóôïé-
÷ßæåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ôçò M óå éóïìïñöéóìïýò óôçí Ho(M), ðñïêýðôåé
üôé ôá áíôéêåßìåíá X, QX, RX åßíáé éóüìïñöá ùò áíôéêåßìåíá ôçò Ho(M).

2.8.3 Ïñéóìüò. Ç êëáóéêÞ ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ìßáò êáôçãïñßáò ìï-
íôÝëï C åßíáé ç êáôçãïñßá ðçëßêï Ccf=∼, üðïõ ∼ ç ó÷Ýóç ïìïôïðßáò (2.4).

ÐáñáôÞñçóç: Áðü ôçí ðñüôáóç 2.4.2 ï óõíáñôÞôçò Ccf proj // Ccf=∼ óôÝëíåé
áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óå êëÜóåéò ïìïôïðéêþí éóïäõíáìéþí, äçëáäÞ óå éóïìïñ-
öéóìïýò óôçí êáôçãïñßá Ccf=∼. Áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò Ho(Ccf )
Ý÷ïõìå ôçí ýðáñîç ìïíáäéêïý ìïñöéóìïý Ho(Ccf ) → Ccf=∼ Ýôóé þóôå ôï
ðáñáêÜôù ôñßãùíï íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

Ccf


²²

proj

%%LLLLLLLLLL

Ho(Ccf ) F // Ccf=∼
ÅðéðëÝïí áðü ôçí ðñüôáóç 2.4.3, Ý÷ïõìå ëüãù ôçò êáèïëéêÞò éäéüôçôáò ôçò
êáôçãïñßáò ðçëßêï üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò óõíáñôçôÞò Ccf=∼→ Ho(Ccf ) Ýôóé
þóôå êáé ôï ðáñáêÜôù ôñßãùíï íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

Ccf


%%LLLLLLLLLL

proj
²²

Ccf=∼ G // Ho(Ccf )
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2.8.4 Ðñüôáóç. Ïé êáôçãïñßåò Ho(Ccf ) êáé Ccf=∼ åßíáé éóïäýíáìåò.

Áðüäåéîç: Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç.

Óêïðüò ìáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå ôçí éóïäõíáìßá ôùí êáôçãïñéþí Ho(C) êáé
Ccf=∼. Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç, áñêåß íá äåßîïõìå ôçí éóïäõíáìßá
ôùí êáôçãïñéþí Ho(C) êáé Ho(Ccf ).

2.8.5 Ïñéóìüò. Áí A åßíáé ìßá õðïêáôçãïñßá ôçò B êáé ç åìöýôåõóç A ,→ B
åßíáé éóïäõíáìßá êáôçãïñéþí, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò B → A ï ïðïßïò
åßíáé öõóéêÜ éóüìïñöïò ìå ôïí 1B. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç êáëïýìå ôçí A
óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç (deformation retract) ôçò B.

2.8.6 Ïñéóìüò. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá êáé C0, W õðïêáôçãïñßåò ôçò. Ôüôå
ç C0 êáëåßôáé áñéóôåñÞ (áíô.äåîéÜ) óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç ôçò C óå
ó÷Ýóç ìå ôçí W , áí õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôÞôçò R : C → C0 êáé Ýíáò öõóéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò s : R⇒ 1C (áíô. s : 1C ⇒ R ) Ýôóé þóôå:

ı̇) R óôÝëíåé ôçí W óôçí W ∩ C0.
ı̇ı̇) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï C óôçí C, ï ìïñöéóìüò sC åßíáé óôçí W .
ı̇ı̇ı̇) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï C0 óôçí C0, ï ìïñöéóìüò sC0 åßíáé óôçí W ∩C0.
¸íá ôÝôïéï æåõãÜñé (R; s) êáëåßôáé áñéóôåñÞ (áíô. äåîéÜ) óõóôáëôéêÞ ðá-

ñáìüñöùóç áðü ôçí C óôçí C0.

ÐáñáôÞñçóç: Óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü áí ç õðïêáôçãïñßá W éêáíïðïéåß ôï
\äýï áðü ôñßá" áîßùìá ÊÌ2, ôüôå áí éó÷ýåé ç ı̇ı̇) èá éó÷ýåé êáé ç ı̇). ÐñÜã-
ìáôé, Ýóôù w : C1 → C2 Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí W . ÅðåéäÞ ï s åßíáé öõóéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò, ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá èá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü:

RC1

sC1 //

Rw
²²

C1

w
²²

RC2 sC2

// C1

êáé åðåéäÞ ïé ìïñöéóìïß sC1; sC2; w åßíáé óôçí W Ý÷ïõìå üôé ìïñöéóìüò Rw
åßíáé óôçí W ∩ C0. Áí åðéðëÝïí C0 åßíáé ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôçò C, ôüôå èá
éó÷ýåé êáé ç ı̇ı̇ı̇). ÔÝëïò áí W åßíáé ç õðüêáôçãïñßá ôùí éóïìïñöéóìþí ôçò C,
ôüôå ïé Ýííïéåò ôçò áñéóôåñÞò, äåîéÜò óõóôáëôéêÞò ðáñáìüñöùóçò ôáõôßæïíôáé
ìå ôçí Ýííïéá ôçò óõóôáëôéêÞò ðáñáìüñöùóçò.

2.8.7 ËÞììá. ¸óôù C ìßá êáôçãïñßá êáé C0, W õðïêáôçãïñßåò ôçò, Ýôóé
þóôå ç C0 íá åßíáé áñéóôåñÞ (áíô. äåîéÜ) óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç ôçò C0 óå
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ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

ó÷Ýóç ìå ôçí W. Ôüôå ï Hos åßíáé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí HoR
êáé Ho1C êáé ï Ho(s|C0) åßíáé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí Ho(R|C0)
êáé Ho1C0, ïðüôå Ho(C0) åßíáé óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç ôçò Ho(C).

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá:

C R
//
1C

,,

C
²²

C0 i
//

C0
²²

C
C

²²
Ho(C) HoR //

Ho1C
11Ho(C0)

Hoi // Ho(C)

üðïõ Hos : HoR ⇒ Ho1C åßíáé ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, üðïõ ç C-
óõíôåôáãìÝíç ôïõ åßíáé: (Hos)C = (sC). Ï ìïñöéóìüò sC áíÞêåé óôçí õðï-
êáôçãïñßá W , Üñá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ óõíáñôçôÞ , Ý÷ïõìå üôé ï ìïñöéóìüò
(Hos)C åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå C ∈ C.

2.8.8 ËÞììá. Áí C åßíáé ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, ôüôå ïé êáôçãïñßåò Ccf êáé
Cc åßíáé áñéóôåñÜ óõóôáëôéêÝò ðáñáìïñöþóåéò ôùí Cf êáé C áíôßóôïé÷á, óå
ó÷Ýóç ìå ôçí õðïêáôçãïñßá ôùí áóèåíþí éóïäõíáìßùí,

êáé äõúêÜ
Ccf êáé Cf åßíáé äåîéÜ óõóôáëôéêÝò ðáñáìïñöþóåéò ôùí Cc êáé C áíôßóôïé÷á,
óå ó÷Ýóç ìå ôçí õðïêáôçãïñßá ôùí áóèåíþí éóïäõíáìßùí.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá áõôþí ðïõ åéðþèçêáí óôçí áñ÷Þ
ôçò ðáñáãñÜöïõ 2.8. Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí áðüäåéîç üôé ç Cc åßíáé áñéóôåñÞ
óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç ôçò C, Ý÷ïõìå üôé ôï æåýãïò (Q; p) åßíáé áñéóôåñÞ
óõóôáëôéêÞ ðáñáìüñöùóç áðü ôçí C óôçí Cc. ¤

ÓõíÝðåéá ôïõ ðáñáðÜíù ëÞììáôïò êáé ôïõ ëÞììáôïò 2.8.7 åßíáé ç ðáñáêÜôù
ðñüôáóç:

2.8.9 Ðñüôáóç. Ïé åìöõôåýóåéò

Cc

ÃÃA
AA

AA
AA

A

Ccf

==||||||||

ÃÃB
BB

BB
BB

B C

Cf

>>~~~~~~~~
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åðÜãïõí Ýíá áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

Ho(Cc)

%%KKKKKKKKKK

Ho(Ccf )

88rrrrrrrrrr

%%LLLLLLLLLL
Ho(C)

Ho(Cf )

99ssssssssss

óôï ïðïßï üëïé ïé óõíáñôçôÝò åßíáé éóïäõíáìßåò êáôçãïñßùí.

ÓõíäõÜæïíôáò ôþñá ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç êáé ôçí 2.8.4 Ý÷ïõìå ïôé:
Ç êëáóéêÞ ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ìßáò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï C åßíáé

éóïäýíáìç ìå ôçí Quillen ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ôçò C.

2.9 ÓõíáñôçôÝò Quillen
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ïñßóïõìå ôçí \êáôÜëëçëç" Ýííïéá ìïñöéóìïý ìå-

ôáîý êáôçãïñéþí ìïíôÝëï. Áõôü ðïõ èá ðåñéìÝíáìå íá óõíéóôÜ Ýíá ìïñöéóìü
ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï C; D åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò C → D, ï ïðïßïò
èá åßíáé óõìâáôüò ìå ôçí äïìÞ ôùí C êáé D, äçëáäÞ Ýíáò óõíáñôçôÞò ðïõ äéá-
ôçñåß ôéò óõííçìáôþóåéò, ôéò íçìáôþóåéò êáé ôéò áóèåíåßò éóïäõíáìßåò. ¼ìùò
ïé óõíáñôçôÝò ðïõ óõíÞèùò \åìöáíßæïíôáé" ìåôáîý êáôçãïñéþí ìïíôÝëï äåí
Ý÷ïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá. ÁëëÜ ðïëëïß áðü áõôïýò åßíáé Ýíáò áðü åíá æåýãïò
ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí, þóôå ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò äéáôçñåß óõííç-
ìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò, åíþ ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò äéáôçñåß
íçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.

2.9.1 Ïñéóìüò. Áí C; D åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï, Ýíáò óõíáñôçôÞò
F : C → D êáëåßôáé áñéóôåñüò Quillen óõíáñôçôÞò áí

ı̇) Ï F Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï, êáé
ı̇ı̇) Ï F äéáôçñåß óõííçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò
êáé äõúêÜ
Ýíáò óõíáñôçôÞò G : D → C êáëåßôáé äåîéüò Quillen óõíáñôçôÞò áí
ı̇) Ï G Ý÷åé áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíï, êáé
ı̇ı̇) Ï G äéáôçñåß íçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.
Ìå ôïí üñï æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen åííïïýìå Ýíá

æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí ìåôáîý äýï êáôçãïñéþí ìïíôÝëï, üðïõ
ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò åßíáé áñéóôåñüò Quillen óõíáñôçôÞò êáé ï äåîéÜ
ðñïóáñôçìÝíïò åßíáé äåîéüò Quillen óõíáñôçôÞò.
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ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

ÓõíÝðåéá ôçò ðñüôáóçò 2.6.2 åßíáé ôï ðáñáêÜôù:

2.9.2 Ðñüôáóç. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F :
M ¿ N : G Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí (F ï áñéóôåñÜ ðñïóáñ-
ôçìÝíïò êáé G ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:

á) (F;G) åßíáé æåõãÜñé Quillen óõíáñôçôþí.
â) Ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò F äéáôçñåß óõííçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò

óõíçìáôþóåéò.
ã) Ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò G äéáôçñåß íçìáôþóåéò êáé áêõêëéêÝò íçìá-

ôþóåéò.
ä) Ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò F äéáôçñåß óõííçìáôþóåéò êáé ï äåîéÜ ðñï-

óáñôçìÝíïò G äéáôçñåß íçìáôþóåéò.
å) Ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò F äéáôçñåß áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò êáé

ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò G äéáôçñåß áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò.

2.9.3 Ðñüôáóç. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F :
M ¿ N : U Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen (F ï áñéóôåñÜ
ðñïóáñôçìÝíïò êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå:

1) Ï F áíôéóôïé÷ßæåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ìåôáîý óõíéíùäþí óôçí M
óå áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óôçí N êáé

2) Ï U áíôéóôïé÷ßæåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ìåôáîý éíùäþí óôçí N óå
áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óôçí M.

Áðüäåéîç: Åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôçò ðñüôáóçò 2.5.4.

2.9.4 ËÞììá. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M ¿
N : U Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen (F ï áñéóôåñÜ ðñï-
óáñôçìÝíïò êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå

1) Áí ôï B åßíáé óõíéíþäåò óôçí M êáé Â t Â i // Â ∧ I w // Â
åßíáé Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï ãéá ôï B, ôüôå

FÂ t FÂ Fi // F (Â ∧ I)Fw // FÂ åßíáé Ýíá êáëü êõëéíäñéêü áíôéêåßìåíï
ãéá ôï FB.

2) Áí ôï X åßíáé éíþäåò óôçí N êáé X w // XI p // X ×X åßíáé Ýíá

êáëü ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï X, ôüôå UX Uw // UXI Up// UX × UX
åßíá Ýíá êáëü ìïíïðÜôé áíôéêåéìÝíùí ãéá ôï UX.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôï 1, êáé ç áðüäåéîç ãéá ôï 2 åßíáé äõúêÞ.
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Áöïý ôï B åßíáé óõíéíþäåò ï ìïñöéóìüò i0 : B → B ∧ I åßíáé áêõêëéêÞ
óõííçìÜôùóç (äåò ëÞììá 2.2.2), êáé åðåéäÞ ï F ùò áñéóôåñÜ Quillen óõíáñ-
ôçôÞò èá äéáôçñåß áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò Ý÷ïõìå :

FB Â Ä

F (i0)

∼ //
idFB

--F (B ∧ I)
Fw

// FB

üðïôå áðü ôï ÊÌ2 Ý÷ïõìå üôé ï ìïñöéóìüò F (B ∧ I) → FB åßíáé áóèåíÞò
éóïäõíáìßá. ÅðéðëÝïí ï F þò áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò èá äéáôçñåß óõíüñéá
êáé åéäéêüôåñá óõí-ãéíüìåíá, Üñá

F (B tB) ' FB t FB;

êáé ìå áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç áðïäåéêíýåôáé ôï æçôïýìåíï.

2.9.5 ËÞììá. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M ¿
N : U Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen (F ï áñéóôåñÜ ðñï-
óáñôçìÝíïò êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå

1)Áí f ∼l g : A→ B åßíáé áñéóôåñÜ ïìïôïðéêïß ìïñöéóìïß óôçí M êáé ôï
A åßíáé óõíéíþäåò, ôüôå ïé ìïñöéóìïß Ff êáé Fg åßíáé áñéóôåñÜ ïìïôïðéêïß
ìïñöéóìïß óôçí N .

2)Áí f ∼r g : X → Y åßíáé äåîéÜ ïìïôïðéêïß ìïñöéóìïß óôçí N êáé ôï Y
åßíáé éíþäåò, ôüôå ïé ìïñöéóìïß Uf êáé Ug åßíáé äåîéÜ ïìïôïðéêïß ìïñöéóìïß
óôçí M.

Áðüäåéîç: Áí H åßíáé ìßá êáëÞ áñéóôåñÞ ïìïôïðßá áðü ôïí f óôïí g, ôüôå
óýìöùíá êáé ìå ôï ðáñáðÜíù ëÞììá F (H) åßíáé ç æçôïýìåíç áñéóôåñÞ ïìï-
ôïðßá.

2.9.6 Ðñüôáóç. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F :
M ¿ N : U Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen (F ï áñéóôåñÜ
ðñïóáñôçìÝíïò êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Áí ôï X åßíáé óõíéíþäåò óôçí
M êáé ôï Y åßíáé éíþäåò óôçí N , ôüôå ôá óýíïëá �(FX; Y ) êáé �(X;UY )
åßíáé éóüìïñöá.

Áðüäåéîç: Áðü ôçí ðñïóÜñôçóç ìåôáîý ôùí F êáé U Ý÷ïõìå Ýíá éóïìïñöé-
óìü ìåôáîý ôùí óõíüëùí homN (FX; Y ) êáé homM(X;UY ), êáé èÝëïõìå íá
äåßîïõìå üôé áõôüò ï éóïìïñöéóìüò ìåôáöÝñåôáé êáé óôéò ïìïôïðéêÝò êëÜóåéò.

ÅðåéäÞ ï F åßíáé áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò (äéáôçñåß óõíüñéá) êáé ôï X
åßíáé óõíéíþäåò Ý÷ïõìå üôé êáé ôï FX åßíáé óõíéíþäåò. ¼ìïéá Ý÷ïõìå üôé ôï
UY åßíáé éíþäåò. Áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 2.4.1 (óåë. 32) Ý÷ïõìå üôé ãéá áõôü ôï
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ðáêÝôï ìïñöéóìþí ç áñéóôåñÞ êáé ç äåîéÜ ó÷Ýóç ïìïôïðßáò óõìðßðôïõí. Áðü
ôï ëÞììá 2.9.4 áí äýï ìïñöéóìïß X → UY åßíáé áñéóôåñÜ ïìïôïðéêïß óôçí
M, ôüôå êáé ïé áíôßóôïé÷ïé (ëüãù ðñïóÜñôçóçò) FX → Y åßíáé áñéóôåñÜ
ïìïôïðéêïß óôçí N , êáé áí äýï ìïñöéóìïß FX → Y åßíáé äåîéÜ ïìïôïðéêïß
óôçí N , ôüôå êáé ïé áíôßóôïé÷ïé X → UY åßíáé äåîéÜ ïìïôïðéêïß óôçí M. ¤

2.9.7 Ïñéóìüò. ¸íá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen F : M ¿
N : G êáëåßôáé æåýãïò (ðñïóáñôçìÝíùí) Quillen éóïäõíáìéþí êáé ï
áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò êáëåßôáé áñéóôåñÞ Quillen éóïäõíáìßá êáé ï äåîéÜ
ðñïóáñôçìÝíïò êáëåßôáé äåîéÜ Quillen éóïäõíáìßá, áí

ı̇) Ãéá êÜèå æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí A ∈ Mc; X ∈ Nf , Ýíáò ìïñöéóìüò
A → GX ∈ M åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí êáé ìüíï áí ï ðñïóáñôçìÝíïò
FA→ X ∈ N åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá.

Áí ïé óõíáñôçôÝò F; G äéáôçñïýí áóèåíåßò éóïäõíáìßåò ôüôå åßíáé éóïäý-
íáìï íá áðáéôÞóïõìå :

ı̇ı̇) Ãéá êÜèå æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí B ∈Mcf ; Y ∈ Ncf ïé êáíïíéêïß ìïñöé-
óìïß B → GFB ∈M êáé FGY → Y ∈ N åßíáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò.

Éäéüôçôåò ôùí óõíáñôçôþí Quillen
ı̇) Ç óýíèåóç äýï áñéóôåñÜ Quillen óõíáñôçôþí åßíáé áñéóôåñüò Quillen

óõíáñôçôÞò êáé ç óýíèåóç äýï äåîéÜ Quillen óõíáñôçôþí åßíáé äåîéüò Quillen
óõíáñôçôÞò.

ı̇ı̇) Ï ôáõôïôéêüò ìïñöéóìüò ìßáò êáôçãïñßáò ìïíôÝëï åßíáé áñéóôåñüò êáé
äåîéüò Quillen óõíáñôçôÞò.

ı̇ı̇ı̇) Ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò åíüò áñéóôåñÜ Quillen óõíáñôçôÞ åßíáé äåîéüò
Quillen óõíáñôçôÞò êáé ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò åíüò äåîéÜ Quillen óõíáñ-
ôçôÞ åßíáé áñéóôåñüò Quillen óõíáñôçôÞò.

ı̇v) Ôá ðáñáðÜíù éó÷ýïõí áí ìéëÞóïõìå ãéá áñéóôåñÝò êáé äåîéÝò Quillen
éóïäõíáìßåò.

2.10 ÐáñÜãùãïé ÓõíáñôçôÝò

2.10.1 Ïñéóìüò. ¸óôù M ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, C ìßá êáôçãïñßá, F :
M → C Ýíáò óõíáñôçôÞò êáé M : M → Ho(M) ï óõíáñôçôÞò ðñïò ôçí
ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ôçò M.
1) ¸íáò áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí F , åßíáé (áí õðÜñ÷åé) ç
äåîéÜ Kan åðÝêôáóç ôïõ F êáôÜ ìÞêïò ôïõ M, äçëáäÞ èá åßíáé Ýíá æåýãïò
(LF; å), üðïõ LF : Ho(M) → C êáé å : LF ◦ M ⇒ F , Ýôóé þóôå ãéá êÜèå
óõíáñôçôÞ G : Ho(M) → C êáé êÜèå öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü � : G◦M ⇒
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F , èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò è : G⇒ LF ôÝôïéïò þóôå
� = å ◦ (èM).

M M//

F
$$IIIIIIIIII Ho(M)

LF
²²
C

ÄõúêÜ
2) ¸íáò äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí F , åßíáé (áí õðÜñ÷åé) ç
áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ F êáôÜ ìÞêïò ôçò M, äçëáäÞ èá åßíáé Ýíá æåýãïò
(RF; å), üðïõ RF : Ho(M) → C êáé å : F ⇒ RF ◦ M, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå
óõíáñôçôÞG : Ho(M) → C êáé êÜèå öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü � : F ⇒ G◦M,
èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò è : RF ⇒ G ôÝôïéïò þóôå
� = (èM) ◦ å.

M M//

F
$$IIIIIIIIII Ho(M)

RF
²²
C

ÐáñáôÞñçóç: Ï áñéóôåñÜ (áíô. äåîéÜ) ðáñÜãùãïò åíüò óõíáñôçôÞ F , áí
õðÜñ÷åé åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñé ìïíáäéêÞò öõóéêÞò éóïäõíáìßáò.

Áí ç êáôçãïñßá C åßíáé ðëÞñçò, ôüôå ï áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò
ãéá ôïí F õðÜñ÷åé êáé ãíùñßæïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ (ùò ìßá äåîéÜ Kan
åðÝêôáóç). ¼ìïéá áí ç êáôçãïñßá C åßíáé óõí-ðëÞñçò, ôüôå õðÜñ÷åé ï äåîéÜ
ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí F . Åéäéêüôåñá áí F : M → C êáé M ìßá
êáôçãïñßá ìïíôÝëï, ôüôå ãéá ôçí ýðáñîç ôïõ áñéóôåñÜ Þ ôïõ äåîéÜ ðáñÜãùãïõ
óõíáñôçôÞ ãéá ôïí F Ý÷ïõìå ôçí ðáñáêÜôù ðñüôáóç:

2.10.2 Ðñüôáóç. ¸óôù M ìßá êáôçãïñßá ìïíôÝëï, C åßíáé ìßá êáôçãïñßá
êáé F : M→ C åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò. Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1) Áí ï F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò ìåôáîý óõíéíùäþí óå
éóïìïñöéóìïýò óôçí C, ôüôå ï áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ôïõ F õðÜñ-
÷åé,

êáé äõúêÜ
2) Áí ï F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò ìåôáîý éíùäþí óå éóïìïñ-

öéóìïýò óôçí C, ôüôå ï äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ôïõ F õðÜñ÷åé.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôï 1 êáé ç áðüäåéîç ãéá ôï 2 åßíáé äõúêÞ.
Èåùñïýìå ôïí óõíáñôçôÞ F ◦ Q = D : M → C (Q åßíáé ç óõíéíþäçò

ìåôáôüðéóç (2.8)). Áí ôþñá f : X →̃Y åßíáé ìßá áóèåíÞò éóïäõíáìßá, ôüôå
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Qf : QX → QY åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá ìåôáîý óõíéíùäþí, üðïôå óýìöùíá
ìå ôï ðüñéóìá 2.5.3 êáé ôçí õðüèåóç ôçò ðñüôáóçò, Ý÷ïõìå üôé ï F (Qf) = Df
åßíáé éóïìïñöéóìüò óôçí C. ¢ñá áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò ïìïôïðéêÞò
êáôçãïñßáò ôçò M èá õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò LF : Ho(M) → C ôÝôïéïò
þóôå LF ◦ M = D.

ÅðéðëÝïí èåùñïýìå ôïí öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü å : LF ◦ M ⇒ F üðïõ
ç X-óõíôåôáãìÝíç áõôïý åßíáé åX = F (pX) : (LF ◦ )(X) = D(X) =
F (QX) → F (X).

Ôï æåýãïò (LF; å) áðïôåëåß ôïí áñéóôåñÜ ðáñÜãùãï óõíáñôçôÞ ãéá ôïí F .
ÐñÜãìáôé Ýóôù G : Ho(M) → C Ýíáò óõíáñôçôÞò êáé � : G ◦  ⇒ F

Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, ôüôå ëüãù öõóéêüôçôáò ôïõ � ôï ðáñáêÜôù
äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü:

G ◦ (QX)
�QX//

G◦(pX)
²²

F (QX) = (LF ◦ )(X)

åX
²²

G ◦ (X)
�X

// F (X)

:

Ïñßæïõìå ôï öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü � : G ⇒ LF , ìå �X = �QX ◦ ((G ◦
)(pX))−1. (Ï ìïñöéóìüò (G ◦ )(pX) åßíáé áíôéóôñÝøéìïò ãéáôß, pX åßíáé
áóèåíÞò éóïäõíáìßá óôçí M Üñá (pX) åßíáé éóïìïñöéóìüò óôçí Ho(M),
óõíåðþò (G ◦ )(pX) éóïìïñöéóìüò óôçí C áöïý ï G åßíáé óõíáñôçôÞò.)

G ◦ (QX)
�QX//

G◦(pX)
²²

F (QX) = (LF ◦ )(X)

åX
²²

G ◦ (X)
�X

//

�X
55

F (X)

:

Áí ôþñá ôï X åßíáé óõíéíþäåò, ôüôå áðü ôçí õðüèåóç ôçò ðñüôáóçò Ý÷ïõìå
üôé ï ìïñöéóìüò F (pX) åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå �X åßíáé ç ìüíç åðéëïãÞ
ìïñöéóìïý ðïõ êÜíåé ôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá áíôéìåôáèåôéêü. ¼ìùò áðü
ðáñáôÞñçóç óåëßäá 42 Ý÷ïõìå üôé X ' QX ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï X óôçí
êáôçãïñßáHo(M), êáé ìå áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç áðïäåéêíýåôáé ç ìïíáäéêüôçôá
ôïõ � ãåíéêÜ. ¤

ÏëéêÜ ðáñÜãùãïé óõíáñôçôÝò

2.10.3 Ïñéóìüò. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F :
M→ N Ýíáò óõíáñôçôÞò. Ôüôå Ýíáò ïëéêÜ áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñ-
ôçôÞò ãéá ôïí F , åßíáé ï áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí óõíáñôçôÞ
N ◦ F : M→ Ho(N ). ÄçëáäÞ Ýíáò ïëéêÜ áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò
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ãéá ôïí F áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óõíáñôçôÞ LF : Ho(M) → Ho(N ) êáé Ýíá
öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü å : LF ◦ M ⇒ N ◦ F , Ýôóé þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé
êáèïëéêÝò éäéüôçôåò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôïí ïñéóìü 2.10.1.

M M //

F
²²

Ho(M)

LF

¢¢££
££

££
££

££
££

££
££

£

N
N

²²
Ho(N )

ÄõúêÜ Ýíáò ïëéêÜ äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí F , åßíáé ï
äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí óõíáñôçôÞ N ◦ F : M → Ho(N )
ÄçëáäÞ Ýíáò ïëéêÜ äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ãéá ôïí F áðïôåëåßôáé áðü
Ýíá óõíáñôçôÞ RF : Ho(M) → Ho(N ) êáé Ýíá öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü
å : N ◦ F ⇒ RF ◦ M, Ýôóé þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé êáèïëéêÝò éäéüôçôåò ðïõ
ðåñéãñÜöïíôáé óôïí ïñéóìü 2.10.1.

M M //

F
²²

Ho(M)

RF

¢¢££
££

££
££

££
££

££
££

£

N
N

²²
Ho(N )

ÐáñáôÞñçóç: Ï ïëéêÜ áñéóôåñÜ (áíô. äåîéÜ) ðáñÜãùãïò åíüò óõíáñôçôÞ F ,
áí õðÜñ÷åé åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñé ìïíáäéêÞò öõóéêÞò éóïäõíáìßáò.

Áðü ôçí ðñüôáóç 2.10.2 êáé ôï ãåãïíüò üôé ï óõíáñôçôÞò N : N → Ho(N )
óôÝëíåé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óå éóïìïñöéóìïýò óôçí Ho(N ), Ý÷ïõìå ôçí ðá-
ñáêÜôù ðñüôáóç ãéá ôçí ýðáñîç ïëéêÜ áñéóôåñÜ (áíô. äåîéÜ) ðáñÜãùãïõ óõ-
íáñôçôÞ.

2.10.4 Ðñüôáóç. Áí M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M→
N Ýíáò óõíáñôçôÞò, ôüôå

1) Áí ï F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò óõííçìáôþóåéò ìåôáîý óõíéíùäþí
óôçí M óå áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óôçí N , ôüôå ï ïëéêÜ áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò
óõíáñôçôÞò ôïõ F õðÜñ÷åé,

êáé äõúêÜ

51



52
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ ÌÏÍÔÅËÏ ÊÁÉ Ç ÏÌÏÔÏÐÉÊÇ

ÔÏÕÓ ÈÅÙÑÉÁ

2) Áí F áíôéóôïé÷ßæåé áêõêëéêÝò íçìáôþóåéò ìåôáîý éíùäþí óôçí M óå
áóèåíåßò éóïäõíáìßåò óôçí N , ôüôå ï ïëéêÜ äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ôïõ
F õðÜñ÷åé.

2.10.5 Èåþñçìá. ¸óôù M êáé N êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F : M ¿ N : U
Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí Quillen (F ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò
êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå

1) Ï ïëéêÜ áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò LF : Ho(M) → Ho(N ) ãéá
ôïí F õðÜñ÷åé.

2) Ï ïëéêÜ äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò RU : Ho(N ) → Ho(M) ãéá
ôïí U õðÜñ÷åé.

3) Ïé óõíáñôçôÝò LF êáé RU åßíáé Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôç-
ôþí.

Áðüäåéîç: Ãéá ôá 1, 2 áñêåß íá óõíäõÜóïõìå ôéò ðñïôÜóåéò 2.9.3 êáé ôçí
ðáñáðÜíù ðñüôáóç.

M F
//

M
²²

N
N

²²

U
ss

Ho(M) LF // Ho(N )
RU

mm

Ãéá ôçí ðñïóÜñôçóç ôùí LF êáé RU , áí ìå R êáé Q óõìâïëßóïõìå ôçí éíþäç
êáé ôç óõíéíþäç ìåôáôüðéóç óôçí M êáé ìå R′ êáé Q′ óõìâïëßóïõìå ôçí éíþäç
êáé ôç óõíéíþäç ìåôáôüðéóç óôçí N , ôüôå Ý÷ïõìå:

homHoN (LFX; Y ) = homHoN (FQX; Y ) (1)

= �(R′Q′F (QX); R′Q′Y ) (2)
∼= �(F (QX); R′Q′Y ) (3)
∼= �(F (QX); R′Y ) (4)
∼= �(QX;UR′Y ) (5)
∼= �(RQX;UR′Y ) (6)
∼= �(RQX;RQUR′Y ) (7)

= homHoM(X;UR′Y ) (8)

= homHoM(X;RUY )

Ïé ðáñáðÜíù éó÷õñéóìïß áéôéïëïãïýíôáé ùò åîÞò:
(1) → (2) Ïñéóìüò
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(2) → (3) ¸÷ïõìå R′Q′FQX→̃Q′FQX→̃FQX êáé RQY éíþäåò êáé ÷ñç-
óéìïðïéïýìå ôï 2.5.2 i)

(3) → (4) Áíôéóôïé÷ï ìå ôï ðáñáðÜíù, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï 2.5.2 ii)
(4) → (5) Ëüãù ðñïóÜñôçóçò êáé 2.9.6
(5) → (6) ×ñçóéìïðïþíôáò ôï 2.8.1
(6) → (7) Áíôßóôñïöç ðïñåßá ôïõ (2) → (3)
(7) → (8) Ïñéóìüò

2.10.6 Èåþñçìá. ¸óôù M êáé N åßíáé äýï êáôçãïñßåò ìïíôÝëï êáé F :
M ¿ N : U Ýíá æåýãïò Quillen éóïäõíáìéþí (F ï áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò
êáé U ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò). Ôüôå ï ïëéêÜ áñéóôåñÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôç-
ôÞò LF êáé ï ïëéêÜ äåîéÜ ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò RU åßíáé ìßá éóïäõíáìßá
ìåôáîý ôùí ïìïôïðéêþí êáôçãïñéþí Ho(M) êáé Ho(N ).

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá Ý÷ïõìå ôçí ðñïóÜñôçóç ìåôáîý ôùí
óõíáñôçôþí: LF : Ho(M) ¿ Ho(M) : RU . Ãéá íá äåßîïõìå üôé ïé óõíáñ-
ôçôÝò LF êáé RU áðïôåëïýí éóïäõíáìßá ìåôáîý ôùí ïìïôïðéêþí êáôçãïñéþí
Ho(M) êáé Ho(N ), áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

1) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï X óôçí Ho(M), ï öõóéêüò ìïñöéóìüò

�X : X → RU ◦ LF (X)

åßíáé éóïìïñöéóìüò
êáé
2) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Y óôçí Ho(N ), ï öõóéêüò ìïñöéóìüò

"Y : LF ◦RU(Y ) → Õ

åßíáé éóïìïñöéóìüò.
Áðïäåéêíýïõìå ôï 1) êáé ç áðüäåéîç ãéá ôï 2) åßíáé ðáñüìïéá. Áñ÷éêÜ ðáñáôç-
ñïýìå üôé êÜèå ìïñöéóìüò óôçí Ho(M) (áíô. óôçí Ho(N )) åßíáé ç ïìïôïðéêÞ
êëÜóç êÜðïéïõ ìïñöéóìïý óôç M (áíô.óôçí N ). ÅðéðëÝïí ðáñáôçñïýìå áí
áõôüò ï ìïñöéóìüò óôç M åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá, ôüôå ï áíôßóôïé÷ïò óôç
Ho(M) èá åßíáé éóïìïñöéóìüò.
Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ 1, Ý÷ïõìå üôé ï ìïñöéóìüò �X : X → RU ◦LF (X), áíôé-
óôïé÷åß ëüãù ôçò ðñïóÜñôçóçò óôïí ôáõôïôéêü ìïñöéóìü 1LF (X) : LF (X) →
LF (X) êáé áõôüò ï ôáõôïôéêüò ìïñöéóìüò áíôéóôïé÷åß óôçí ïìïôïðéêÞ êëÜóç
ôïõ ôáõôïôéêïý ìïñöéóìïý ôïõ áíôéêåéìÝíïõ R′Q′F (QX). Áðü ôçí áðüäåéîç
ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò (�(R′Q′F (QX); R′Q′F (QX)) ∼= �(F (QX); R′F (QX)),
äåò 2 → 3 → 4) êáé ôçí ðáñáôÞñçóç óåëßäá 35, ôï áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï ôïõ

�(F (QX); R′F (QX))
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áðïôåëåßôáé áðü áóèåíåßò éóïäõíáìßåò, ïðüôå áðü ôçí õðïèåóÞ ìáò ((F;U)
æåýãïò Quillen éóïäõíáìéþí) êáé ôï áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï ôïõ

�(QX;U(R′F (QX)))

áðïôåëåßôáé áðü áóèåíåßò éóïäõíáìßåò. ÐÜëé ôþñá ìå ôï ßäéï óêåðôéêü Ý÷ïõìå
üôé êáé ôï áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï ôïõ

�(RQX;RQU(R′F (QX))) = homHo(M)(X;RU ◦ LF (X))

áðïôåëåßôáé áðü áóèåíåßò éóïäõíáìßåò Üñá ï áíôßóôïé÷ïò ìïñöéóìüò óôçHo(M)
(ï �X : X → RU ◦ LF (X) ) åßíáé éóïìïñöéóìüò. ¤
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ÊåöÜëáéï 3

ÌÏÍÏÐËÏÊÁ ÓÕÍÏËÁ ÊÁÉ
KELLEY ×ÙÑÏÉ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí êáôçãïñßá ôùí ìïíüðëïêùí
óõíüëùí ( simplicial sets), êáèþò êáé ìå ôçí êáôçãïñßá ôùí óõìðáãþò ãåííþ-
ìåíùí Hausdor� ÷þñùí, ïé ïðïßåò üðùò èá äïýìå, óõíäÝïíôáé ìå Ýíá æåýãïò
ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí.

3.1 ÓõíáñôçôÝò ìå ôéìÝò óôá óýíïëá

¸óôù C ìßá ìéêñÞ êáôçãïñßá. Ôüôå Ýíáò áíôáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò F :
Cop → Set êáëåßôáé ðñïäñÜãìá (preasheaf) ôçò C. Ç êáôçãïñßá [Cop; Set] ,
ìå áíôéêåßìåíá ôÝôïéïõò óõíáñôçôÝò êáé ìïñöéóìïýò öõóéêïýò ìåôáó÷çìá-
ôéóìïýò ìåôáîý áõôþí êáëåßôáé ç êáôçãïñßá ôùí ðñïäñáãìÜôùí ôçò C óôá
óýíïëá.

3.1.1 Èåþñçìá. ¸óôù C ìßá ìéêñÞ êáôçãïñßá, [Cop; Set] ç êáôçãïñßá ôùí
ðñïäñáãìÜôùí. Ôüôå êÜèå ðñïäñÜãìá F åßíáé éóüìïñöï ìå Ýíá óõíüñéï áíá-
ðáñáóôÜóéìùí óõíáñôÞôùí.

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå üôé, F ∼= colim{ y ↓ F � // C y// [Cop; Set] } üðïõ
y ↓ F åßíáé ç êáôçãïñßá ìå:

(y ↓ F )0 ={ yC � // F |C ∈ C0} êáé
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(y ↓ F )1={ yC yf //

�
!!DD

DD
DD

DD
yC ′

�||zz
zz

zz
zz

F

; f : C → C ′ êáé � ◦ yf = �},

üðïõ � åßíáé ï (åðéëÞóìùí) óõíáñôçôÞò: �( yC � // F ) = C êáé y ï óõíáñ-
ôçôÞò Yoneda.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Ç êáôçãïñßá y ↓ F åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí êáôçãïñßá elF
óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå ùò ç êáôçãïñßá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ F , êáé ïñßæåôáé
ùò åîÞò:

(elF )0 = {(A; x)|A ∈ C êáé x ∈ FÁ}
(elF )1={ (A; x) f // (B; y) |f : A→ B êáé Ff(y) = x}
Ç éóïäõíáìßá ðñïêýðôåé áðü ôï ëÞììá ôïõ Yoneda.
2) Áí F : C → D åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò, êáé X ìßá êáôçãïñßá, ôüôå åðÜãå-

ôáé Ýíáò óõíáñôçôÞò: −◦F : [D;X ] −→ [C;X ] ìåôáîý ôùí äýï óõíáñôçôéêþí
êáôçãïñéþí, ìå ôçí åîÞò äñÜóç:
óôá áíôéêåßìåíá: Áí G : D → X , ôüôå: (− ◦ F )(G) = G ◦ F : C → X
óôïõò ìïñöéóìïýò: Áí � : G ⇒ H, ôüôå (− ◦ F )(�) åßíáé ï öõóéêüò ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò : G ◦ F ⇒ H ◦ F , üðïõ ç C-óõíôåôáãìÝíç ôïõ (C ∈ C0) åßíáé:
�FC : G(FC) → H(FC).

3.1.2 Èåþñçìá. ¸óôù X ìßá óõí-ðëÞñçò êáôçãïñßá êáé F : C −→ D
Ýíáò óõíáñôçôÞò ìåôáîý ìéêñþí êáôçãïñéþí. Ôüôå ï óõíáñôçôÞò: − ◦ F :
[D;X ] −→ [C;X ] , Ý÷åé áñéóôÝñá ðñïóáñôçìÝíï.

Áðüäåéîç: Ï óõíáñôçôÞò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ èá óõì-
âïëßæåôáé ìå LanF êáé ç ôéìÞ ôïõ LanF (X) óå êÜðïéï óõíáñôçôÞ X : C −→ X
ëÝãåôáé ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ X êáôÜ ìÞêïò ôïõ F .

¸óôù X : C −→ X . Ôüôå ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ LanF (X) óôá áíôéêåß-
ìåíá ôçò C ùò åîÞò:

LanF (X)(D) = colim{ F ↓ D � // C X // X };

üðïõ �(FC → D) = C

Ãéá ôçí äñÜóç ôïõ LanF (X) óôïõò ìïñöéóìïýò ôçò D åñãáæüìáóôå ùò åîÞò:
¸óôù g : D → D′ Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí êáôçãïñßá D, êáé èÝëïõìå íá ïñß-
óïõìå ôïí ìïñöéóìü LanF (X)(g) : LanF (X)(D) → LanF (X)(D′) óôçí êáôç-
ãïñßá X . Ç äåßêôñéá êáôçãïñßá ãéá ôï óõíïñßï ðïõ ìáò ïñßæåé ôï LanF (X)(D)
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åßíáé ç F ↓ D. ÌÝóù ôïõ ìïñöéóìïý g åðÜãåôáé ï óõíáñôçôÞò:

g ◦ − : F ↓ D → F ↓ D′;

ìå ôçí ðñïöáíÞ äñÜóç.

ÊÜèå C ðïõ ôï X(C) óõììåôÝ÷åé óôï óõíüñéï âñßóêåôáé åêåß ëüãù êÜðïéïõ
ìïñöéóìïý FC á // D êáé óõâïëßæïõìå Ýíá ôÝôïéï C ùò Cá. ÅðéðëÝïí
ãéá êÜèå ôÝôïéï á ∈ (F ↓ D)0, Ý÷ïõìå g ◦ á ∈ (F ↓ D′)0, êáé ïé ôáõôï-
ôéêïß ìïñöéóìïß: X(Cá) → X(Cg◦á), åðÜãïõí ìïñöéóìüõò ðñïò ôï óõíüñéï
LanF (X)(D), ïðüôå áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõíïñßïõ LanF (X)(D′),
èá õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò : LanF (X)(D) → LanF (X)(D′) Ýôóé þóôå ôï
ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá áíôéìåôáôßèåôáé:

X(Cá) id //

iná
²²

X(Cg◦á)

ing◦á
²²

colimá∈F↓DX(Cá)
LanFX(g)// colimâ∈F↓D′X(Câ)

Ãéá ôçí ðñïóÜñôçóç LanF a − ◦F ðåñéãñÜöïõìå ôçí ìïíÜäá ôçò ðñïóÜñ-
ôçóçò ç : 1[C→X ] → (− ◦ F ) ◦ LanF .

Áí X : C → X , ôüôå çX : X → LanFX ◦ F åßíáé ï öõóéêüò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò üðïõ ç C-óõíôåôáãìÝíç áõôïý: çX(C) : X(C) → LanFX(FC)
åßíáé çX(C) = inidFC , ï ìïñöéóìüò äçëáäÞ áðü ôï X(C) ðñïò ôï óõíüñéï
colimá∈F↓FCX(Cá).

ÐáñáôÞñçóç: Áí äïýìå áíáëõôéêüôåñá ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá Ý÷ïõìå
üôé, áí X åßíáé ìßá óõí-ðëÞñçò êáôçãïñßá êáé F : C → D Ýíáò óõíáñôçôÞò
ìåôáîý äýï ìéêñþí êáôçãïñéþí, ôüôå ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíáñôçôÞ X : C → X ,
èá õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò (ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ X êáôÜ ìÞêïò ôïõ
F ) LanFX : D → X êáé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ç : X ⇒ LanFX ◦F
Ýôóé þóôå áí K : D → X Ýíáò óõíáñôçôÞò êáé å : X ⇒ K ◦ F Ýíáò öõóé-
êüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, ôüôå (ëüãù ôçò ðñïóÜñôçóçò) èá õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò å̂ : LanFX ⇒ K, Ýôóé ùóôå å = (å̂F ) ◦ ç.

C F //

X
²²

D
LanFX}}{{

{{
{{

{{

X

X
ç +3

å
®¶

LanFX ◦ F
å̂◦Fs{ ooooooooooo

ooooooooooo

K ◦ F

.

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá Ý÷åé êáé ôçí äõúêÞ ôïõ ìïñöÞ êáé óõãêåêñéìÝíá
Ý÷ïõìå:
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¸óôù X åßíáé ìßá ðëÞñçò êáôçãïñßá êáé F : C → D Ýíáò óõíáñôçôÞò
ìåôáîý äýï ìéêñþí êáôçãïñéþí. Ôüôå ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíáñôçôÞ X : C → X
èá õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò (ç äåîéÜ Kan åðÝêôáóç ôïõ X êáôÜ ìÞêïò ôïõ F )
RanFX : D → X êáé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò è : RanFX ◦ F ⇒ X
Ýôóé þóôå áí K : D → X Ýíáò óõíáñôçôÞò êáé å : K ◦ F ⇒ X Ýíáò öõóéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò, ôüôå (ëüãù ôçò ðñïóÜñôçóçò) èá õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò å̂ : Ê ⇒ RanFX Ýôóé ùóôå å = è ◦ (å̂F ).

C F //

X
²²

D
RanFX}}{{

{{
{{

{{

X

RanFX ◦ F è +3 X

K ◦ F
å̂◦F

KS

å

4<qqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqq

ÅöáñìïãÞ: Ç Kan åðÝêôáóç êáôÜ ìÞêïò åíüò óõíáñôçôÞ F : C → D,
õðÜñ÷åé êáé óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ïé êáôçãïñßåò C, D äåí åßíáé ìéêñÝò. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, Ýóôù C ìßá (ìéêñÞ) êáôçãïñßá êáé y : C → [Cop; Set] ï óõíáñôçôÞò
Yoneda. Ôüôå áí D åßíáé ìßá óõí-ðëÞñçò êáôçãïñßá êáé F : C → D Ýíáò
óõíáñôçôÞò, ôüôå Ý÷ïõìå ôïí óõíáñôçôÞ: LanyF : [Cop; Set] → D (ç áñéóôåñÞ
Kan åðÝêôáóç ôïõ F êáôÜ ìÞêïò ôïõ y), ìå:

LanyF (X) = colim{ y ↓ X � // C F // D }:

ÅðéðëÝïí ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá áíôéìåôáôßèåôáé

C y //

F ÃÃA
AA

AA
AA

A [Cop; Set]

LanyFzzuuuuuuuuu

D

ÐñÜãìáôé áí C ∈ C ôüôå:

LanyF (yC) = colim{ y ↓ yC � // C F // D } ∼= FC;

ãéáôß ç êáôçãïñßá y ↓ yC Ý÷åé ôåëéêü áíôéêåßìåíï ôïí ôáõôïôéêü ìïñöéóìü
yC → yC, ïðüôå ôï óõíüñéï åßíáé ç ôéìÞ ôïõ óõíáñôçôÞ F ◦ � ó' áõôü. Ìßá
åðéðëÝïí éäéüôçôá ðïõ Ý÷åé ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ F êáôÜ ìÞêïò ôïõ
óõíáñôçôÞ Yoneda, LanyF åßíáé üôé Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï ôïí óõíáñôçôÞ:
S : D → [Cop; Set] , ìå S(D) íá åßíáé o hom-óõíáñôçôÞò: homC(F (−); D).
ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå ïôé ï LanyF ùò áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò óõíáñôçôÞò èá
äéáôçñåß óõíïñßá.
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3.2 Ç êáôçãïñßá �
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôçãïñßá � ôùí ðåðåñáóìÝ-

íùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí.

Èá óõìâïëßæïõìå ìå [n] ôï äéáôåôáãìÝíï óýíïëï {0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3 ≤
::: ≤ n}, ìå n + 1 óôïé÷åßá. Ç êáôçãïñßá � ïñßæåôáé íá åßíáé ç êáôçãïñßá
ìå áíôéêåßìåíá ôïõò ðåðåñáóìÝíïõò äéáôáêôéêïýò [n] êáé ìïñöéóìïýò ìåôáîý
áõôþí óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáôçñïýí ôçí äéÜôáîç.

Èåùñïýìå ôþñá ôïõò åîÞò ìïñöéóìïýò óôçí �:
• Áí 0 ≤ i ≤ n+ 1 Ý÷ïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò:
�i : [n] → [n+ 1] ìå

�i(j) =

{
j ; j < i
j + 1 ; j ≥ i

(3.1)

äçëáäÞ äåí ðáßñíåé ôçí ôéìÞ i
êáé
• Áí 0 ≤ i ≤ n− 1 Ý÷ïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò:
�i : [n] → [n− 1] ìå

�i(j) =

{
j ; j ≤ i
j − 1 ; j > i

(3.2)

äçëáäÞ óôÝëíåé ôá i, i+ 1 óôï i.
Ðáñáôçñïýìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò �i åßíáé 1-1 êáé ïé óõíáñôÞóåéò �i åßíáé

åðß.

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò éó÷ýïõí ïé ëåãüìåíåò óõí-ìïíüðëïêåò ôáõôüôç-
ôåò:

• �j�i = �i�j−1, áí i < j
• �j�i = �i�j+1, áí i ≤ j
• �j�i = �i�j−1, áí i < j
• �j�i = ôáõôïôéêÞ, áí i = j Þ i = j + 1
• �j�i = �i−1�j, áí i > j + 1.

3.2.1 Ðñüôáóç. ÊÜèå ìïñöéóìüò á : [n] → [m] óôçí � äÝ÷åôáé ìïíáäéêÞ
ðáñáãïíôïðïßçóç á = i ◦ ð, üðïõ ð åßíáé åðß êáé i 1-1, êáé

ð = �j1�j2 :::�jt , 0 ≤ j1 < j2 < ::: < jt < n
i = �i1�i2 :::�is , 0 ≤ is < is−1 < ::: < i1 ≤ m
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Áðüäåéîç: ¸óôù j1 < j2 < ::: < jk åßíáé åêåßíá ôá óôïé÷åßá ôïõ [n] ãéá ôá
ïðïßá éó÷ýåé á(j) = a(j + 1)

êáé is < is−1 < ::: < i1 ôá óôïé÷åßá ôïõ [m] ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí åéêüíá
ôïõ á.

Ôüôå ï ìïñöéóìüò á ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìÝóù ôïõ äéáôáêôéêïý [n − t] =
[m− s] üðùò áêñéâþò áíáöÝñåôáé ðáñáðÜíù.

3.3 Ç êáôçãïñßá Simp
3.3.1 Ïñéóìüò. Èá óõìâïëßæïõìå ìå |∆k| := {(a0; a1; :::; ak) ∈ [0; 1]k+1|a0 +
a1 + :::+ak = 1}; k ≥ 0 ôïí ôïðïëïãéêü õðü÷ùñï ôïõ Rk+1 êáé áíáöåñüìáóôå
óå áõôüí ùò ôï óýìðëïêï äéÜóôáóçò k.

ÐáñáôçñÞóåéò 1) ÃåùìåôñéêÜ ôï óýìðëïêï äéÜóôáóçò 0, |∆0| ðáñéóôÜíåé
Ýíá óçìåßï, ôï óýìðëïêï äéÜóôáóçò 1, |∆1| Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï óý-
ìðëïêï äéÜóôáóçò 2, |∆2| Ýíá ôñßãùíï, ôï óýìðëïêï äéÜóôáóçò 3, |∆3| Ýíá
ôåôñÜåäñï ê.ï.ê.

Åðßóçò ôï óýíïñï ôïõ |∆k| áðïôåëåßôáé áðü ôçí Ýíùóç k + 1 óýìðëïêùí
äéÜóôáóçò k−1, ôï êáèÝíá áðü ôá ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí óõíïñéáêÞ óõíèÞêç
ái = 0; i = 0; 1; :::; k.

2) Óõìâïëßæïõìå ìå ei = (0; 0; :::0; 1; 0; :::0) ôï óçìåßï ôïõ |∆k|, üðïõ ôï
1 âñßóêåôáé óôçí i-èÝóç. ÊïñõöÝò ôïõ |∆k| êáëïýìå ôá óçìåßá e0; e1; :::; ek.

¢ñá êÜèå óçìåßï ôïõ |∆k| ãñÜöåôáé ùò:
k∑
i=0

�iei ìå
k∑
i=0

�i = 1.

3.3.2 Ïñéóìüò. Ìßá óõíÜñôçóç f : |∆k| → |∆l| êáëåßôáé áöéíéêÞ áí ãéá

êÜèå óçìåßï ôïõ |∆k| éêáíïðïéåßôáé ç ó÷Ýóç: f(
k∑
i=0

áiei) =
k∑
i=0

áif(ei).

ÔÝëïò äéáôÜóïõìå ôéò êïñõöÝò ùò åîÞò:
ei ≤ ej áí i ≤ j.

3.3.3 Ïñéóìüò. Óõìâïëßæïõìå ìå Simp ôçí õðïêáôçãïñßá åêåßíç ôçò Top,
ç ïðïßá Ý÷åé ùò áíôéêåßìåíá ôá óýìðëïêá |∆k| , k ≥ 0 êáé ìïñöéóìïýò áöéíéêÝò
óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáôçñïýí ôçí äéÜôáîç óôéò êïñõöÝò (äçëáäç áí ei ≤ ej, ôüôå
f(ei) ≤ f(ej)).

Ðáñáôçñïõìå üôé ïé ìïñöéóìïß óôçí Simp åßíáé óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý
ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

3.3.4 Ðñüôáóç. Ïé êáôçãïñßåò � êáé Simp åßíáé éóïäýíáìåò.
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Áðüäåéîç: Èåùñïõìå ôïí óõíáñôçôÞ Γ : � → Simp ìå ôçí åîÞò äñÜóç:
Óôá áíôéêåßìåíá: [n] 7→ |∆n|
Óôïõò ìïñöéóìïýò: f : [n] → [m] 7→ Γ(f) : |∆n| → |∆m|
ìå Γ(f)(

n∑
i=0

�iei) =
m∑
i=0

�ief(i)

O óõíáñôçôçò Γ üðùò ïñßóôçêå ðáñáðÜíù åßíáé ìßá éóïäõíáìßá ìåôáîý
áõôþí ôùí êáôçãïñéþí.

Óôçí êáôçãïñßá Simp Ý÷ïõìå ôçí åîÞò ÷ñÞóéìç óõëëïãÞ ìïñöéóìþí:

• n + 1 óõíáñôÞóåéò üøåùò �̃i : |∆n| → |∆n+1|, i = 0; 1; :::; n (ãéá êÜèå
n) êáé

• n − 1 óõíáñôÞóåéò åêöõëéóìïý �̃i : |∆n| → |∆n−1|, i = 0; 1; :::; n − 1
(ãéá êÜèå n),

üðïõ �̃i åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ìïíáäéêÞò ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò Rn+1 →
Rn+2 ç ïðïßá óôÝëíåé ôï ej óôï ej áí j < i êáé óôï ej+1 áí j ≥ i,

êáé �̃i åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ìïíáäéêÞò ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò Rn+1 →
Rn ç ïðïßá óôÝëíåé ôï ej óôï ej áí j ≤ i êáé óôï ej−1 áí j > i.

Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò Ý÷ïõí ôýðïõò

�̃i(
∑
i

tiei) =
∑

0≤j<i
tjej +

∑
i≤j≤n

tjej+1

�̃i(
∑
i

tiei) =
∑

0≤j≤i
tjej +

∑
i<j≤n

tjej−1

Ãéá áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò éó÷ýïõí ïé óõí-ìïíüðëïêåò ôáõôüôçôåò (ðáñÜ-
ãñáöïò 2).

ÐáñáôÞñçóç: Ìå áðëü õðïëïãéóìü ðñïêýðôåé üôé Γ(�i) = �̃i êáé Γ(�i) = �̃i,
ïðüôå ëüãù ôçò éóïäõíáìßáò ôùí êáôçãïñéþí � êáé Simp äåí èá ãßíåôáé
äéÜêñéóç ìåôáîý ôùí �i êáé �̃i üðùò êáé ìåôáîý ôùí �i êáé �̃i.

ÔÝëïò ìå âÜóç áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç å÷ïõìå êáé ôï áíÜëïãï áðïôÝëåóìá
ôçò ðñüôáóçò 3.2.2 ãéá ôçí êáôçãïñßá Simp.

3.4 Ìïíüðëïêá Óýíïëá (Simplicial Sets)
3.4.1 Ïñéóìüò. ¸íá ìïíüðëïêï óýíïëï (simplicial set) åßíáé Ýíáò óõ-
íáñôçôÞò F : �op → Set. Ìå SSet èá óõìâïëßæïõìå ôçí óõíáñôçôéêÞ êáôç-
ãïñßá [�op;Set], ìå áíôéêåßìåíá ôÝôïéïõò óõíáñôçôÝò êáé ìïñöéóìïýò öõóé-
êïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ìåôáîý áõôþí.
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• Áí F ∈ [�op;Set] êáé [n] ∈ �0, ôüôå ôï óýíïëï F ([n]) èá óõìâïëßæåôáé
ìå Fn êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ Fn èá ôá êáëïýìå n-óýìðëïêá.

• Áí [n] ∈ �0, ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò
#i : Fn → Fn−1, 0 ≤ i ≤ n êáé si : Fn → Fn+1, 0 ≤ i ≤ n
ìå #i = F (�i) êáé si = F (�i)
(üðïõ �i êáé �i åßíáé ïé ìïñöéóìïß ôçò � üðùò áõôïß ïñßóôçêáí óôçí ðá-

ñÜãñáöï 2), éêáíïðïéïýí ôéò ëåãüìåíåò ìïíüðëïêåò ôáõôüôçôåò.

äçëáäÞ:
• #é#j = #j−1#i, áí i < j
• sisj = sj+1si, áí i ≤ j
• #isj = sj−1#i, áí i < j
• #isj = ôáõôïôéêÞ, áí i = j Þ i = j + 1

• #isj = sj#i−1, áí i > j + 1

• Ïé óõíáñôÞóåéò �i êáëïýíôáé óõíáñôÞóåéò üøåùò (face maps) êáé ïé
óõíáñôÞóåéò si êáëïýíôáé óõíáñôÞóåéò åêöõëéóìïý (degeneracy maps).

ÅðéðëÝïí áí X åßíáé Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï êáé x Ýíá óýìðëïêï ôïõ X
ôüôå êÜèå åéêüíá ôïõ x áðü äñÜóåéò óõíáñôÞóåùí üøçò êáëåßôáé üøç ôïõ
x. ¼ìïéá êÜèå åéêüíá ôïõ x áðü äñÜóåéò óõíáñôÞóåùí åêöõëéóìïý êáëåßôáé
åêöõëéóìüò ôïõ x. Èåþñïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç êáìßáò äñÜóçò ôÝôïéùí óõ-
íáñôÞóåùí, ïðüôå Ý÷ïõìå üôé ôï ôõ÷áßï óýìðëïêï x åßíáé üøç êáé åêöõëéóìüò
ôïõ åáõôïý ôïõ.

ÔÝëïò åíá óýìðëïêï x êáëåßôáé ìç åêöõëéóìÝíï áí åßíáé åêöõëéóìüò ìüíï
ôïõ åáõôïý ôïõ.

ÐáñáôçñÞóåéò 1) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.2.2 êáé åðåéäÞ ï F åßíáé óõ-
íáñôçôÞò Ý÷ïõìå üôé ãíùñßæïíôáò ìüíï ôéò óõíáñôÞóåéò #i, si ìðïñïýìå íá
ãíùñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç F (á) ãéá êÜèå ìïñöéóìü á óôçí ∆.

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù ðáñáôÞñçóç Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï Ê ìðïñåß
íá åéäùèåß ùò ìßá ðáñáìåôñéêïðïéçìÝíç áðü ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéè-
ìþí ïéêïãÝíåéá óõíüëùí, åöïäéáóìÝíç ìå óõíáñôÞóåéò #q : Êq → Êq−1,
sq : Êq → Êq+1, 0 ≤ i ≤ q ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ôéò ìïíüðëïêåò éäéüôç-
ôåò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí X åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N
ïñßæïõìå Kn = homTop(|∆n|; X)(ôï óýíïëï äçëáäÞ ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞ-
óåùí áðü ôï |∆n| óôï X) êáé #i = homTop(�i; X) , si = homTop(�i; X)

2) Ãéá êÜèå óýìðëïêï x åíüò ìïíüðëïêïõ óõíüëïõ X õðÜñ÷åé Ýíá ìïíá-
äéêü ìç åêöõëéóìÝíï óýìðëïêï y ôïõ × åôóé þóôå ôï x íá åßíáé åêöõëéóìüò
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ôïõ y. ÐñÜãìáôé, äéáëÝãïõìå y ôï óýìðëïêï ìå ôçí ìéêñüôåñç äéÜóôáóç Ýôóé
þóôå ôï ôï x åßíáé åêöõëéóìüò ôïõ y. Áðü ôéò ìïíüðëïêåò ôáõôüôçôåò Ý÷ïõìå
üôé Ýíá ôÝôïéï óýìðëïêï åßíáé ìïíáäéêü êáé üôé êÜèå óýìðëïêï z ðïõ åßíáé
êáé åêöõëéóìüò ôïõ x åßíáé åêöõëéóìüò ôïõ y.

3) Áí X êáé Y äýï ìïíüðëïêá óýíïëá. Ôï ìïíüðëïêï óýíïëï X × Y ìå:

(X × Y )([n]) = X([n])× Y ([n])

åßíáé ôï ãéíüìåíï ôùí X êáé Y óôçí SSet.

3.5 ÃåùìåôñéêÞ Ðñáãìáôïðïßçóç
Áí ìå � : Simp → Top óõìâïëßóïõìå ôïí óõíáñôçôÞ ðïõ åìöõôåýåé ôçí

Simp óôçí Top, ôüôå áí óõìâïëßóïõìå ∆ = � ◦ Γ èá Ý÷ïõìå Ýíá óõíáñôçôÞ
áðü ôçí êáôçãïñßá � ðñïò ôçí óõí-ðëÞñç êáôçãïñßá Top, ïðüôå óýìöùíá ìå
ôçí åöáñìïãÞ óåë 58, Ý÷ïõìå üôé ôï ðáñáêÜôù ôñßãùíï åßíáé áíôéìåôáèåôéêü:

�
y //

∆ ""EE
EE

EE
EE

E [�op; Set]

Lany∆yyssssssssss

Top

Ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ ∆ êáôÜ ìÞêïò ôçò åìöýôåõóçò ôïõ Yoneda
Lany∆, êáëåßôáé ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïéÞóç êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå | − |.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Ç ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç äéáôçñåß óõíüñéá (ùò áñé-
óôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò óõíáñôçôÞò).
2) Áðï ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò Ý÷ïõìå üôé |hom�(−; [n])| =
|∆n|, ïðüôå õéïèåôïýìå ôïí óõìâïëéóìü ∆n = hom�(−; [n]).
3) Ãéá ôçí áíáëõôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ óõíáñôçôÞ åñìçíåýïõìå ôï áðïôÝëåóìá
ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.2:

¸óôù × Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï, ôüôå

|X| = colim{ y ↓ X � // � ∆ // Top } = colimx:∆n→X |∆(n)|:
Ôï óõíüñéï áõôü ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå åßíáé Ýíá óõíüñéï óôçí

êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí êáé åßíáé (1.1.11) ï óõíåîéóùôÞò ôïõ ðá-
ñáêÜôù äéáãñÜììáôïò:

�; � :
∐

f∈(elX)1

∆(#0f) ⇒
∐

m∈(elX)0

∆(m) ³ Coeq(�; �)
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êáé Ý÷ïõìå
∐

m∈(elX)0

∆(m) =
∐
m∈∆0

∐

�∈X(m)

∆(m) =
∐
m∈∆0

X(m)×∆(m) := X

êáé ç � äñá ôáõôïôéêÜ, äçëáäÞ �(x) = ((Xf)(�); x)
åíþ ãéá ôçí � Ý÷ïõìå: �(x) = (�; (∆f)(x))

üðïõ x ∈ ∐
f∈(elX)1

∆(#0f) êáé f : (n; �) → (m;�) ìå Xf(�) = �

Ï óõíåîéóùôÞò ðïõ øÜ÷íïõìå èá åßíáé ï ÷þñïò ðçëßêï X= ∼, üðïõ ∼ åßíáé
ç åëÜ÷éóôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ó÷åôßæåé ôá óôïé÷åßá �(x) êáé �(x). Áí
åîåéäéêåýóïõìå ãéá f = �i Ý÷ïõìå:

(#i�; x) ∼ (�; �i(x)) (1)

Ýíù ãéá f = �i Ý÷ïõìå:

(si�; x) ∼ (�; �i(x)) (2)

Èá äåßîïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñüôáóç 1.3.2 üôé ïé (1), (2) åßíáé ïé ìüíïé
áíáãêáßïé óõó÷åôéóìïß ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé, äçëáäç èá äåßîïõìå üôé ìüíï ìå ôéò
(1), (2) Ý÷ïõìå üôé ãéá ôçí ôõ÷áßá f üôé ((Xf)(�); x) ∼ (�; (∆f)(x))

ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå:

((Xf)(�); x) = (X(�i1 :::�is�j1 :::�jr)�; x)
= (sjr :::sj1#is :::#is�; x)
∼ (sjr−1:::sj1#is :::#i1�; �jrx)
∼ :::
∼ (#is :::#i1�; �j1 :::�jrx)
∼ (#is−1 :::#i1�; �is�j1 :::�jrx)
∼ :::
∼ (�; �i1 :::�is�j1 :::�jrx)
∼ (�; (∆f)(x))

4) Ï äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò óõíáñôçôÞò ôçò ãåùìåôñéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò
èá óõìâïëßæåôáé ìå Sing : Top → [�op;Set] êáé êáëåßôáé ï éäéÜæùí (sin-
gular) óõíáñôçôÞò.

Sing(D) = homTop(∆(−); D), üðïõ D åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò.
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3.6 ×þñïé Kelley
Äïèåßóáò ìßáò óõíÜñôçóçò X × Y → Z, üðïõ X; Y; Z ôïðïëïãéêïß ÷þñïé,

èá èÝëáìå íá åöïäéÜóïõìå ôï óýíïëï C(Y; Z), ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí áðü
ôï Y óôï Z, ìå ìßá ôïðïëïãßá Ýôóé þóôå ç f íá åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíï áí
ç (ðñïóáñôçìÝíç) óõíÜñôçóç

f̃ : X → C(Y; Z); f̃(x)(y) = f(x; y)

åßíáé óõíå÷Þò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá èá èÝëáìå ìßá ïìïôïðßá f : I × Y → Z íá áíôéóôïé÷åß óå Ýíá
ìïíïðÜôé f̃ : I → C(Y; Z) áðü óõíáñôÞóåéò.
¼ìùò ìßá ôÝôïéá ôïðïëïãßá óôï óýíïëï C(Y; Z) äåí åßíáé åöéêôÞ, áêüìá êáé
ãéá Hausdor� ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Ç êáôçãïñßá ôùí ÷þñùí Kelley ìáò
ðáñÝ÷åé Ýíá ðëáßóéï ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá êÜíïõìå ôÝôïéåò êáôáóêåõÝò.

3.6.1 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò × êáëåßôáé óõìðáãþò ãåííþ-
ìåíïò, áí ãéá ïðïéïäÞðïôå õðïóõíïëü ôïõ A ðïõ ôÝìíåé êÜèå óõìðáãÝò õðï-
óýíïëï ôïõ X óå Ýíá êëåéóôü óýíïëï åßíáé êáé ôï ßäéï êëåéóôü. ÄçëáäÞ áí
A ∩ C=êëåéóôü, ãéá êÜèå C óõìðáãÝò, ôüôå Á êëåéóôü.

¸íáò óõìðáãþò ãåííþìåíïò ÷þñïò ðïõ åßíáé êáé Hausdor� èá ëÝãåôáé
Kelley ÷þñïò.

-Ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí ÷þñùí åßíáé ïé ìåôñéêïðïéÞóéìïé ÷þñïé êáé ïé ôïðéêÜ
óõìðáãåßò Hausdor� ÷þñïé (êáôÜ óõíÝðåéá êáé ïé óõìðáãåßò ÷þñïé Haus-
dor�).

3.6.2 Ïñéóìüò. Ìå CGHaus (Þ Ê) èá óõìâïëßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ðïõ
Ý÷åé ãéá áíôéêåßìåíá üëïõò ôïõò ÷þñïõò Kelley êáé ìïñöéóìïýò ôéò óõíå÷åßò
áðåéêïíßóåéò ìåôáîý áõôþí.

3.6.3 Ðñüôáóç. CGHaus åßíáé ìßá ðëÞñçò, óõíáíáêëáóôéêÞ õðïêáôçãïñßá
ôçò Haus.

Áðüäåéîç: Ç CGHaus åßíáé ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôçò Haus åî'ïñéóìïý.
¸óôù Y Ýíáò Hausdor� ÷þñïò. Ïñßæïõìå ôïí ÷þñï KY (Kelly�cation ôïõ
Y ) ùò åîÞò:
¸÷åé ôï ßäéï õðïêåßìåíï óýíïëï ìå ôïí Y (äçëáäÞ ôá ßäéá óçìåßá) êáé
A ⊆ KY (A ⊆ Y ) èá åßíáé êëåéóôü óôïí KY , áí êáé ìüíï áí ôï A ∩ C åßíáé
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ Y ãéá üëá ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá, C ⊆ Y .

Ï KY åßíáé ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé åðéðëÝïí éó÷ýïõí:
1) Áí F åßíáé Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ Y ôüôå F åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï
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ôïõ KY (ãéáôß óå Hausdor� ÷þñïõò ç ôïìÞ åíüò êëåéóôïý ìå óõìðáãÝò åßíáé
êëåéóôü óýíïëï). ¢ñá êáé ôá áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïõ Y åßíáé áíïéêôÜ óôïí
KY
2) ¢ìåóç óõíÝðåéá åßíáé üôé áí C åßíáé Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ KY ,
ôüôå ôï C åßíáé óõìðáãÝò óôïí Y êáé üôé ï KY åßíáé Hausdor� ÷þñïò.
ÐñÜãìáôé, Ýóôù C ⊆ ⋃

i∈I Gi üðïõ Gi; i ∈ I åßíáé áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïõ
Y . Óýìöùíá ôþñá ìå ôçí 1, ôá Gi; i ∈ I åßíáé êáé áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïõ
KY .¼ìùò ôï C åßíáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ KY , ïðüôå C ⊆ Gi1 ∪Gi2 ∪
:::Gik , i1; i2; :::ik ∈ I.
3) Áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ÷þñïõ KY , Ý÷ïõìå üôé åßíáé óõìðáãþò ãåííþìåíïò
÷þñïò (Üñá êáé Kelley ÷þñïò óýìöþíá ìå ôï 2).
4) Áðü ôï 1 Ý÷ïõìå üôé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç "Y : Y → KY åßíáé óõíå÷Þò.
5) ÊÜèå óõíå÷Þò óõíÜñôçóç f : X → Y üðïõ X åßíáé Ýíáò Kelley ÷þñïò
ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìïíïóÞìáíôá ùò åîÞò:

KY
�Y // Y

X

f ′
OO

f
<<xxxxxxxx

üðïõ f ′ : X → KY åßíáé ç ßäéá óõíÜñôçóç ìå ôçí f êáé åßíáé óõíå÷Þò åðåéäÞ
ï X åßíáé óõìðáãþò ãåííþìåíïò (äåò ÐáñáôÞñçóç 1, ðáñáêÜôù).

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ï óõíáñôçôÞò K : Haus → CGHaus ,
(Y 7→ KY ) åßíáé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíïò ôçò åìöýôåõóçò CGHaus ,→ Haus
êáé ç óõí-ìïíÜäá ôçò ðñïóÜñôçóçò åßíáé ç " : i◦K ⇒ 1Haus ìå óõíôåôáãìÝíåò
"Y : KY → Y üðùò ïñßóôçêå ðáñáðÜíù. ¤

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Áí X åßíáé Ýíáò Kelley ÷þñïò, Y Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þ-
ñïò êáé f : X → Y åßíáé ìßá óõíáñôçóç, ôüôå ç f èá åßíáé óõíå÷Þò áí ï
ðåñéïñéóìüò ôçò f óôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X, f|C : C → Y åßíáé óõíå÷Þò
ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X.
ÐñÜãìáôé, Ýóôù F Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ Y . Áí C åßíáé Ýíá óõìðá-
ãÝò õðïóýíïëï ôïõ X, èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç: f|C : C → Y . Ôï óýíïëï
f−1
|C (F ) = f−1(F ) ∩ C åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ õðü÷ùñïõ C. Óõíåðþò
f−1(F ) ∩ C = A ∩ C, üðïõ ôï A åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X, êáé åðåéäÞ
ôï C åßíáé óõìðáãÝò, Ý÷ïõìå üôé ôï A ∩ C åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ × .
¢ñá ãéá ôï ôõ÷áßï óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ × ôï óýíïëï f−1(F ) ∩ C, åßíáé
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ × êáé åðåéäÞ ï X åßíáé ÷þñïò Kelley, ôï f−1(F ) åßíáé
êëåéóôü óôïí X.

2) Áðïäåéêíýåôáé üôé ïé ïìïôïðéêÝò ïìÜäåò ôùí ÷þñùí Y êáé KY åßíáé ïé
ßäéåò.
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3.6.4 Ðñüôáóç. Ç êáôçãïñßá CGHaus åßíáé ðëÞñçò êáé óõí-ðëÞñçò.

Áðüäåéîç: Ç êáôçãïñßá Haus åßíáé ðëÞñçò êáé óõí-ðëÞñçò. Áðü ôçí
ðáñáôÞñçóç óåëßäá 13, Ý÷ïõìå üôé êáé ç CGHaus ùò óõíáíáêëáóôéêÞ õðï-
êáôçãïñßá ôçò Haus èá åßíáé ðëÞñçò êáé óõí-ðëÞñçò. Ôï óõíüñéï åíüò äéá-
ãñÜììáôïò óôçí CGHaus åßíáé ôï ßäéï ìå ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò áí
áõôü åéäùèåß ùò Ýíá äéÜãñáììá óôçí Haus. Ãéá ôï üñéï ôþñá åíüò äéáãñÜììá-
ôïò óôçí CGHaus, õðïëïãßæïõìå ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí Haus êáé
óôçí óõíÝ÷åéá ç äñÜóç ôïõ óõíáñôçôÞ K, ìáò äßíåé ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò
óôçí CGHaus.
Ðéï, óõãêåêñéìÝíá áí X êáé Y åßíáé äýï áíôéêåßìåíá óôçí CGHaus ôüôå:

X¤Y =: X ×CGHaus Y = K(X ×Haus Y )

Ãéá ôïí åîéóùôÞ ôþñá åíüò ðáñÜëëçëïõ æåýãïõò ìïñöéóìþí óôçí CGHaus
Ý÷ïõìå üôé ï åîéóùôÞò áõôïý ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí Haus åßíáé ï åîéóùôÞò
ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí CGHaus (÷ùñßò äçëáäÞ íá äñÜóåé ï óõíáñôçôÞò K).
ÐñÜãìáôé, Ýóôù f; g : X ⇒ Y Ýíá ðáñÜëëçëï æåýãïò ìïñöéóìþí óôçí CGHaus,
êáé e : Z → X ï åîéóùôÞò óôçí Haus, üðïõ Z = {x ∈ X|f(x) = g(x)} ⊆ X.
ÅðåéäÞ ï X åßíáé Hausdor� ÷þñïò ôï Z åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï áõôïý. Èá
äåßîïõìå üôé Z ∈ (CGHaus)0.
¸óôù A ⊆ Z ìå ôçí éäéüôçôá üôé ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï C ôïõ Z
éó÷ýåé üôé ôï A ∩ C åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ Z. ÅðåéäÞ üìùò Z åßíáé
õðü÷ùñïò ôïõ X, Ý÷ïõìå üôé A ∩ C = B ∩ Z, üðïõ ôï Â åßíáé Ýíá êëåéóôü
õðïóýíïëï ôïõ X, êáé åðåéäÞ ôï Z åßíáé êëåéóôü óôïí × Ý÷ïõìå üôé ôï A∩C
åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ Z, Üñá êáé
ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X. ¼ìùò ï X åßíáé óõìðáãþò ãåííþìåíïò
÷þñïò, Üñá ôï A åßíáé êëåéóôü óôï X. Óõíåðþò A = A ∩ Z êëåéóôü óôï Z.

3.6.5 Ïñéóìüò. Áí×;Õ åßíáé ÷þñïé Hausdor�, ôüôå óõìâïëßæïõìå ìå C(X;Y )
ôïí ÷þñï ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí X → Y , åöïäéáóìÝíï ìå ôçí óõìðáãÞ-
áíïéêôÞ (compact-open) ôïðïëïãßá ç ïðoßá oñßæåôáé ùò åîçò: Áí A åßíáé
Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïõ X êáé U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Y , èåù-
ñïýìå ôï óýíïëï N(A;U) ôùí f ∈ C(X;Y ) ìå f(A) ⊆ U . Ç óõëïãÞ ïëùí
áõôþí ôùí óõíüëùí áðïôåëåß ôçí õðïâÜóç ãéá ôçí ôïðïëïãßá áõôÞ.

ÐáñáôÞñçóç: ÕðÜñ÷ïõí ðáñáäåßãìáôá ôá ïðïßá äåß÷íïõí üôé ìðïñåß ïé ÷þ-
ñïé X;Y íá áíÞêïõí óôçí CGHaus áëëÜ ï ÷þñïò C(X;Y ) ü÷é. Óõíåðþò
èá ðñÝðåé âñïýìå Üëëï ôñüðï (áðï áõôüí ôçò ãåíßêåõóçò) ãéá íá ïñßóïõìå ôá
åêèåôéêÜ áíôéêåßìåíá óôçí CGHaus, êáé ï ôñüðïò áõôüò èá åßíáé íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôïí óõíáñôçôÞ Ê .
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3.6.6 Ðñüôáóç. CGHaus åßíáé ìßá êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ êáôçãïñßá.

Áðüäåéîç: Áí X; Y åßíáé Kelley ÷þñïé, ïñßæïõìå XY = K(C(Y;X)) êáé
e : XY¤Y → X ôçí óõíÜñôçóç áðïôßìçóçò ùò åîÞò:

< f; y > 7→ f(y). Èá äåßîïõìå üôé ç e åßíáé óõíå÷Þò. ¼ìùò óýìöùíá ìå
ôçí ðáñáôÞñçóç 4 áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç e : XY × Y → X åßíáé óõíå÷Þò
óôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ XY × Y , äçëáäÞ áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé
óõíå÷Þò óå êÜèå óýíïëï ôçò ìïñöÞò D × C, üðïõ D åßíáé óõìðáãÝò óôïí
C(X; Y ) êáé C åßíáé óõìðáãÝò óôïí Y .
Èåùñïýìå Ýíá < f; y >∈ D × C, êáé Ýóôù U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï e(< f; y >) = f(y). Áöïý ç f : Y → X åßíáé óõíå÷Þò, õðÜñ÷åé
ìßá ðåñéï÷Þ M ôïõ y óôï C ôÝôïéá þóôå f(M) ⊆ U . ÁëëÜ N(M;U) åßíáé Ýíá
óýíïëï ôçò õðïâÜóçò ãéá ôïí C(Y;X) êáé [N(M;U)∩D]×M åßíáé áíïéêôü
õðïóýíïëï ôïõ D×C, ðåñéÝ÷åé ôï < f; y >, êáé e([N(M;U) ∩D] ⊆ U . ¢ñá
ç e åßíáé óõíå÷Þò.

ÌÝíåé íá áðïäåßîïõìå ôçí êáèïëéêüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò e. ¸óôù ëïéðüí
ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç h : Z¤Y → X óôçí êáôçãïñßá CGHauss. Óôçí
óõíÝ÷åéá èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç k : Z → Set(X; Y ), üðïõ k = h], äçëáäÞ
(k(z))(y) = h(z; y), ãéá üëá ôá z ∈ Z êáé y ∈ Y . Áðïäåéêíýåôáé (äåò [ML]
óåë.187), üôé ç óõíÜñôçóç k(z) : Y → X åßíáé óõíå÷Þò, Üñá k(z) ∈ XY .
ÅðéðëÝïí áðïäåéêíýåôáé üôé ç óõíÜñôçóç Z → XY ìå z 7→ k(z) åßíáé óõíå÷Þò.

Ôþñá åðåéäÞ ç Set åßíáé êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ êáôçãïñßá Ý÷ïõìå ôï ðáñá-
êÜôù áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá óôçí Set

XY¤Y e // X

Z¤Y
k¤1Y

OO

h

::uuuuuuuuu

êáé áöïõ ç k åßíáé óõíå÷Þò, å÷ïýìå ôçí êáèïëéêüôçôá ôçò e êáé óõíåðþò
Ý÷ïõìå ôçí ðñïóÜñôçóç:

homCGHaus(Z¤Y;X) ∼= homCGHaus(Z;XY ):

ÐáñáôÞñçóç: Ç ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ∆n (äçëáäÞ ôï óýìðëïêï
äéÜóôáóçò n), åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò Hausdor� ÷þñïò Üñá åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï
ôçò êáôçãïñßáò K, êáé áöïý ç K åßíáé óõí-ðëÞñçò (Þ áëëéùò, ç K åßíáé êëåéóôÞ
ùò ðñïò ôá óõíüñéá óôçí Top) óõìðåñáßíïõìå üôé ç ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôï-
ðïßçóç ìðïñåß íá åéäùèåß ùò Ýíáò óõíáñôçôÞò óôçí K.
ÅðéðëÝïí óõìöþíá ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ óõíáñôçôÞ áõôïý áðïäåéêíýåôáé üôé
áí X Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï ôüôå ï ÷þñïò |X| åßíáé Ýíá CW-complex.
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ËÞììá Ï \öõóéêüò" ìïñöéóìüò |∆m ×SSet ∆n| → |∆m| ×K |∆n| åßíáé Ýíáò
ïìïéïìïñöéóìüò (äçëáäÞ éóïìïñöéóìüò óôçí K).

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý ëÞììáôïò äåò [Ho] (ëÞììá 3.1.8 óåë. 77).

ËÞììá: Áí X åßíáé Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï êáé m ≥ 0, ôüôå ï öõóéêüò
ìïñöéóìüò |X ×∆m| → |X| × |∆m| åßíáé éóïìïñöéóìüò (óôç K).

Áðüäåéîç: ÃñÜöïõìå ôïX ùò óõíüñéï áíáðáñáóôÜóéìùí, X = colimx:∆n→X∆n

êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõìâáôüôçôá ôïõ ãéíïìÝíïõ ìå óõíüñéá ðñïäñáãìÜ-
ôùí êáé ôï ãåãïíüò üôé ï óõíáñôçôÞò ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ùò áñéóôåñÜ
ðñïóáñôçìÝíïò äéáôçñåß óõíüñéá, Ý÷ïõìå óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç:

|X ×∆n| ∼= |(colimx:∆n→X∆n)×∆m|
∼= |colimx:∆n→X(∆n ×∆m)|
∼= colimx:∆n→X(|∆n ×∆m|)
∼= colimx:∆n→X(|∆n| × |∆m|)
∼= (colimx:∆n→X |∆n|)× |∆m|
∼= |X| × |∆m|

üðïõ ï ðñïôåëåõôáßïò éóïìïñöéóìüò äéêáéïëïãåßôáé áðü ôï üôé ï óõíáñôçôÞò
(−)× Y åßíáé áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïò (ôïõ (−)Õ ), Üñá äéáôçñåß óõíüñéá.

3.6.7 Ðñüôáóç. ¸óôù × êáé Y äýï ìïíüðëïêá óýíïëá. Ôüôå |X × Y | ∼=
|X| × |Y |

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå:

|X × Y | ∼= |(colimx:∆n→X∆n)× Y |
∼= |colimx:∆n→X(∆n × Y )|
∼= colimx:∆n→X |∆n × Y )|
∼= colimx:∆n→X(|∆n| × |Y |)
∼= (colimx:∆n→X |∆n|)× |Y |
∼= |X| × |Y |

ÐáñáôÞñçóç: Ôï óýìâïëï × óôçí ðñþôç éóïäõíáìßá äçëþíåé ôï ãéíüìåíï
óôçí êáôçãïñßá SSet, åíþ óôçí ôåëåõôáßá éóïäõíáìßá äçëþíåé ôï ãéíüìåíï
óôçí K.

3.6.8 Ðñüôáóç. Ï óõíáñôçôÞò ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç äéáôçñåß åîéóù-
ôÝò.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò äåò [Ho] (ëÞììá 3.2.4 óåë. 80).
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ÐáñáôÞñçóç: Áðü ôéò ðñïôÜóåéò 3.6.7, 3.6.8 êáé ôï èåþñçìá 1.1.10 Ý÷ïõìå
üôé ï óõíáñôçôÞò ãåùìåôñéêÞ ðáñáãìáôïðïßçóç èá äéáôçñåß üëá ôá ðåðåñá-
óìÝíá üñéá.

3.6.9 Ïñéóìüò. Ìßá ìïíüðëïêç ïìïôïðßá ìåôáîý äýï ìïñöéóìþí f; g :
X ⇒ Y áíÜìåóá óå ìïíüðëïêá óýíïëá åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò h : X×∆1 → Y ,
Ýôóé þóôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá íá áíôéìåôáôßèåôáé

X
i0 //

f $$JJJJJJJJJJ X ×∆1

h
²²

X
g

zztttttttttt

i1oo

Y

üðïõ i0; i1 åßíáé ïé ìïñöéóìïß (öõóéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß) ðïõ åðÜãïíôáé áðï
ôïõò äýï ìïñöéóìïýò ∆0 ⇒ ∆1. Ïé äýï ìïñöéóìïß êáëïýíôáé ïìïôïðéêïß.

3.6.10 Ðñüôáóç. Áí ïé f; g åßíáé ïìïôïðéêïß ìïñöéóìïß ìåôáîý ìïíüðëïêùí
óõíüëùí, ôüôå ïé |f |; |g| åßíáé ïìïôïðéêÝò óõíáñôÞóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí
÷þñùí.

Áðüäåéîç: ¸óôù f; g : X ⇒ Y äýï óõíáñôÞóåéò ìåôáîý ìïíüðëïêùí óõ-
íüëùí Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý íá áíôéìåôáôßèåôáé.
¼ìùò ç ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç åßíáé óõíáñôçôÞò êáé óýìöùíá êáé ìå
ôï ðáñáðÜíù ëÞììá Ý÷ïõìå üôé ôï äéÜãñáììá

|X| i0//

|f | %%KKKKKKKKKKK |X| × |∆1|
|h|

²²

|X|
|g|

yysssssssssss

i1oo

|Y |
áíôéìåôáôßèåôáé. ÔÝëïò ðáñáôçñþíôáò üôé: |∆1| ∼= [0; 1] Ý÷ïõìå üôé |f | êáé |g|
åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìåò óõíáñôÞóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.
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Óôï êåöÜëáéï áõôü èá äïýìå üôé ç êáôçãïñßá SSet áðïêôÜ ôçí äïìÞ
êáôçãïñßáò ìïíôÝëï, ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí ôñéþí êëÜóåùí ìïñöéóìþí
(áóèåíåßò éóïäõíáìßåò, íçìáôþóåéò, óõííçìáôþóåéò) êáé åðéðëÝïí ðùò áõôÞ
ùò êáôçãïñßá ìïíôÝëï óõíäÝåôáé ìå ôçí êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

4.1 Kan íçìáôþóåéò
4.1.1 Ïñéóìüò. Óôçí êáôçãïñßá SSet èåùñïýìå ôá åîÞò óýíïëá:

• ∆n
i ; 0 ≤ i ≤ n, åßíáé åêåßíï ôï õðïìïíüðëïêï óýíïëï ôïõ ∆n, ãéá ôï

ïðïßï éó÷ýåé: ∆n
i (n− 1) = {n− 1 → n} − {�i : n− 1 → n}

êáé
• Λn

k =
⋃
i6=k ∆n

i

4.1.2 Ïñéóìüò. Áí M;N åßíáé äýï ìïíüðëïêá óýíïëá, ôüôå Ýíáò ìïñöéóìüò
p : M → N êáëåßôáé Kan íçìÜôùóç, áí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò äåîéÜò áíýøù-
óçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå åìöýôåõóç ink : Λn

k ,→ ∆n, n > 0, 0 ≤ k ≤ n. ÄçëáäÞ
ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï

Λn
k

g //

ink
²²

Ì
p

²²
∆n

v
// N

õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ h : ∆n →M , Ýôóé þóôå ôá äýï ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé
íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ.
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Λn
k

u //

ink
²²

Ì
p

²²
∆n

v
//

h
<<

N

ÐáñáôÞñçóç: Áí N = ∆0, ôüôå åðåéäÞ ôï ∆0 åßíáé ôåëéêü áíôéêåßìåíï óôçí
SSet, Ý÷ïõìå üôé ï (ìïíáäéêüò) ìïñöéóìüò p : M → ∆0 åßíáé Kan íçìÜôùóç
áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå ink , n > 0, 0 ≤ k ≤ n êáé ãéá êÜèå ìïñöéóìü
g : Λn

k → M õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò h : ∆n → M Ýôóé þóôå ôï ðáñáêÜôù
ôñßãùíï íá ãßíåôáé áíôéìåôáèåôéêü

Λn
k

ink //

g
!!CC

CC
CC

CC
∆n

h}}
M

(Ôï Üëëï ôñßãùíï ðïõ Ý÷ïõìå óôïí ïñéóìü åßíáé ôåôñéìÝíá áíôéìåôáèåôéêü,
ãéáôß ôï ∆0 åßíáé ôåëéêü áíôéêåßìåíï). ÔÝôïéá ìïíüðëïêá óýíïëá (ãéá ôá
ïðïßá ï ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ðñïò ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï åßíáé Kan íçìÜôùóç)
êáëïýíôáé óõìðëÝãìáôá Kan (Kan complexes).

4.1.3 Ïñéóìüò. ¸íáò ìïñöéóìüò f : A → B ìåôáîý ìïíüðëïêùí óõíüëùí
êáëåßôáé áíþäõíç åðÝêôáóç (anodyne extension), áí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò
áñéóôåñÞò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå Kan íçìÜôùóç, äçëáäÞ áí p : M → N
åßíáé Kan íçìÜôùóç êáé ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

A u //

f
²²

Ì
p

²²
B v

// N;

ôüôå õðÜñ÷åé h : B → M Ýôóé þóôå ôá äýï ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé íá
åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ.

A u //

f
²²

Ì
p

²²
B v //

h
==

N

4.1.4 Ïñéóìüò. ¸íáò ìïñöéóìüò f ∈ (SSet)1 êáëåßôáé áóèåíÞò ïìïôïðéêÞ
éóïäõíáìßá áí ç ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïéçóÞ ôïõ, |f | ∈ K åßíáé ïìïôïðéêÞ
éóïäõíáìßá.
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Ïé Kan íçìáôþóåéò åßíáé ïé ìïñöéóìïß ðïõ èá ðáßîïõí ôï ñïëï ôùí íçìá-
ôþóåùí êáé ïé áíþäõíåò åðåêôÜóåéò ôùí áêõêëéêþí óõííçìáôþóåùí ãéá ôçí
äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ðïõ èÝëïõìå ãéá ôçí SSet.

4.2 ÐñïóéôÝò êáôçãïñßåò
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äïýìå êÜðïéá óôïé÷åßá ãéá ôéò ðñïóéôÝò êáôçãï-

ñßåò êáèþò êáé Ýíá èåþñçìá ðïõ ïöåßëåôáé óôïí J. Rosick�y [R] êáé áðïôåëåß
ãåíßêåõóç åíüò êëáóéêïý åðé÷åéñÞìáôïò óôçí ïìïôïðéêÞ èåùñßá, ôï ïðïßï öÝ-
ñåé ôï üíïìá \small object argument". Óôï áðïôÝëåóìá áõôü èá âáóéóôïýìå
ãéá íá äåßîïõìå üôé ç êáôçãïñßá SSet åßíáé êáôçãïñßá ìïíôÝëï.

4.2.1 Ïñéóìüò. ¸íá áíôéêåßìåíïK ìßáò êáôçãïñßáòK êáëåßôáé �-ðáñïõóéÜ-
óéìï, üðïõ � Ýíáò êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò, áí ï hom-óõíáñôçôÞò homK(K;−)
äéáôçñåß �-êáôåõèõíüìåíá óõíüñéá.

4.2.2 Ïñéóìüò. Ìßá êáôçãïñßá K êáëåßôáé �-ðñïóéôÞ áí:
1) K Ý÷åé �-êáôåõèõíüìåíá óõíüñéá,
2) Óôçí K õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï A ðïõ áðïôåëåßôáé áðü �-ðáñïõóéÜóéìá

áíôéêåßìåíá, Ýôóé þóôå êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò K íá åßíáé Ýíá �-êáôåõèõíüìåíï
óõíüñéï áíôéêåéìÝíùí ôïõ A.

Áí åðéðëÝïí ç êáôçãïñßá K åßíáé óõí-ðëÞñçò, ôüôå èá ëÝìå üôé ç K åßíáé
ôïðéêÜ �-ðáñïõóéÜóéìç.

Ìßá êáôçãïñßá K èá ëÝãåôáé ðñïóéôÞ áí åßíáé �-ðñïóéôÞ ãéá êÜðïéï êá-
íïíéêü ðëçèÜñéèìï �, êáé èá ëÝãåôáé ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìç áí åßíáé ôïðéêÜ
�-ðáñïõóéÜóéìç ãéá êÜðïéï êáíïíéêü ðëçèÜñéèìï �.

Ðáñáäåßãìáôá 1) Ç êáôçãïñßá SSet åßíáé ℵ0-ðñïóéôÞ. Ôï óýíïëï A ðå-
ñéÝ÷åé áíôéêåßìåíá ðïõ åßíáé ðåðåñáóìÝíá óõíüñéá áðü ìïíüðëïêá óýíïëá ôçò
ìïñöÞò ∆n; n ≥ 0 (äåò [AR]).

2) Ç êáôçãïñßá SSet ↓ N , üðïõ ôï N åßíáé Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï åßíáé
ℵ0-ðñïóéôÞ. Ôï óýíïëï A ðåñéÝ÷åé ìïñöéóìïýò f : Á → N , üðïõ A åßíáé
ℵ0-ðáñïõóéÜóéìï áíôéêåßìåíï óôçí SSet.
Êáé ïé äýï ðáñáðÜíù êáôçãïñßåò SSet êáé SSet ↓ N åßíáé óõí-ðëÞñåéò êáôç-
ãïñßåò.

4.2.3 Ïñéóìüò. Áí H åßíáé ìßá êëÜóç ìïñöéóìþí ìßáò êáôçãïñßáò èåùñïýìå
ôá åîÞò óýíïëá:
H¤ = {g|g Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò äåîéÜò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå f ∈ H}.
¤H = {f |f Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò áñéóôåñÞò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå
g ∈ H}.
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4.2.4 Ïñéóìüò. ¸óôù H ìßá ïðïéáäÞðïôå êëÜóç ìïñöéóìþí óå ìßá óõí-
ðëÞñç êáôçãïñßá K. Ç êëÜóç H èá ëÝãåôáé êïñåóìÝíç (saturated) áí:

1) Áí ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï:

X
� //

²²

Y

²²
X ′

�
// Y ′;

åßíáé äéÜãñáììá åîþèçóçò êáé � áíÞêåé óôçí H, ôüôå êáé � áíÞêåé óôçí H.
2) Áí f : A → B êáé g : B → C åßíáé äýï ìïñöéóìïß ðïõ áíÞêïõí óôçí

H, ôüôå êáé ç óýíèåóç ôïõò g ◦ f : A→ C áíÞêåé óôçí H.
3) Áí

A1

�1;2 // A2
// ::: // Ai

�i;i+1// Ai+1
// ::: // colimi∈IAi

åßíáé Ýíá êáôåõèõíüìåíï óõíüñéï óôçí C êáé ãéá êÜèå i ïé ìïñöéóìïß �i;i+1

áíÞêïõí óôçí H, ôüôå êáé ï ìïñöéóìüò êÜèå áíôéêåéìÝíïõ Ai ðñïò ôï óõíüñéï
Ai → colimi∈IAi, áíÞêåé êáé áõôüò óôçí H.

4.2.5 Ðñüôáóç. Áí ïé êëÜóåéò Hi; i ∈ I åßíáé êïñåóìÝíåò ôüôå êáé ç êëÜóç⋂
i∈I Hi åßíáé.

4.2.6 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå óýíïëï ìïñöéóìþí H õðÜñ÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï óý-
íïëï ìïñöéóìþí H̄ (ï êïñåóìüò ôïõ H) ðïõ åßíáé êïñåóìÝíï êáé H ⊆ H̄

ÐáñáôÞñçóç: Ï êïñåóìüò H̄ ôïõH åßíáé ôï óýíïëï:
⋃
�H�, � äéáôáêôéêüò,

üðïõ H0 = H êáé H�+1 åßíáé ôï óýíïëï H� ìáæß ìå:
1) Ôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí � : X ′ → Y ′, üðïõ � : X ′ → Y ′ åßíáé

ìïñöéóìüò óå äéÜãñáììá åîþèçóçò

X
� //

²²

Y

²²
X ′

�
// Y ′;

;

ìå � ∈ H�:
2) Ôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí g ◦ f : A → C, üðïõ f : A → B êáé

g : B → C áíÞêïõí óôï H�.
3) Ôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí �i : Ai → colimi∈IAi, üðïõ

A1

�1;2 // A2
// ::: // Ai

�i;i+1// Ai+1
// ::: // colimi∈IAi
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åßíáé êáôåõèõíüìåíï óõíüñéï êáé ïé ìïñöéóìïß �i;i+1 : Ai → Ai+1 áíÞêïõí
óôï H�.

ÔÝëïò áí � åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, ôüôå H� =
⋃
�<�H�. Áí ç K åßíáé

ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìç êáé ç êëÜóç H åßíáé óýíïëï, ôüôå ç ðáñáðÜíù åðáíáëç-
ðôéêÞ äéáäéêáóßá ôåñìáôßæåé (äçëáäÞ, õðÜñ÷åé Ýíáò äéáôáêôéêüò � ôÝôïéïò þóôå
H�+1 = H�). Åéäéêüôåñá áõôü óõìâáßíåé üôáí ïé ìïñöéóìïß ôçò H Ý÷ïõí ðåäßï
êáé óõí-ðåäßï ðïõ áíÞêïõí óôï óýíïëï ôùí (�-ðáñïõóéÜóéìùí, ãéá êÜðïéï �)
ãåííçôüñùí ôçò K.

4.2.7 Ðñüôáóç. Ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ìïñöéóìþí H, éó÷ýåé üôé:

H̄ ⊆ ¤(H¤)

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå (õðåñðåðåñáóìÝíç) åðáãùãÞ. Ðñïöáíþò
H0 = H ⊆ ¤(H¤). Óôçí óõíÝ÷åéá äåß÷íïõìå üôé áí f ∈ H�+1 êáé H� ⊆
¤(H¤), ôüôå f ∈ ¤(H¤). Äéáêñßíïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
Ðåñßðôùóç 1: f åßíáé åîþèçóç åíüò h ∈ H�

X h //

²²

Y

²²
X ′ f // Y ′;

;

Ðåñßðôùóç 2: f = g ◦ h, üðïõ g êáé h ìïñöéóìïß óôï H�.
Ðåñßðôùóç 3: f : Ai → colimi∈IAi, üðïõ

A1

�1;2 // A2
// ::: // Ai

�i;i+1// Ai+1
// ::: // colimi∈IAi

åßíáé êáôåõèõíüìåíï óõíïñßï êáé ïé ìïñöéóìïß �i;i+1 : Ai → Ai+1 áíÞêïõí
óôçí H�.

Áðïäåéêíýïõìå ôçí ðåñßðôùóç 1) êáé ïé Üëëåò äýï áðïäåéêíýïíôáé ðáñü-
ìïéá.
¸óôù ëïéðüí üôé ï f åßíáé åîþèçóç åíüò h ∈ H�, óõíåðþò áðü ôçí õðüèåóç
ôçò åðáãùãÞò h ∈ ¤(H¤). Äåß÷íïõìå üôé f ∈ ¤(H¤).
¸óôù ëïéðüí g ∈ H¤. Èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï.

X ′ f //

ë2
²²

Y ′

k2
²²

X ′′
g

// Y ′′
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Áíáæçôïýìå Ýíá ìïñöéóìü ' : Y ′ → X ′′, Ýôóé þóôå g ◦ ' = k2 êáé ' ◦ f = ë2.
Èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá:

X h //

ë1
²²

Y
k1

²²

¦¦

X ′ f //

ë2
²²

Y ′

k2
²²

X ′′
g

// Y ′′

Ôï åîùôåñéêü ôåôñÜãùíï åßíáé áíôéìåôáèåôéêü (áöïý ôá äýï åóùôåñéêÜ åßíáé),
ïðüôå áöïý h ∈ ¤(H¤) êáé g ∈ H¤, èá õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò k : Y → X ′′,
Ýôóé þóôå k ◦ h = ë2 ◦ ë1 êáé g ◦ k = k2 ◦ k1.
Áöïý k ◦ h = ë2 ◦ ë1 : X → X ′′, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçò êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò
åîþèçóçò, èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ' : Y ′ → X ′′, Ýôóé þóôå '◦k1 = k
êáé ' ◦ f = ë2. ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé: g ◦ ' = k2.
ÅðåéäÞ ôþñá, g ◦ k ◦ h = g ◦ ë2 ◦ ë1 : X → Y ′′ (ãéáôß k ◦ h = ë2 ◦ ë1), ðÜëé
áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò åîþèçóçò, èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò:
y : Y ′ → Y ′′, Ýôóé þóôå y ◦ k1 = g ◦ k êáé y ◦ f = g ◦ ë2. ¼ìùò ïé ìïñöéóìïß
k2; g◦� ðëçñïýí áõôÝò ôéò ðñïõðïèÝóåéò, Üñá ëüãù ôçò ìïíáäéêüôçôáò Ý÷ïõìå
üôé: g ◦ ' = k2.

Ïìïßùò, áí o � åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò êáé ãéá êÜèå � < � Ý÷ïõìå üôé
H� ⊆ ¤(H¤), áðïäåéêíýåôáé üôé áí f ∈ H�, ôüôå èá åßíáé êáé f ∈ ¤(H¤).

4.2.8 Ïñéóìüò. ¸óôù H ìßá êëÜóç ìïñöéóìþí óå ìßá êáôçãïñßá C. ¸íá
áíôéêåßìåíï Ì ôçò C êáëåßôáé H-åíñéðôéêü, áí ãéá êÜèå ìïñöéóìü f : A→ B
óôçí H êáé êÜèå ìïñöéóìü g : A → M , õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò h : B → M
Ýôóé þóôå hf = g.

A
f //

g
!!DD

DD
DD

DD
B

h}}
M

Ðáñáäåßãìáôá: 1) Ôá óõìðëÝãìáôá Kan åßíáéH-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá óôçí
SSet, áí ùò H èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï ôùí áíþäõíùí åðåêôÜóåùí.
ÐáñáôÞñçóç: Áí èåùñÞóïõìå ùò H ôéò åìöõôÝõóåéò ink : Λn

k ,→ ∆n, ôüôå ðÜëé
ôá óõìðëÝãìáôá Kan áðïôåëïýí ôá H-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá ãéá ôçí êëÜóç
H:

2) ¸óôù Í Ýíá ìïíüðëïêï óýíïëï. Ôüôå ïé Kan íçìáôþóåéò (ìå óõí-ðåäßï
ôï N) åßíáé H-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá óôçí SSet ↓ N êáé ç H áðïôåëåßôáé áðü
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ìïñöéóìïýò f : (A;�) → (B; �), üðïõ f : A→ B åßíáé áíþäõíç åðÝêôáóç.
ÐñÜãìáôé, Ýóôù

A
f //

�
!!CC

CC
CC

CC
B

�~~||
||

||
||

N

Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí H. Áí ôþñá, p : M → N åßíáé Kan íçìÜôùóç êáé
g : (A;�) → (M; p), ôüôå ôï ðáñáêÜôù ôåôñÜãùíï åßíáé áíôéìåôáèåôéêü (ãéáôß
ôá äýï åóùôåñéêÜ ôñßãùíá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ).

A
g //

f
²²

�

!!DD
DD

DD
DD

Ì
p

²²
B �

// N

Áðü ôïí ïñéóìü 4.1.3 Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé h : (B; �) → (M; p), ôÝôïéá þóôå
hf = g.

4.2.9 Èåþñçìá. ¸óôù K ìßá ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá êáé H Ýíá
óýíïëï ìïñöéóìþí óôçí K. Ôüôå ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï K óôçí K, õðÜñ÷åé
Ýíáò ìïñöéóìüò K →M , üðïõ ôï M åßíáé Ýíá H-åíñéðôéêü áíôéêåßìåíï.

Áðüäåéîç: Áöïý ç K åßíáé ðñïóéôÞ èá õðÜñ÷åé Ýíáò êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò
�, Ýôóé þóôå ç K íá åßíáé �-ðñïóéôÞ êáé êÜèå ìïñöéóìüò óôçí H, íá Ý÷åé
�-ðáñïõóéÜóéìï ðåäßï (äåò [ÁR]).
¸óôù K Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò K êáé XK ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáãñáììÜôùí
ôçò ìïñöÞò:

K

C
g //

u

OO

D

(∗)

ìå g ∈ H.
Ðáñáìåôñéêïðïéïýìå áõôÜ ôá äéáãñÜììáôá ìå äéáôáêôéêïýò i < �K = cardXK .
Ïñßæïõìå ìßá áëõóßäá kij : Ki → Kj ìå ôçí áêüëïõèç äéáäéêáóßá õðåñðåðå-
ñáóìÝíçò åðáãùãÞò:

ÂÞìá ðñþôï: K0 = K.
Óôïõò åðüìåíïõò äéáôáêôéêïýò: Ki+1 äßíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá

åîþèçóçò:
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ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

Ki
ki;i+1// Ki+1

Ci gi
//

k0i·ui
OO

Di

OO

üðïõ k0;i+1 = ki;i+1 · k0i.
Óôïõò ïñéáêïýò äéáôáêôéêïýò: Áí i åßíáé Ýíáò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ôüôå Ki

åßíáé ôï (êáôåõèõíüìåíï) óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò:

K0
k01 // K1

k12 // ::: Kj
kj;j+1 // ::: (∗∗)

üðïõ j < i êáé k0i : K0 → Ki ï ìïñöéóìüò ôïõ K0 ðñïò ôï óõíüñéï.
Ôï áíôéêåßìåíï K�K èá ôï óõìâïëßæïõìå ìå K∗ êáé ôïí ìïñöéóìü

k0�K : K → K∗ ìå tK . Áðü ôçí êáôáóêåõÞ Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå (ui; gi) ∈ XK ,
ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

K
tK // K∗

Ci
gi //

ui

OO

Di

OO :

Ôþñá ïñßæïõìå ìßá áëõóßäá mi;k : Mi → Mj, i ≤ k ≤ � ÷ñçóéìïðïéþíôáò
êáé ðÜëé õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ:

ÂÞìá ðñþôï: M0 = K.
Óôïõò åðüìåíïõò äéáôáêôéêïýò: mi;i+1 : Mi → Mi+1 åßíáé ï ìïñöéóìüò

tMi : Mi →M∗
i (äçëáäÞ M1 = K∗ ;M2 = (K∗)∗ ê.ï.ê).

Óôïõò ïñéáêïýò äéáôáêôéêïýò: Áí i åßíáé Ýíáò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ôüôå
Mi åßíáé ôï (êáôåõèõíüìåíï) óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò:

M0
m01 // M1

m12 // ::: Mj
mj;j+1 // ::: (1)

üðïõ j < i < � êáé M� åßíáé ôï (êáôåõèõíüìåíï) óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò
(1) ãéá i = �.

Èá äåßîïõìå üôé m0� : K →M� åßíáé ï æçôïýìåíïò ìïñöéóìüò (äçëáäÞ ôï
M� åßíáé H-åíñéðôéêü áíôéêåßìåíï ).
Èåùñïýìå Ýíá äéÜãñáììá

M�

C
g //

u

OO

D
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ìå g ∈ H.
Áöïý ôï áíôéêåßìåíï C åßíáé �-ðáñïõóéÜóéìï êáé M� åßíáé ôï êáôåõèõíüìåíï
óõíüñéï ôùí Mi , i < � ï ìïñöéóìüò u ðáñáãïíôïðïéåßôáé ùò :

M�

C u′
//

u

OO

Mi

mi�
bbEEEEEEEE

ÅðéðëÝïí áöïý ôï äéÜãñáììá

Mi

C
g //

u′
OO

D
áíÞêåé óôï óýíïëï XMi , ôï äéÜãñáììá:

Mi
mi;i+1// Mi+1

C
g //

u′
OO

D

v

OO

åßíáé áíôéìåôáèåôéêü, êáé åðéðëÝïí (ëüãù üôé M� = colimi<�Mi) ôï ðáñáêÜôù
ôñßãùíï åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

M�

Mi mi;i+1

//

mi;�

OO

Mi+1

mi+1;�
ccHHHHHHHHH

¸÷ïõìå:
u = mi� · u′ = mi+1;� ·mi;i+1 · u′ = mi+1;� · v · g.

¢ñá ï u ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìÝóù ôçò g, óõíåðþò M� åßíáé H-åíñéðôéêü áíôé-
êåßìåíï. ¤

ÐáñáôÞñçóç: Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá äéáôõðþíåôáé êáé áðïäåéêíýåôáé óôçí
åñãáóßá [R], óå ìßá ãåíéêüôåñç ìïñöÞ óôçí ïðïßá äåí áðáéôåßôáé ç ýðáñîç üëùí
ôùí óõíïñßùí. Áñêåß ç êáôçãïñßá K íá åßíáé ðñïóéôÞ êáé áíôß ôçò ýðáñîçò
åîùèÞóåùí, áñêåß ôá äéáãñÜììáôá (*) íá óõìðëçñþíïíôáé óå áíôéìåôáèåôéêÜ
ôåôñÜãùíá êáé ïé áëõóßäåò (**) íá Ý÷ïõí \öñÜãìá", äçëáäÞ óå êÜèå ôÝôïéá
áëõóßäá íá õðÜñ÷åé Ýíá áíôéêåßìåíï K∗ ôï ïðïßï íá áðïôåëåß êþíï ôïõ äéá-
ãñÜììáôïò.

79



80
ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. Ç SSET ÙÓ ÊÁÔÇÃÏÑÉÁ ÌÏÍÔÅËÏ

ÊÁÉ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

ÅöáñìïãÝò
1) Ç êáôçãïñßá SSet åßíáé ℵ0-ðñïóéôÞ êáé Ý÷åé üëá ôá óõíüñéá. Áí H åßíáé ôï
óýíïëï ôùí åìöõôåýóåùí Λn

k ,→ ∆n; 0 ≤ k ≤ n, ôüôå, åðåéäÞ üðùò åßäáìå ôá
óõìðëÝãìáôá Kan åßíáé H-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá, óýìöùíá ìå ôï ðáñáðÜíù
èåþñçìá (4.2.9) Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå ìïíüðëïêï óýíïëï A õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñ-
öéóìüò m : A → M üðïõ M åßíáé Ýíá óýìðëåãìá Kan. ÅðåéäÞ ç SSet Ý÷åé
üëá ôá óõíüñéá óýìöùíá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò Ý÷ïõìå üôé m ∈ H̄,
Üñá áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.7 Ý÷ïõìå: m ∈ ¤(H¤) (*). Áí åñìçíåýóïõìå ôçí (*)
Ý÷ïõìå: m ∈ ¤(H¤) äçëáäÞ ï m Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò áñéóôåñÞò áíýøùóçò
óå ó÷Ýóç ìå êÜèå g ∈ H¤. ¼ìùò g ∈ H¤, äçëáäÞ g Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò
äåîéÜò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå f ∈ H, äçëáäÞ g åßíáé Kan íçìÜôùóç.
¢ñá ï m Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò áñéóôåñÞò áíýøùóçò óå ó÷Ýóç ìå êÜèå Kan
íçìÜôùóç, äçëáäÞ m åßíáé áíþäõíç åðÝêôáóç.

2)Áí åñãáóôïýìå ôþñá óôçí êáôçãïñßá SSet ↓ N üðïõ ôï óýíïëï H
ðåñéÝ÷åé ôïõò ìïñöéóìïýò

(Λn
k ; �)

ink // (∆n; b)

Åöáñìüæïíôáò ðÜëé ôï èåþñçìá 4.2.9 Ý÷ïõìå üôé áí

A
f // N ∈ (SSet ↓ N)0

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá áíôéêåßìåíï B
p // N êáé Ýíáò ìïñöéóìüò (A; f) m // (B; p)

üðïõ B
p // N åßíáé H-åíñéðôéêü äçëáäÞ p åßíáé Kan íçìÜôùóç,

A m //

f
²²

B

p
~~||

||
||

||

N

êáé óýìöùíá ìå ôçí åöáñìïãÞ 1 ç m åßíáé áíþäõíç åðÝêôáóç.

Äåßîáìå ëïéðüí üôé, êÜèå ìïñöéóìüò f : A→ N óôçí êáôçãïñßá SSet
äÝ÷åôáé ìßá ðáñáãïíôïðïßçóç

A m // B
p // N

üðïõ m åßíáé áíþäõíç åðÝêôáóç êáé p åßíáé Kan íçìÜôùóç (KM5 ii)).
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Áí ôþñá ùò óýíïëï ìïñöéóìþí H óôçí êáôçãïñßá SSet, èåùñÞóïõìå ôï
óýíïëï ôùí ìïíïìïñöéóìþí ôçò SSet, ôüôå Ý÷ïõìå üôé: H̄ = H. Áí åöáñ-
ìüóïõìå ôï èåþñçìá 4.2.9 óôçí êáôçãïñßá SSet, ìå H ôï ðáñáðÜíù óýíïëï,
ôüôå ãéá êÜèå ìïíüðëïêï óýíïëï A õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò m : A → M ,
üðïõ M åßíáé Ýíá H-åíñéðôéêü áíôéêåßìåíï. ÅðéðëÝïí m ∈ H̄ = H, Üñá ï m
åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áí åñãáóôïýìå ôþñá óôçí êáôçãïñßá SSet ↓ N üðïõ ôï óýíïëïH ðåñéÝ÷åé
ôïõò ìïíïìïñöéóìïýò A ½ N , ôüôå ôá H-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá óå áõôÞ
ôçí êáôçãïñßá åßíáé ïé ìïñöéóìïß A → N , êáé áõôïß åßíáé ïðïóäÞðïôå Kan
íçìáôþóåéò.

ÐñÜãìáôé, Ýóôù f : (A; a) → (B; b) Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí SSet ↓ N ,
(M; p) Ýíá H-åíñéðôéêü áíôéêåßìåíï êáé g : (A; a) → (M; p), ôüôå áöïý ôï
ðáñáêÜôù ôåôñÜãùíï åßíáé áíôéìåôáèåôéêü (ãéáôß ôá äýï åóùôåñéêÜ ôñßãùíá
åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ)

A
g //

f
²²

a

!!DD
DD

DD
DD

Ì
p

²²
B b

// N

êáé ôï (M; p) åßíáéH-åíñéðôéêü áíôéêåßìåíï, èá õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò h : (B; b) →
(M; p), Ýôóé þóôå ôá äýï åóùôåñéêÜ ôñßãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé íá åßíáé áíôé-
ìåôáèåôéêÜ

A
g //

f
²²

Ì
p

²²
B �

//

h
==

N

Óõíåðþò ï ìïñöéóìüò p : M → N Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò äåîéÜò áíýøùóçò
óå ó÷Ýóç ìå êÜèå ìïíïìïñöéóìü, êáé åéäéêüôåñá óå ó÷Ýóç ìå ôéò åìöõôåýóåéò
Λn
k ,→ ∆n, äçëáäÞ (ïñéóìüò 4.1.2) åßíáé Kan íçìÜôùóç.

Áðïäåéíýåôáé (äåò [Çï] 3.2.5, 3.2.6), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ï óõíáñ-
ôçôçôÞò ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç | − | : SSet → K äéáôçñåß ðåðåñáóìÝíá
üñéá, üôé ôá H-åíñéðôéêÜ áíôéêåßìåíá åßíáé ïé ìïñöéóìïß ðïõ åßíáé Kan
íçìáôþóåéò êáé áóèåíåßò ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò.

ÐáñáôÞñçóç: Óôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò, åðåéäÞ � = ℵ0, ôüôå ôï M� = M
åßíáé áñéèìÞóéìï óõíüñéï ℵ0-ðáñïõóéÜóéìùí, Üñá åßíáé ℵ1-ðáñïõóéÜóéìï.
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4.3 Ðáñáäåßãìáôá Êáôçãïñéþí ÌïíôÝëï
Ìå ôá üóá Ý÷ïõí åéðþèåé ìÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå üôé ç êáôçãïñßá SSet åðéäÝ-

÷åôáé äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï óôçí ïðïßá
ı̇) ¸íáò ìïñöéóìüò åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí åßíáé áóèåíÞò ïìïôïðéêÞ

éóïäõíáìßá.
ı̇ı̇)¸íáò ìïñöéóìüò åßíáé íçìÜôùóç áí åßíáé Kan íçìÜôùóç.
ı̇ı̇ı̇) ¸íáò ìïñöéóìüò åßíáé óõííçìÜôùóç áí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

ÐáñáôÞñçóç: Ðáñáôçñïýìå üôé ç äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ðïõ ïñßóôçêå
ãéá ôá ìïíüðëïêá óýíïëá åßíáé óõíäåäåìÝíç ìå ôçí êáôçãïñßá ôùí Kelley
÷þñùí, áöïý ïé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò å÷ïõí ïñéóôåß (ïñéóìüò 4.1.4) ìå ôçí
âïÞèåéá ôïõ óõíáñôçôÞ ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç.

Ç êáôçãïñßá K ôùí Kelley ÷þñùí åðéäÝ÷åôáé êáé áõôÞ äïìÞ êáôçãïñßáò
ìïíôÝëï ùò åîÞò:

ı̇) ¸íáò ìïñöéóìüò (óõíå÷Þò óõíÜñôçóç) åßíáé áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí ç
óõíÜñôçóç �n(f; x) : �n(X; x) → �n(Y; f(x)) åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá üëá ôá
n ≥ 0 êáé üëá ôá x ∈ X (äçëáäÞ éóïìïñöéóìüò óõíüëùí áí n = 0 êáé
éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí áí n ≥ 1).

ı̇ı̇)¸íáò ìïñöéóìüò åßíáé íçìÜôùóç áí åßíáé Serre íçìÜôùóç.
ı̇ı̇ı̇) ¸íáò ìïñöéóìüò åßíáé óõííçìÜôùóç áí Ý÷åé ôçí LLP óå ó÷Ýóç ìå ôïõò

ìïñöéóìïýò ðïõ åßíáé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò êáé Serre íçìáôþóåéò.

ÐáñáôÞñçóç: Ïé áóèåíåßò éóïäõíáìßåò üðùò ïñßóôçêáí ðáñáðÜíù áíáöÝñï-
íôáé óôçí áëãåâñéêÞ ôïðïëïãßá ùò áóèåíåßò ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò.

Óôçí åñãáóßá áõôÞ äåí èá äþóïõìå áíáëõôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ãåãïíüôïò üôé
ç K Ý÷åé ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï.

Óôçí ðáñÜãñáöï 3.5 åßäáìå üôé ïé êáôçãïñßåò SSet êáé K óõíäÝïíôáé ìå
Ýíá æåýãïò ðñïóáñôçìÝíùí óõíáñôçôþí (ôçí ãåùìåôñéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç êáé
ôïí éäéÜæïíôá óõíáñôçôÞ). Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï æåõãÜñé áõôü åßíáé Ýíá æåýãïò
Quillen éóïäõíáìéþí, ïðüôå áðü ôï èåþñçìá 2.10.6 Ý÷ïõìå ôï åîÞò âáóéêü
áðïôÝëåóìá:

4.3.1 Èåþñçìá. Ïé êáôçãïñßåò Ho(SSet) êáé Ho(K) åßíáé éóïäýíáìåò.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1) Ôçí ßäéá äïìÞ ìðïñåß íá Ý÷åé êáé ç åõñýôåñç êáôçãïñßá
Top. Óå áõôÞ ôçí êáôçãïñßá ìïíôÝëï üëá ôá áíôéêåßìåíá åßíáé éíþäç êáé ôá
óõíéíþäç åßíáé ôá CW-complexes. ÅðéðëÝïí ç K ùò êáôçãïñßá ìïíôÝëï åßíáé
Quillen éóïäýíáìç ìå ôçí Top ùò êáôçãïñßá ìïíôÝëï.

82



4.4. ÅÐÉÐËÅÏÍ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ 83

2) Áí åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç 2.4.2 óå áõôÞ ôçí êáôçãïñßá ìïíôÝëï,
Ý÷ïõìå ùò óõíÝðåéá ôï èåþñçìá ôïõ Whitehead, äçëáäÞ üôé êÜèå áóèåíÞò
ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá ìåôáîý CW-complexes åßíáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá.

4.4 ÅðéðëÝïí Ðáñáäåßãìáôá
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðáñïõóéÜæïõìå ìåñéêÝò áêüìá êáôçãïñßåò ðïõ åðé-

äÝ÷ïíôáé äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï.

Ôïðïëïãéêïß ÷þñïé: Óôçí êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí ïñßæåôáé êáé
ìßá Üëëç äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï (äåò [S]), óôçí ïðïßá ïé áóèåíåßò éóïäõíá-
ìßåò åßíáé ïé ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò.

4.4.1 Ïñéóìüò. 1) Ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç p : E → B ìåôáîý ôïðïëïãéêþí
÷þñùí êáëåßôáé Hurewicz íçìÜôùóç, áí ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï
óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ôçò ìïñöÞò:

Y h //

i0
²²

E
p

²²
Y × I H // B

õðÜñ÷åé áíýøùóç Ĥ : Y × I → E, Ýôóé þóôå Ĥi0 = h êáé pĤ = H.

Y h //

i0
²²

E
p

²²
Y × I H //

bH ;;

B
2) Áí X åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé A êëåéóôüò õðü÷ùñïò áõôïý,

ôüôå ç åìöýôåõóç i : A ,→ X êáëåßôáé (êëåéóôÞ) Hurewicz óõííçìÜôùóç áí
ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ôçò ìïñöÞò:

A K //

i
²²

Y I

p0
²²

X k // Y

õðÜñ÷åé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç K̂ : X → Y I , Ýôóé þóôå K̂i = K êáé p0K̂ = k.

A K //

i
²²

Y I

p0
²²

X k //

bK <<

Y
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Óôï ðáñáðÜíù ïñéóìü, ìå I óõìâïëßæïõìå ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [0; 1], i0 : Y →
Y × I ôç óõíÜñôçóç ìå ôýðï i0(y) = (y; 0) êáé p0 : Y I → Y ôç óõíÜñôçóç ìå
ôýðï p0(f) = f(0).

Äéáôõðþíïõìå ôþñá ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

4.4.2 Èåþñçìá. Ç êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí äÝ÷åôáé äïìÞ
êáôçãïñßáò ìïíôÝëï, óôçí ïðïßá:
Áóèåíåßò éóïäõíáìßåò åßíáé ïé ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò.
Íçìáôþóåéò åßíáé ïé Hurewicz íçìáôþóåéò.
Óõííçìáôþóåéò åßíáé ïé (êëåéóôÝò) Hurewicz óõííçìáôþóåéò.

ÐáñáôÞñçóåéò: 1) Óôçí êáôçãïñßá áõôÞ üëá ôá áíôéêåßìåíá åßíáé éíþäç êáé
óõíéíþäç, êáé ãéá áõôü ôï ëüãï ïé ó÷Ýóåéò ôçò áñéóôåñÞò êáé ôçò äåîéÜò ïìï-
ôïðßáò åßíáé ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò êáé åðéðëÝïí óõìðßðôïõí (äåò 2.4.1).

2) Ç ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ôçò Top ùò ðñïò ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìï-
íôÝëï ôïõ èåùñçìÜôïò 4.4.2 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ïìïôïðéêÞ êáôçãïñßá ôçò
Top óå ó÷Ýóç ìå ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï ðïõ ïñßóôçêå óôçí Top óôçí
ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï.

3) Ïé ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò åßíáé êáé áóèåíåßò ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò.

ÁëõóùôÜ óõìðëÝãìáôá: Áí R åßíáé Ýíáò ìïíáäéáßïò áíôéìåôáèåôéêüò äá-
êôýëéïò ôüôå äïìÞ êáôçãïñßáò ìïíôÝëï Ý÷ïõìå êáé óôçí êáôçãïñßá ChR ôùí
áëõóùôþí óõìðëåãìÜôùí (chain complexes) áðü R-modules. Ç êáôçãïñßá
ChR Ý÷åé:

áíôéêåßìåíá:¸íá áíôéêåßìåíï M (äçëáäÞ Ýíá áëõóùôü óýìðëåãìá) ôçò
êáôçãïñßáò, åßíáé ìßá óõëëïãÞ {Mk}k≥0 áðü R-modules, ìáæß ìå (óõíïñéáêÝò)
óõíáñôÞóåéò # : Mk →Mk−1; k ≥ 1 Ýôóé þóôå #2 = 0.

ìïñöéóìïýò:¸íáò ìïñöéóìüò f : M → N åßíáé ìßá óõëëïãÞ áðü R-module
ïìïìïñöéóìïýò fk : Mk → Nk Ýôóé þóôå fk−1# = #fk

4.4.3 Ïñéóìüò. Ãéá Ýíá áíôéêåßìåíï M ôçò êáôçãïñßáò ChR, ôï module
ôùí êýêëùí äéÜóôáóçò k, CkM , ïñßæåôáé íá åßíáé M0 áí k = 0 êáé ker(# :
Mk → Mk−1) áí k ≥ 1 êáé ôï module ôùí óõíüñùí äéÜóôáóçò k, BkM ,
ïñßæåôáé íá åßíáé íá åßíáé ç åéêüíá Im(# : Mk+1 → Mk). Èåùñïýìå åðßóçò
ôïõò óõíáñôçôÝò Hk : ChR → ModR (Ýíá ãéá êÜèå k ≥ 0), ìå Hk(M) =
CkM=BkM . ¸íá áëõóùôü óýìðëåãìá Ì ãéá ôï ïðïßï Hk(M) = 0 ãéá êÜèå
k ≥ 0, ëÝãåôáé áêõêëéêü.

Èõìßæïõìå üôé Ýíá R-module P êáëåßôáé ðñïâïëéêü áí ãéá êÜèå ìïñöéóìü
f : P → N êáé êÜèå åðéìïñöéóìü g : M → N , õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò h : P →M ,
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Ýôóé ùóôå ôï ðáñáêÜôù ôñßãùíï íá ãßíåôáé áíôéìåôáèåôéêü.

P
h

}}
f

²²
M

g // N

Ç êáôçãïñßá ChR Ý÷åé ôçí äïìÞ êáôçãïñßáò ìüíôåëï, óôçí ïðïßá Ýíáò
ìïñöéóìüò f : M → N åßíáé:

1) áóèåíÞò éóïäõíáìßá áí ï ìïñöéóìüò f åðÜãåé, ãéá êÜèå k ≥ 0 éóïìïñ-
öéóìoõò HkM → HkN ìåôáîý R-modules.

2) íçìÜôùóç áí ãéá êÜèå k > 0 ç óõíÜñôçóç fk : Mk → Nk åßíáé åðéìïñ-
öéóìüò.

3) óõííçìÜôùóç áí ãéá êÜèå k ≥ 0 ç óõíÜñôçóç fk : Mk → Nk åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò êáé ï óõí-ðõñÞíáò áõôÞò åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü R-module.
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