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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το τανυστικό γινόμενο (tensor product) μεταξύ δύο modules, η γεωμετρική πραγματο-
ποίηση (geometric realization) ενός μονόπλοκου συνόλου (simplicial set), οι παράγωγοι
συναρτητές (derived functors) της Ομολογιακής ΄Αλγεβρας και πολλές άλλες κατασκευές
στην άλγεβρα, στην τοπολογία και σε άλλες περιοχές των μαθηματικών, μπορούν να ει-
δωθούν υπό το πρίσμα της έννοιας της επέκτασης Kan. Στο [39] υπάρχει μία παράγραφος
(Κεφ.X, Παρ. 7) με τίτλο: ῾῞Ολες οι έννοιες είναι επεκτάσεις Kan᾿᾿ και η παράγραφος
αυτή ξεκινάει με την πρόταση: ῾῾Η έννοια (notion) των επεκτάσεων Kan συγκεντρώνει
όλες τις θεμελιώδεις έννοιες (concepts) της θεωρίας κατηγοριών᾿᾿. Αυτό αιτιολογείται από
το γεγονός ότι (όλες οι) βασικές έννοιες της Θεωρίας των Κατηγοριών όπως αυτές του
συνορίου και του αριστερά προσαρτημένου ενός συναρτητή είναι ισοδύναμες με την ύπαρξη
κάποιων αριστερών επεκτάσεων Kan (οι έννοιες του ορίου και του δεξιά προσαρτημένου
ενός συναρτητή είναι ισοδύναμες με την ύπαρξη κάποιων δεξιών επεκτάσεων Kan). ΄Οπως
έχει αναφερθεί ([43]), το να απαριθμείς παραδείγματα επεκτάσεων Kan στην Θεωρία Κατη-
γοριών είναι παρόμοιο με το να απαριθμείς παραδείγματα ολοκληρωμάτων στην Ανάλυση.
Υπάρχουν δύο έννοιες επεκτάσεων Kan, οι αριστερές και οι δεξιές. Η γενική ιδέα έχει

ως εξής:
Αν G : A → C ένας συναρτητής και B μία κατηγορία, τότε ορίζεται ο συναρτητής − ◦
G : [C,B] → [A,B], όπου [C,B] η (συναρτητική) κατηγορία που έχει ως αντικείμενα,
συναρτητές από την κατηγορία C προς την κατηγορία B, και μορφισμούς, τους φυσικούς
μετασχηματισμούς μεταξύ των συναρτητών: αντίστοιχη είναι η περιγραφή για την [A,B].
Ο συναρτητής − ◦ G έχει την προφανή δράση στα αντικείμενα, δηλαδή απεικονίζει τον
συναρτητή H : C → B στο συναρτητή H ◦ G : A → B, και αντίστοιχη είναι η δράση
του − ◦ G στους μορφισμούς. Το πρόβλημα τώρα της επέκτασης Kan, είναι η εύρεση
αριστερά και δεξιά προσαρτημένου συναρτητή για τον συναρτητή − ◦G. Για τον αριστερά
προσαρτημένο, αυτό θα σήμαινε ότι υπάρχει ένας συναρτητής LanG : [A,B] → [C,B],1

1Ο συμβολισμός Lan, προέρχεται από την σύμπτυξη των λέξεων Left και Kan.
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2 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

τέτοιος ώστε για κάθε συναρτητή F : A → B και για κάθε συναρτητή H : C → B, υπάρχει
ένας φυσικός ισομορφισμός

hom[C,B](LanGF,H) ∼= hom[A,B](F,H ◦G)

Για ένα συγκεκριμένο συναρτητή F : A → B, ο συναρτητής LanGF : C → B καλείται η
αριστερή επέκταση Kan του F κατά μήκος του G. Αποδεικνύεται ότι αν η κατηγορία B
έχει όλα τα συνόρια, τότε η αριστερή επέκταση Kan υπάρχει πάντα.
Προτού όμως αποκρυσταλλωθεί με αυτό τον τρόπο η έννοια της επέκτασης Kan (και να

αναδυθεί σε μία θεμελιακή έννοια της Θεωρίας των Κατηγοριών), επεκτάσεις Kan εμφανί-
ζονταν (χωρίς αυτή την ονομασία) ως συγκεκριμένα παραδείγματα σε διάφορους κλάδους
των Θεωρητικών Μαθηματικών, κάποια εκ των οποίων αναφέρονται στην πρώτη επιτυχη-
μένη ενοποίηση τέτοιων κατασκευών από τον Daniel Kan [25], υπό το πρίσμα της έννοιας
της προσάρτησης.
Στην σύγχρονη ομοτοπική θεωρία τώρα, κεντρικό ρόλο κατέχει η κατηγορία SSet =

[∆op,Set] των μονόπλοκων συνόλων. Τα μονόπλοκα σύνολα εισήχθησαν ως ένα συν-
δυαστικό μοντέλο για την ομοτοπική θεωρία των τοπολογικών χώρων. Η επιτυχία αυτού
του μοντέλου έχει να κάνει με το ότι η κατηγορία των μονόπλοκων συνόλων έχει την
κατάλληλη αφηρημένη ομοτοπική δομή (κατηγορία μοντέλο) και επιπλέον είναι ισοδύναμη
κατά Quillen2 με την κατηγορία των τοπολογικών χώρων. Τα παραπάνω στηρίζονται στην
προσάρτηση

Top
S
// [∆op,Set]

|.|
rr

όπου S είναι ο συναρτητής του ιδιάζοντος μονόπλοκου συνόλου (singular complex functor)
και |.| η γεωμετρική πραγματοποίηση (βλέπε Παράδειγμα 2.2.10). Οι δύο αυτοί συναρτητές
ορίζονται αναφορικά με τον συναρτητή ∆ : ∆→ Top που αντιστοιχίζει τον διατακτικό [n]
στο τοπολογικό n-μονόπλοκο (n-simplex) ∆([n]) = ∆n = {(x0, x1, ..., xn) ∈ Rn+1|xi ≥
0,

n∑
i=0

xi = 1}. Για την ακρίβεια η γεωμετρική πραγματοποίησης είναι η αριστερή επέκταση

Kan του ∆ κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y : ∆→ [∆op,Set].

∆
y //

∆ ""E
EE

EE
EE

EE
[∆op,Set]

Lany∆=|·|yyrrrrrrrrrr

Top

S
99rrrrrrrrrr

Καθοριστικός παράγοντας για την επιτυχημένη σύγκριση της ομοτοπικής δομής των τοπο-
λογικών χώρων με αυτή της ομοτοπικής δομής των μονόπλοκων συνόλων, είναι το γεγονός
ότι ο αριστερά προσαρτημένος (η γεωμετρική πραγματοποίηση) διατηρεί πεπερασμένα όρια.

2Η ισοδυναμία κατά Quillen είναι η ¨κατάλληλη’ έννοια ισομορφισμού μεταξύ κατηγοριών μοντέλο.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 3

Πιο γενικά τώρα, αν C είναι μία μικρή κατηγορία και F : C → E ένας συναρτητής προς μία
συν-πλήρη κατηγορία E , τότε η αριστερή επέκταση Kan του F (η οποία υπάρχει γιατί η E
είναι συν-πλήρης) κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y : C → [Cop,Set], έχει πάντα δεξιά
προσαρτημένο, τον ιδιάζοντα (singular) συναρτητή S : E → [Cop,Set], όπου S(E) είναι ο
hom-συναρτητής homE(F (−), E).
Αυτή η γενικότερη θεώρηση επεκτάσεων Kan κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda μας

επιτρέπει να συγκρίνουμε ομοτοπικές έννοιες για διάφορα συνδυαστικού χαρακτήρα μο-
ντέλα (π.χ. αμφιμονόπλοκα (bisimplicial), κυβικά (cubical), σφαιρικά (globular) σύνολα),
αφενός, και διάφορες πραγματοποιήσεις τους ως χώρων (spaces), ανώτερων κατηγοριών
(higher categories), και μονόπλοκων κατηγοριών (simplicial categories), αφετέρου ( [8],
[47], [5]).
Ας δούμε λοιπόν γενικά το ερώτημα: Δοθείσας μίας μικρής κατηγορίας C και ενός

συναρτητή F : C → E προς μία συν-πλήρη κατηγορία E , πότε η αριστερή επέκταση Kan
LanjF του F κατά μήκος ενός συναρτητή j : C → D, διατηρεί κάποια κλάση πεπερασμένων
ορίων; Το ερώτημα αυτό ανάγεται στην διατήρηση των αντίστοιχων ορίων από την αριστερή
επέκταση Kan LanyF του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda ([34], §2).
Στην περίπτωση που E = Set είναι η κατηγορία των συνόλων, τότε το ερώτημα έχει

απαντηθεί πλήρως για τις τρεις βασικές κλάσεις πεπερασμένων ορίων: την κλάση όλων
των πεπερασμένων ορίων, την κλάση όλων των πεπερασμένων συνεκτικών ορίων και την
κλάση των πεπερασμένων γινομένων. Πιο συγκεκριμένα, για ένα συναρτητή F : C → Set
έχουμε στην διάθεσή μας την κατηγορία eltsF των στοιχείων του F .3 Η απαίτηση να είναι
αυτή η κατηγορία συν-φιλτραρισμένη (δηλαδή κάθε πεπερασμένο διάγραμμα στην κατηγο-
ρία αυτή να έχει κώνο), ισοδυναμεί με την διατήρηση όλων των πεπερασμένων ορίων (=
αριστερή ακρίβεια) από την αριστερή επέκταση Kan LanyF . Τέτοιοι συναρτητές καλούνται
επίπεδοι. Η απαίτηση η κατηγορία eltsF να είναι ψεύδο-συν-φιλτραρισμένη (δηλαδή κάθε
πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία αυτή να έχει κώνο), ισοδυναμεί με την
διατήρηση όλων των πεπερασμένων συνεκτικών ορίων από την αριστερή επέκταση Kan
LanyF . Τέτοιοι συναρτητές καλούνται επίπεδοι ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια. Τέ-
λος, η απαίτηση η κατηγορία eltsF να είναι συν-sifted, ισοδυναμεί με την διατήρηση όλων
των πεπερασμένων γινομένων από την αριστερή επέκταση Kan LanyF . Τέτοιοι συναρτητές
καλούνται sifted-επίπεδοι.
Να αναφέρουμε εδώ ότι μέσω αυτών των ισοδυναμιών, χαρακτηρίζεται η ελεύθερη πλή-

ρωση μιας μικρής κατηγορίας C ως προς φιλτραρισμένα συνόρια, ως η υποκατηγορία των
προδραγμάτων της C4 που έχει ως αντικείμενα τους επίπεδους συναρτητές· και η ελεύθε-
ρη πλήρωση μιας μικρής κατηγορίας C ως προς sifted συνόρια, ως η υποκατηγορία των

3Η κατηγορία των στοιχείων του F έχει αντικείμενα ζευγάρια της μορφής (C ∈ C, x ∈ FC) (βλέπε
Ορισμός 2.1.3)
4΄Ενα προδράγμα της C, είναι ένας ανταλλοίωτος συναρτητής F : Cop → Set, από την C προς την

κατηγορία των συνόλων
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4 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

προδραγμάτων της C που έχει ως αντικείμενα τους sifted επίπεδους συναρτητές. Επιπλέ-
ον, κάθε πεπερασμένα προσιτή κατηγορία είναι ισοδύναμη με μία κατηγορία της μορφής
Flat(A,Set) που έχει ως αντικείμενα επίπεδους συναρτητές από μία μικρή κατηγορία A
προς στην κατηγορία των συνόλων.
Τι γίνεται όμως στις περιπτώσεις που έχουμε ένα συναρτητή F : C → B από μία μικρή

κατηγορία C προς μία τυχαία συν-πλήρη κατηγορία B; Σε αυτή την περίπτωση η ῾ἁπώλεια᾿᾿
της κατηγορίας των στοιχείων του συναρτητή, οδήγησε στην εξής γενίκευση της έννοιας
του επίπεδου συναρτητή:
΄Ενας συναρτητής F : C → B, καλείται επίπεδος αν για κάθε B ∈ B η κόμμα κατηγο-
ρία B/B είναι συν-φιλτραρισμένη (αντίστοιχη γενίκευση έχουμε και για τα άλλα δύο είδη
επιπεδότητας). Με άλλα λόγια η προηγούμενη συνθήκη μας λέει, ότι ο συναρτητής που
προκύπτει από τον F συντιθέμενο με κάθε αναπαραστάσιμο homB(B,−) : B → Set, είναι
επίπεδος ως συναρτητής στην κατηγορία των συνόλων. Αυτού του είδους η γενίκευση ό-
μως, δεν δίνει λύση στο πρόβλημα το οποίο θέσαμε (δηλαδή δεν χαρακτηρίζει την διατήρηση
-κάποιας κλάσης - πεπερασμένων ορίων από τον LanyF ). Για παράδειγμα ο συναρτητής
της κατηγορικής πραγματοποίησης

∆
y //

U ##G
GGGGGGG SSet

LanyU=τ1zzuuuuuuuuu

Cat

διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα, αλλά ο συναρτητής U δεν είναι sifted-επίπεδος με την
παραπάνω έννοια. Επιπλέον, αυτή η έννοια επιπεδότητας δεν είναι ισοδύναμη με την αρχική
έννοια επιπεδότητας, όταν η κατηγορία B είναι η κατηγορία των συνόλων.
Σε πολλές από τις καταστάσεις που αναφέραμε παραπάνω η έλλειψη ικανής και αναγκαί-

ας για την διατήρηση (κάποιας κλάσης) πεπερασμένων ορίων από την αριστερή επέκταση
Kan, οδηγεί σε κάποιες πλάγιες μεθόδους. Για παράδειγμα, ας δούμε την περίπτωση της
γεωμετρικής πραγματοποίησης

∆
y //

∆ ""E
EE

EE
EE

E SSet

Lany∆=|·|zzvvv
vv

vv
vv

Ke

S
::vvvvvvvvv

όπου με Ke συμβολίζουμε την κατηγορία των χώρων Kelley. Υπάρχει ένας ῾ἑπιλήσμων᾿᾿
(forgetfull) συναρτητής U : Ke → Set ο οποίος αντιστοιχίζει ένα χώρο Kelley στο
υποκείμενο σύνολο του. ΄Ενας τρόπος για να δείξει κανείς την αριστερή ακρίβεια της
γεωμετρικής πραγματοποίησης (βλέπε [43]), είναι να δείξει την επιπεδότητα του συναρτητή
U◦∆, συμπεραίνοντας έτσι την την αριστερή ακρίβεια του συναρτητή U◦|·| και αξιοποιώντας
αυτό το αποτέλεσμα να δείξει τελικά την αριστερή ακρίβεια του συναρτητή | · |.

4



ΕΙΣΑΓΩΓΗ 5

΄Ομως εκτός από την περίπτωση που έχουμε ένα συναρτητή με τιμές στην κατηγορία
των συνόλων, ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την διατήρηση όλων πεπερασμένων ορίων
από την αριστερή επέκταση Kan ενός συναρτητή, υπάρχουν και στην περίπτωση που ο
συναρτητής λαμβάνει τιμές σ΄ ένα τόπο του Grothendieck (ή ακόμα πιο γενικά σ΄ ένα συν-
πλήρη στοιχειώδη τόπο): Η αριστερή επέκταση Kan LanyF , ενός συναρτητή F : C → E
από μια μικρή κατηγορία προς ένα τόπο του Grothendieck κατά μήκος της εμφύτευσης
Yoneda, διατηρεί πεπερασμένα όρια αν και μόνο αν ο F είναι φιλτραρισμένος. Η έννοια
του φιλτραρισμένου συναρτητή είναι ασθενέστερη της έννοιας του επίπεδου συναρτητή.
Μιλώντας όχι τόσο αυστηρά, ένα συναρτητής είναι φιλτραρισμένος αν για κάθε E ∈ E η
κατηγορία E/F είναι συν-φιλτραρισμένη αναφορικά με μία επιμορφική οικογένεια του E.
Οι συνθήκες για την επιπεδότητα ενός συναρτητή με τιμές στην κατηγορία των συ-

νόλων, μπορούν να γενικευτούν κατάλληλα έτσι ώστε να συμπεριλαμβάνεται με αυτή τη
γενίκευση και ή έννοια του φιλτραρισμένου συναρτητή. Είναι γνωστό από την παράδοση
της Θεωρίας Τόπων, ότι οι συνθήκες για την επιπεδότητα μπορούν να τυποποιηθούν ως
προτάσεις σε μία κατάλληλη γλώσσα της λογικής, που επιτρέπει τον σχηματισμό άπειρων
διαζεύξεων και άρα μπορούν να ερμηνευτούν σε κάθε κατηγορία η οποία είναι εφοδιασμέ-
νη με μία τοπολογία Grothendieck, δηλαδή να εκφραστούν αναφορικά με τις καλύπτουσες
οικογένειες. Με αυτόν τον τρόπο η έννοια του φιλτραρισμένου συναρτητή δεν είναι τίποτα
άλλο παρά η ερμηνεία των συνθηκών της επιπεδότητας αναφορικά με την τοπολογία των
επιμορφικών καλυμμάτων με την οποία είναι εφοδιασμένος κάθε τόπος. Αλλά και η γενική
έννοια της επιπεδότητας για ένα συναρτητή F : C → B προς μία τυχαία κατηγορία, όπως
αναφέρθηκε παραπάνω, δεν είναι τίποτα άλλο παρά οι συνθήκες επιπεδότητας αναφορικά με
την τετριμμένη τοπολογία της κατηγορίας B.
Από την άλλη πλευρά, ακόμα και όταν ο F : C → E είναι φιλτραρισμένος, αυτό δεν

επαρκεί ώστε ο LanyF να διατηρεί πεπερασμένα όρια, όταν η E δεν είναι τόπος (του
Grothendieck). Για παράδειγμα στην αριστερή επέκταση Kan

BAlgf
y //

i %%KKKKKKKKKK
[BAlgf

op,Set]

Lanyiwwooooooooooo

BAlg

όπου i η εμφύτευση των πεπερασμένων αλγεβρών Boole στις άλγεβρες Boole, ο συναρ-
τητής i είναι επίπεδος αναφορικά με οποιαδήποτε τοπολογία στην κατηγορία BAlg, αλλά
η αριστερή επέκταση Kan δεν διατηρεί πεπερασμένα όρια. Ο λόγος είναι ότι σ΄ ένα τόπο
έχουμε συνθήκες ακριβείας (exactness conditions) οι οποίες δεν είναι διαθέσιμες σε κά-
θε κατηγορία. ΄Ετσι, ερχόμαστε στην θεμελιώδη παρατήρηση του Anders Kock η οποία
εστιάζει στο γεγονός ότι η αριστερή επέκταση Kan δίνεται ως ένα συνόριο και ότι στην
περίπτωση ενός συναρτητή με τιμές στην κατηγορία των συνόλων, πέραν της ύπαρξης κώ-
νων στην κατηγορία των στοιχείων (επιπεδότητα), το επιπλέον στοιχείο που μας επιτρέπει
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να συμπεράνουμε την αριστερή ακρίβεια της αριστερής επέκτασης Kan είναι ο τρόπος κατα-
σκευής των συνορίων στα σύνολα (και στους τόπους). Πιο συγκεκριμένα αν F : C → Set
είναι ένας συναρτητής που λαμβάνει τιμές στην κατηγορία των συνόλων, τότε το συνόριο
αυτού του διαγράμματος είναι ένα πηλικοσύνολο του συν-γινομένου (διαζευγμένη ένωση)∐
C∈C

FC. Περιγραφικά αυτό σημαίνει ότι:

• Κάθε στοιχείο του συνορίου μπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα στοιχείο κάποιας συ-
νιστώσας του.

• Αν ένα στοιχείο του συνορίου έχει δύο τέτοιες αναπαραστάσεις, τότε υπάρχει μία
συνθήκη συμβατότητας μεταξύ των δύο αυτών αναπαραστάσεων.

Και αυτές οι δύο συνθήκες μπορούν να τυποποιηθούν ως προτάσεις σε μία κατάλληλη τυπική
γλώσσα και κατά συνεπεία να εκφραστούν με στοιχειώδης όρους σε μία κατηγορία η οποία
είναι εφοδιασμένη με μία τοπολογία Grothendieck. Τέτοια συνόρια καλούνται καθορισμένα
(postulated colimits).
Με βάση λοιπόν την έννοια της επιπεδότητας αναφορικά με μία τοπολογία Grothendieck

και την έννοια του καθορισμένου συνορίου, κινούμαστε σε αυτή την διατριβή στην κατεύ-
θυνση της εύρεσης ικανών και αναγκαίων συνθηκών για να διατηρεί η αριστερή επέκταση
Kan ενός συναρτητή κάποια κλάση πεπερασμένων ορίων. Πίο συγκεκριμένα:
Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζουμε αρχικά την έννοια της αριστερής επέκτασης Kan και

κάποια παραδείγματα που σχετίζονται με την κατηγορία των μονόπλοκων συνόλων. Στην
συνέχεια αναφέρουμε τα διάφορα είδη επιπεδότητας συναρτητών με τιμές στα σύνολα και
πως αυτά σχετίζονται με την αριστερή ακρίβεια επεκτάσεων Kan. Επιπλέον παρουσιάζουμε
την υπάρχουσα γενίκευση της έννοιας της επιπεδότητας για συναρτητές που λαμβάνουν τι-
μές σε μία τυχαία κατηγορία, και δίνουμε (αντί-)παραδείγματα που δείχνουν ότι η γενικότερη
έννοια της επιπεδότητας δεν μπορεί να υπηρετήσει τον ίδιο σκοπό, δηλαδή δεν χαρακτηρίζει
με όρους του συναρτητή, την αριστερή ακρίβεια της αριστερής επέκτασης Kan αυτού.
Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε την ῾῾σωστή᾿᾿ γενίκευση της έννοιας (των εννοιών)

της επιπεδότητας για ένα συναρτητή που λαμβάνει τιμές σε μία κατηγορία εφοδιασμένη
με μία υποκανονική τοπολογία Grothendieck και παρουσιάζουμε αναλυτικά την έννοια του
καθορισμένου συνορίου.
Στο Κεφάλαιο 4, όπου παρουσιάζεται το πρώτο μέρος της πρωτότυπης συνεισφοράς αυ-

τής της διατριβής ([30]), διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες
για την διατήρηση πεπερασμένων γινομένων από αριστερές επεκτάσεις Kan. Οι συνθήκες
αυτές διατυπώνονται με όρους sifted επιπεδότητας αναφορικά με μία τοπολογία, στην βάση
της ανάλυσης του Κεφαλαίου 3. Επιπλέον, αναλύουμε πως κάποια γνωστά αποτελέσμα-
τα, συνάγονται από την μέθοδος μας. Ειδικότερα, δείχνουμε πως ένας συναρτητής που
λαμβάνει τιμές σ΄ ένα τόπο πληροί τις συνθήκες τις sifted επιπεδότητας στην εσωτερική λο-
γική του τόπου, αν και μόνο αν η αριστερή επέκταση Kan του συναρτητή κατά μήκος της

6



ΕΙΣΑΓΩΓΗ 7

εμφύτεσης Yoneda διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα. Επιπλέον, αναλύουμε πώς τα γνωστά
αποτελέσματα διατήρησης γινομένων από την γεωμετρική και την κατηγορική πραγματοποί-
ηση συνάγονται από τη μέθοδό μας, εφοδιάζοντας με κατάλληλες υποκανονικές τοπολογίες
τις κατηγορίες των χώρων Kelley και των μικρών κατηγοριών αντίστοιχα.
Στο Κεφάλαιο 5, που συνιστά το δεύτερο μέρος της πρωτότυπης συνεισφοράς αυτής της

διατριβής ([31]), διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την
διατήρηση πεπερασμένων συνεκτικών ορίων από αριστερές επεκτάσεις Kan και εξειδικεύου-
με για την περίπτωση των εξισωτών. Καθοδηγούμενοι από την γενική μέθοδο διερευνούμε
συνθήκες που εξασφαλίζουν ότι ο αριστερά προσαρτημένος ενός επιλήσμονα συναρτητή
μεταξύ αλγεβρικών κατηγοριών διατηρεί μονομορφισμούς. Δείχνουμε πώς οι συνθήκες
αυτές εξειδικεύονται στις κλασικές εκείνες συνθήκες που, δοθέντος ενός ομομορφισμού
δακτυλίων A → B, χαρακτηρίζουν την A-άλγεβρα B ως επίπεδο A-module. Τέλος, στο
Παράρτημα, διερευνούμε την περίπτωση της διατήρησης εξισωτών από αριστερές επεκτά-
σεις Kan. Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στο Παράρτημα είναι κατά κύριο λόγο
πρωτοτυπα και ο λόγος που τά παραθέτουμε ξεχωριστά, είναι η μακροσκελής έκταση των
αποδείξεων.
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Κεφάλαιο 2

Αριστερές Επεκτάσεις Kan και είδη
Επίπεδων Συναρτητών

Στο Κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούμε κατά κύριο λόγο στις αριστερές επεκτάσεις Kan και
στα διάφορα είδη επιπεδότητας ενός συναρτητή, όπως αυτά προκύπτουν από την απαίτηση
συγκεκριμένες επεκτάσεις Kan (συναρτητών με τιμές στα σύνολα κατά μήκος της εμφύτευ-
σης Yoneda) να διατηρούν κάποιες κλάσεις πεπερασμένων ορίων. Εκτός από την περίπτωση
διατήρησης όλων των πεπερασμένων ορίων (επιπεδότητα) έχουμε και τις περιπτώσεις της
διατήρησης των πεπερασμένων γινομένων (sifted επιπεδότητα) και της διατήρησης των πε-
περασμένα συνεκτικών ορίων (επιπεδότητα ως προς συνεκτικά όρια). Με εξαίρεση κάποια
(αντί-) παραδείγματα που δίνονται και κάποια αποτελέσματα που αφορούν την κατηγορία
∆, τα αποτελέσματα αυτού του Κεφαλαίου μπορούν να βρεθούν (ατόφια) σε διάφορες πη-
γές από την υπάρχουσα (διεθνή) βιβλιογραφία. Η έκθεση αυτών των αποτελεσμάτων στην
διατριβή αυτή, έχει ως σκοπό την πληρότητα του κειμένου, μιας και τα αποτελέσματα που
παρουσιάζονται στην ενότητα 2.3, είναι αυτά τα οποία γενικεύονται στο πρωτότυπο μέρος
αυτής της διατριβής. Οι αναφορές που δίνονται δεν είναι απαραίτητα αυτές στις οποίες
έχουν πρωτοδημοσιευτεί τα αντίστοιχα αποτελέσματα και δίνονται ως πηγές που μπορεί
κανείς να βρει πλήρεις αποδείξεις των αποτελεσμάτων που παραθέτουμε.

2.1 Κάποια αποτελέσματα από την Θεωρία των
Κατηγοριών

Στην ενότητα αυτή αναφέρουμε κάποιες έννοιες και κάποια αποτελέσματα από την Θεωρία
των Κατηγοριών τα οποία θα χρειαστούμε σε κάποια σημεία της παρούσας διατριβής. Η
παράγραφος αυτή δεν έχει κάποια ιδιαίτερη συνοχή και χρησιμοποιείται για να ανακαλούμε
ορισμούς και αποτελέσματα που εμφανίζονται στο υπόλοιπο της διατριβής. Τα αποτελέσμα-
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τα αυτής ενότητας υπάρχουν σχεδόν σε κάθε εγχειρίδιο για την Θεωρία των Κατηγοριών.
Ενδεικτικά αναφέρουμε τα πλέον κλασικά [10], [39].

Εάν F : A → B, τότε το κάθε B ∈ B αποτελεί συν-κώνο (με φυσικό τρόπο) του
διαγράμματος: U : F/B → B, με U(FA → B) = FA. Αναφερόμαστε σε αυτό το
διάγραμμα ως το κανονικό διάγραμμα του B σε σχέση με τον F .2.1.1 Ορισμός. ([39] Κεφ. Χ, §6) ΄Ενας συναρτητής F : A → B καλείται πυκνός
(dense), αν κάθε αντικείμενο B ∈ B είναι το συνόριο του κανονικού του διαγράμματος σε
σχέση με τον F .

Αν A και B είναι δύο κατηγορίες και η A είναι μικρή, τότε με [A,B] συμβολίζουμε τηνσυναρτητική κατηγορία που έχει αντικείμενα συναρτητές από την κατηγορία A προς
την κατηγορία B και μορφισμούς φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ συναρτητών. Αν
τώρα F : A → B είναι ένας συναρτητής όπου η A είναι μία μικρή κατηγορία, τότε επάγεται
ένας συναρτητής SF : B → [Aop,Set] με SF (B) να είναι ο συναρτητής homB(F (−), B).
Ο συναρτητής αυτός φέρει την ονομασία, ο ιδιάζων συναρτητής (singular functor) που
αντιστοιχεί στον F .2.1.2 Πρόταση. ΄Εστω F : A → B ένας συναρτητής όπου η A είναι μία μικρή κατηγο-
ρία. Ο F είναι πυκνός αν και μόνο αν ο SF είναι πλήρης και πιστός.2.1.3 Ορισμός. Αν A είναι μία κατηγορία και F : A → Set ένας συναρτητής που
λαμβάνει τιμές στην κατηγορία των συνόλων, τότε με eltsF συμβολίζουμε την κατηγορίατων στοιχείων του F . Η κατηγορία αυτή, έχει ως αντικείμενα ζεύγη της μορφής (A, x),
όπου A ∈ A και x ∈ FA και ένας μορφισμός από το (A, x ∈ FA) προς το (A′, x′ ∈ FA′),
είναι ένας μορφισμός f : A→ A′ της κατηγορίας A, με την ιδιότητα Ff(x) = x′.2.1.4 Παρατήρηση. Από το λήμμα του Yoneda έχουμε ότι η κόμμα κατηγορία y ↓
F , είναι ισοδύναμη με την κατηγορία των στοιχείων του F . Ο συναρτητής y, είναι ηεμφύτευση Yoneda y : A → [Aop,Set] 1 και η τιμή του σ΄ ένα αντικείμενο A ∈ A
είναι ο ανταλλοίωτος αναπαραστάσιμος συναρτητής (contravariant representable
functor) homC(−, A).2.1.5 Θεώρημα. ([26]) Αν A είναι μία μικρή κατηγορία, τότε κάθε ανταλλοίωτος συναρ-
τητής F : Aop → Set (προδράγμα2 τηςA) είναι (με προσέγγιση φυσικού ισομορφισμού)
1Χρησιμοποιούμε τον όρο εμφύτευση (embedding), γιατί ο συναρτητής y είναι πλήρης και πιστός (full

and faithfull) συναρτητής. Μέσω αυτού του συναρτητή τώρα, η κατηγορία A μπορεί να ειδωθεί ως μία
πλήρης υποκατηγορία της κατηγορίας [Aop,Set].
2Μετάφραση του αγγλικού όρου presheaf (prefaiscaux στα γαλλικά)
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το συνόριο ενός διαγράμματος αναπαραστάσιμων. Πιο συγκεκριμένα είναι το συνόριο του
διαγράμματος:

eltsF
π // A

y // [Aop,Set]

όπου π(A, x ∈ FA) = A.2.1.6 Ορισμός. Αν C είναι μία κατηγορία, τότε μία οικογένεια μορφισμών στην C με
κοινό συν-πεδίο {fi : Ci → C|i ∈ I}, καλείται από κοινού επιμορφική (jointly epi-
morphic) αν ο επαγόμενος μορφισμός

∐
i∈I
Ci → C από το συν-γινόμενο των Ci στο C είναι

ένας επιμορφισμός.2.1.7 Παρατήρηση. ΄Αμεσα από τον παραπάνω ορισμό έχουμε ότι μία οικογένεια {fi :
Ci → C|i ∈ I} είναι επιμορφική αν και μόνο αν για κάθε ζευγάρι μορφισμών στην C με την
ιδιότητα u◦fi = v◦fi για κάθε i ∈ I, έχουμε ότι u = v. Επιπλέον αν ένας τουλάχιστον απο
τους μορφισμούς της οικογένειας είναι επιμορφισμός, τότε η οικογένεια είναι επιμορφική.2.1.8 Ορισμός. ΄Ενας μορφισμός f : C → D σε μία κατηγορία C καλείται διασπώμε-νος (split) αν έχει δεξιά αντίστροφο, δηλαδή υπάρχει ένας μορφισμός g : D → C στην C
τέτοιος ώστε f · g = idD.2.1.9 Παρατήρηση. Εύκολα προκύπτει ότι κάθε διασπώμενος μορφισμός είναι επιμορ-
φισμός και ότι αν ένας μορφισμός είναι διασπώμενος και επιπλέον είναι και μονομορφισμός
τότε είναι ισομορφισμός.2.1.10 Πρόταση. ΄Εστω f : X → Y ένας μορφισμός σε μία κατηγόρια C με την ιδιότητα
ότι για κάθε μορφισμό g : Z → Y υπάρχει ένας μορφισμός g′ : Z → X τέτοιος ώστε
f · g′ = g. Τότε ο f είναι διασπώμενος.

Η απόδειξη είναι άμεση αν για g θεωρήσουμε τον ταυτοτικό μορφισμό του Y .2.1.11 Ορισμός. ΄Εστω C μία κατηγορία με πεπερασμένα όρια και αρχικό αντικείμενο
και (Ci)i∈I μία οικογένεια αντικειμένων της C τέτοια ώστε να υπάρχει το συν-γινόμενο∐
i∈I
Ci.

1. Θα λέμε ότι το συν-γινόμενο
∐
i∈I
Ci είναι διαζευγμένο (disjoint) αν

• Οι κανονικοί μορφισμοί Ci →
∐
i∈I
Ci προς το συν-γινόμενο είναι μονομορφισμοί.
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• Για κάθε δύο αντικείμενα Ci, Cj το παρακάτω διάγραμμα είναι διάγραμμα εφέλ-
κυσης (pullback)

0 //

��

Ci

��

Cj //
∐
i∈I
Ci

2. Θα λέμε ότι το συν-γινόμενο
∐
i∈I
Ci = L είναι καθολικό (universal) αν για κάθε

μορφισμό f : X →
∐
i∈I
Ci ισχύει ότι:

∐
i∈I

(Ci ×L X) = X.2.1.12 Πρόταση. ([17], §4, ΄Ασκηση 3) ΄Εστω C είναι μία πεπερασμένα πλήρης κατη-
γορία, με συν-γινόμενα τα οποία είναι καθολικά. Αν για κάθε i ∈ I, Ei → Xi ⇒ Y είναι
διάγραμμα εξισωτή στην C, τότε και το επαγόμενο διάγραμμα

∐
i

Ei →
∐
i

Xi ⇒ Y είναι

διάγραμμα εξισωτή στην C.2.1.13 Ορισμός. Μία κατηγορία C καλείται συνεκτική , αν είναι μη κενή και για
οποιαδήποτε δύο αντικείμενα C, C ′ στην C υπάρχει ένα πεπερασμένο ζιγκ-ζαγκ που τα
συνδέει.

C1
d1,0

~~~~
~~

~~
~~ d1,1

��>
>>

>>
>>

> Cn
dn,0

����
��

��
�� dn,1

  B
BB

BB
BB

B

C . . C ′2.1.14 Ορισμός. Αν C καιD είναι δύο κατηγορίες και F : C → D είναι ένας συναρτητής,
θα λέμε ότι ο F είναι τελικός (final3) αν για κάθε αντικείμενο D ∈ D η κόμμα κατηγορία
D ↓ F είναι συνεκτική. Στην περίπτωση που η C είναι μία πλήρης υποκατηγορία της D και
ο συναρτητής που εμφυτεύει (embedding) την C στην D είναι τελικός, τότε θα λέμε ότι η
C είναι μία τελική υποκατηγορία της D.
Αναλυτικά ένας συναρτητής είναι τελικός αν:

• Για κάθε αντικείμενο D ∈ D υπάρχει ένα αντικείμενο CD ∈ C και ένας μορφισμός
D → FCD

3Σε κάποιες περιπτώσεις στην βιβλιογραφία χρησιμοποιείται ο όρος cofinal για να δηλώσει την ίδια
ιδιότητα (π.χ στο [4])
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2.1. Κάποια αποτελέσματα από την Θεωρία των Κατηγοριών 13

• Αν h : D → FCD και h′ : D → FC ′
D, τότε υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ

C1
D

d1,0

~~||
||

||
|| d1,1

��=
==

==
==

==
Cn
D

dn,0

����
��

��
��

� dn,1

  B
BB

BB
BB

B

CD . . C ′
D

στην κατηγορία C και μορφισμοί h1 : D → FC1
D, ..., hn : D → FCn

D στην κατηγορία
D έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

D
h

��

h′

��

hn

''OOOOOOOOOOOOO

��-
--

--
--

--
--

--
--

-

����
��
��
��
��
��
��
��

h1wwooooooooooooo

FC1
D

Fd1,0{{ww
ww

ww
ww

w Fd1,1

  A
AA

AA
AA

AA
FCn

D

Fdn,0

~~}}
}}

}}
}}

}

Fdn,1 ##G
GG

GG
GG

GG

FCD . . FC ′
D

Αν F : I → C είναι ένα I-διάγραμμα σε μία κατηγορία C και G : J → I είναι ένας
συναρτητής, τότε αν τα συνόρια των διαγραμμάτων F και F ·G υπάρχουν, από την καθολική
ιδιότητα του συνορίου colim(F ·G) έχουμε ότι επάγεται ένας μορφισμός

h : colim(F ·G)→ colimF

Αν με inclFi : F (i) → colimF , συμβολίσουμε τους μορφισμούς προς το συνόριο colimF
και με inclF ·G

j : (F · G)(j) → colim(F · G), συμβολίσουμε τους μορφισμούς προς το
συνόριο colim(F · G), τότε αν j ∈ J και G(j) = i, η αντιμεταθετικότητα του παρακάτω
διαγράμματος δείχνει την καθολική ιδιότητα που χαρακτηρίζει τον μορφισμό h.

(F ·G)(j)

id
��

inclF ·G
j

((PPPPPPPPPPPP

F (i)

inclFi ((QQQQQQQQQQQQQ colim(F ·G)
h

��
colimF

(2.1)

΄Οταν ο G είναι τελικός συναρτητής έχουμε το παρακάτω πολύ χρήσιμο:

13



14 ΑΡΙΣΤΕΡΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ KAN ΚΑΙ ΕΙΔΗ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ2.1.15 Θεώρημα. ([39], Κεφ. IX, § 3, Θεώρημα 1.) Αν G : J → I είναι ένας
τελικός συναρτητής και F : I → C είναι ένας συναρτητής τέτοιος ώστε να υπάρχει το
συνόριο colim(F · G), τότε θα υπάρχει και το συνόριο colimF και ο κανονικός μορφισμός
f : colim(F ·G)→ colimF είναι ισομορφισμός.2.1.16 Ορισμός. ΄Εστω C μία κατηγορία με πεπερασμένα γινόμενα. Θα λέμε ότι η
C είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία, αν για κάθε C ∈ C ο ενδοσυναρτητής
−× C : C → C έχει δεξιά προσαρτημένο.2.1.17 Παρατήρηση. Αν η C είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία και F : I → C
ένα διάγραμμα στην C, για το οποίο υπάρχει το συνόριο του στην C, τότε από το γεγονός
ότι για κάθε C ∈ C ο συναρτητής −× C διατηρεί συνόρια (ως αριστερά προσαρτημένος),
έχουμε την ακόλουθη ισοδυναμία:

colimi F (i)× C ∼= colimi(F (i)× C)

Αν C είναι μία κατηγορία με εφελκύσεις, τότε κάθε μορφισμός f : A→ B της C, επάγει
ένα συναρτητή

f ∗ : C/B → C/A

A×B C //

f∗(g)

��

C

g

��

C
g // B

A
f

// B

Ο συναρτητής f∗ καλείται συναρτητής της αλλαγής βάσης.2.1.18 Ορισμός. ΄Εστω C μία κατηγορία με πεπερασμένα όρια. Θα λέμε ότι η C είναι
μία τοπικά καρτεσιανά κλειστή κατηγορία, αν για κάθε μορφισμό f : A → B της
C, ο συναρτητής f∗ : C/B → C/A έχει δεξιά προσαρτημένο.2.1.19 Παρατήρηση. Σε μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία έχουμε ότι τα συνόρια αν-
τιμετατίθενται με εφελκύσεις. Αυτό προκύπτει άμεσα από το γεγονός ότι ο (κάθε) συναρ-
τητής αλλαγής βάσης διατηρεί συνόρια, ως ένας αριστερά προσαρτημένος συναρτητής.

Κλείνοντας αυτή την ενότητα δίνουμε τον ορισμό του στοιχειώδους τόπου. Για τον ορισμό
αυτό χρειαζόμαστε την έννοια του ταξινομητή υποαντικειμένων. ΄Ολη η βασική θεωρία
γύρω από την Θεωρία Τόπων υπάρχει στα [12], [40].

14



2.2. Αριστερές Επεκτάσεις Kan 152.1.20 Ορισμός. ΄Εστω E , μία κατηγορία με πεπερασμένα όρια. ΄Ενας ταξινομητήςυποαντικειμένων (subobject classifier) της E , είναι ένα αντικείμενο Ω ∈ E εφοδιασμένο
με ένα μονομορφισμό t : 1 → Ω, τέτοιο ώστε για κάθε μονομορφισμό s : S → A στην E
υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός φS : A→ Ω, τέτοιος ώστε το διάγραμμα

S

s

��

// 1

t
��

A
φS

// Ω

είναι ένα διάγραμμα εφέλκυσης.2.1.21 Ορισμός. Μία κατηγορία E καλείται στοιχειώδης τόπος ή πιο απλά τόπος
αν:

1. Η E έχει πεπερασμένα όρια.

2. Η E είναι καρτεσιανά κλειστή.

3. Η E έχει ταξινομητή υποαντικειμένων.

Παραδείγματα τόπων είναι μεταξύ άλλων, η κατηγορία Set και κάθε συναρτητική κα-
τηγορία της μορφής [C,Set], όπου C μία οποιαδήποτε μικρή κατηγορία. Για αυτό το λόγο,
αναφερόμαστε σε μία κατηγορία της μορφής [Cop,Set] ως ο τόπος των προδραγμάτων
(presheaf topos) της C.

2.2 Αριστερές Επεκτάσεις Kan

Σε αυτή την ενότητα αναφερόμαστε στις αριστερές επεκτάσεις Kan και σε μερικά παραδείγ-
ματα αυτών. Επίσης αναφέρουμε και δίνουμε αποδείξεις για κάποιες κατηγορικές ιδιότητες
της κατηγορίας ∆. Κλασική αναφορά για τις επεκτάσεις Kan είναι το [39] Κεφ. X (αν και
εκεί παρουσιάζονται αποτελέσματα γύρω από τις δεξιές επεκτάσεις Kan). Επιπλέον για τις
αριστερές επεκτάσεις Kan μπορεί κανείς να δει στο [10], Κεφ. 3 ή στο [32], Κεφ. 2. Για
την κατηγορία ∆ παραπέμπουμε στα [19], [42].

Αν F : A → B και G : A → C είναι δύο συναρτητές, τότε η αριστερή επέκταση Kan του
F κατά μήκος του G ορίζεται ως ο καθολικός μορφισμός από τον F (αντικείμενο της συ-
ναρτητικής κατηγορίας [A,B]) στον συναρτητή −◦G : [C,B]→ [A,B]. Πιο συγκεκριμένα
έχουμε:

15



16 ΑΡΙΣΤΕΡΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ KAN ΚΑΙ ΕΙΔΗ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ2.2.1 Ορισμός. Αν F : A → B και G : A → C είναι δύο συναρτητές, τότε η αριστερήεπέκταση Kan του F κατά μήκος του G (αν υπάρχει) αποτελείται από ένα συναρτητή
K : C → B και ένα φυσικό μετασχηματισμό θ : F ⇒ K ◦G, έτσι ώστε για κάθε συναρτητή
H : C → B και κάθε φυσικό μετασχηματισμό η : F ⇒ H ◦ G, υπάρχει ένας μοναδικός
φυσικός μετασχηματισμός ξ : K → H έτσι ώστε να ισχύει η = ξG ◦ θ.

Η αριστερή επέκταση Kan του F κατά μήκος του G (όταν υπάρχει) θα συμβολίζεται με
LanGF .

A G //

F !!B
BB

BB
BB

B C

LanGF~~~~
~~

~~
~~

B

(2.2)

Στην περίπτωση που η A είναι μικρή και η B συν-πλήρης, τότε η αριστερή επέκταση Kan
ενός συναρτητή F : A → B κατά μήκος οποιουδήποτε συναρτητή G : A → C υπάρχει
πάντα και έχει την ακόλουθη περιγραφή:
Στα αντικείμενα της C

LanGF (C) = colim{ G ↓ C π // A F // B },

όπου π(GA→ C) = A.

Για την δράση του LanGF στους μορφισμούς της C εργαζόμαστε ως εξής: ΄Εστω
g:C → C ′ ένας μορφισμός στην κατηγορία C, και θέλουμε να ορίσουμε τον μορφισμό
LanGF (g): LanGF (C) → LanGF (C

′) στην κατηγορία D. Η δείκτρια κατηγορία για το
συνόριο που μας ορίζει το LanGF (C) είναι η G ↓ C. Μέσω του μορφισμού g επάγεται ο
συναρτητής:

g ◦ −:G ↓ C → G ↓ C ′,

με την προφανή δράση. Κάθε A που το F (A) συμμετέχει στο συνόριο LanGF (C) ῾῾βρίσκε-
ται εκεί᾿᾿ λόγω κάποιου μορφισμού GA

a // C και συμβολίζουμε ένα τέτοιο A ως Aa.
Επιπλέον για κάθε τέτοιο a ∈ (G ↓ C), έχουμε g ◦ a ∈ (G ↓ C ′), και οι ταυτοτικοί μορ-
φισμοί: F (Aa) → F (Ag◦a), επάγουν μορφισμούς προς το συνόριο LanGF (C ′), οπότε από
την καθολική ιδιότητα του συνορίου LanGF (C), θα υπάρχει ένας (μοναδικός) μορφισμός
LanGF (C)→ LanGF (C

′), έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να αντιμετατίθεται:

F (Aa)
id //

ina
��

F (Ag◦a)

ing◦a
��

colim
a∈G↓C

F (Aa)
LanGF (g)// colim

b∈G↓C′
F (Ab)
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2.2. Αριστερές Επεκτάσεις Kan 172.2.2 Παράδειγμα. ΄Εστω A μία μικρή κατηγορία, A ∈ A και homA(A,−) : A →
Set ο αντίστοιχος συναλλοίωτος (covariant) αναπαραστάσιμος συναρτητής. Η αριστερή
επέκταση Kan του homA(A,−) κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y : A → [Aop,Set],
είναι ο συναρτητής αποτίμηση στο A: evA : [Aop,Set]→ Set, όπου evA(F ) = F (A).2.2.3 Παρατήρηση. Στην περίπτωση που η A είναι μία πλήρης υποκατηγορία της C,
ή ακόμα πιο γενικά, αν ο συναρτητής G (κατα μήκος του οποίου θεωρούμε την αριστερή
επέκταση Kan) είναι πλήρης και πιστός, τότε η αριστερή επέκταση Kan είναι όντως μία
επέκταση με την έννοια ότι το διάγραμμα 2.2 αντιμετατίθεται, δηλαδή ο συναρτητής F είναι
φυσικά ισόμορφος με τον συναρτητή LanGF ◦G.2.2.4 Παρατήρηση. Για την αριστερή επέκταση Kan ενός συναρτητή F κατά μήκος
ενός συναρτητή G, εκτός του συμβολισμού LanGF χρησιμοποιείται και ο συμβολισμός
−⊗GF , ο οποίος παραπέμπει στην ῾῾hom-tensor προσάρτηση᾿᾿ από την θεωρία τωνmodules.
Περισσότερα σε σχέση με αυτή την αναλογία μπορεί κανείς να δει στο [40], Κεφ. VII, §2,
ή στο [25]. Επιπλέον, συνήθης είναι η περιγραφή μίας αριστερής επέκτασης Kan ως ένα
συν-πέρας (coend), η οποία δίνει καλύτερη ῾ἑποπτεία᾿᾿ του οριακού συν-κώνου, ειδικά σε
περιπτώσεις που ο συναρτητής λαμβάνει τιμές σε μία κατηγορία τοπολογικών χώρων, και
επιπλέον έχει την γενικότητα που απαιτείται για την γενίκευση της έννοιας της επέκτασης
Kan στο πεδίο της εμπλουτισμένης (enriched) Θεωρίας Κατηγοριών. Για μία περιγραφή
των επεκτάσεων Kan ως συν-πέρατα, μπορει κανείς να συμβουλευτεί τα [39], [48], [41].

Η θεωρία των επίπεδων συναρτητών καθώς και πληθώρα κατασκευών στην ομοτοπική
θεωρία, σχετίζονται με επεκτάσεις Kan κατά μήκος ενός πλήρους και πιστού συναρτη-
τή. Αυτές οι επεκτάσεις Kan, είναι οι επεκτάσεις Kan ενός συναρτητή κατά μήκος της
εμφύτευσης Yoneda.

A
y //

F   A
AA

AA
AA

A [Aop,Set]

LanyFzztttttttttt

B

Θα αναφερθούμε λίγο διεξοδικότερα σε επεκτάσεις Kan αυτής της μορφής.
Αν F : A → B είναι ένας συναρτητής, όπου A είναι μία μικρή κατηγορία και B είναι μία

συν-πλήρης κατηγορία, και y : A → [Aop,Set] η εμφύτευση Yoneda, τότε αν X είναι ένα
προδράγμα της A (X : Aop → Set) έχουμε ότι:

LanyF (X) = colim{ y ↓ X π // A F // B } (2.3)

Ισχύουν τα ακόλουθα:
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18 ΑΡΙΣΤΕΡΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ KAN ΚΑΙ ΕΙΔΗ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ1. Η εμφύτευση Yoneda είναι πλήρης και πιστός συναρτητής, άρα από την Παρατήρη-
ση 2.2.3 έχουμε ότι

LanyF ◦ y ∼= F2. Ο συναρτητής LanyF : [Aop,Set]→ B έχει δεξιά προσαρτημένο τον ιδιάζοντα
συναρτητή SF : B → [Aop,Set], με SF (B) να είναι ο συναρτητής homB(F (−), B). ΄Αρα ο
LanyF ως αριστερά προσαρτημένος συναρτητής διατηρεί συνόρια.3. Αν ο συναρτητής F : A → B πυκνός τότε ο ιδιάζων συναρτητής SF : B → [Aop,Set]
είναι πλήρης και πιστός (βλέπε Πρόταση 2.1.2), και σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι η B
είναι (μπορεί να ειδωθεί ως) μία πλήρης ανακλαστική υποκατηγορία της [Aop,Set], άρα θα
ισχύει και ότι: LanyF ◦ SF ∼= 1[Aop,Set]

4 (για δεξιές επεκτάσεις Kan, βλέπε [39] Κεφ. IX,
Πρόταση 1).4. Αν G : A → C είναι ένας συναρτητής, τότε (βλέπε [34], §3) έχουμε ότι:

LanGF = LanyF ◦ SG

A G //

F

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
C

LanGF

��

SG // [Aop,Set]

LanyF

{{wwwwwwwwwwwwwwwwww

B

Ο συναρτητής SG διατηρεί όρια (όποια όρια υπάρχουν στην C), άρα για να ελέγξουμε αν
ο συναρτητής LanGF διατηρεί όρια, αρκεί να ελέγξουμε αν ο συναρτητής LanyF διατηρεί
όρια.

Αναφέρουμε σε αυτό το σημείο δύο κλασικές κατασκευές, την κατηγορική και την
γεωμετρική πραγματοποίηση μονόπλοκων συνόλων (simplicial sets), ῾῾στιγμιότυπα᾿᾿ της
προσάρτησης LanyF a SF . Περισσότερα τέτοια παραδείγματα μπορεί κανείς να δει στο
[48]. Για το δεξιά προσαρτημένο της κατηγορικής πραγματοποίησης (τον συναρτητή νεύ-
ρο) υπάρχει μία ῾῾διαφορετική᾿᾿ ανάλυση στο [38].

4Ο ισομορφισμός αυτός ισχύει γιατί η συν-μονάδα της προσάρτησης είναι ισομορφισμός (βλέπε [39],
Κεφ.4, §3, Θεώρημα 1).
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2.2. Αριστερές Επεκτάσεις Kan 19

Με ∆ συμβολίζουμε την κατηγορία με αντικείμενα, όλους τους πεπερασμένους διατα-
κτικούς αριθμούς:

[n] = {0 < 1 < 2 < ... < n}

και μορφισμούς μεταξύ τους, συναρτήσεις που διατηρούν την διάταξη. Η κατηγορία [∆op,Set],
των προδραγμάτων στην∆, καλείται η κατηγορία των μονόπλοκων συνόλων (simplicial
sets) και συμβολίζεται και ως SSet. Επιπλέον, αν X : ∆op → Set, τότε τα στοιχεία του
συνόλου X([n]) =: Xn καλούνται n-σύμπλοκα (n-simplexes) του X.2.2.5 Παράδειγμα. Η κατηγορική πραγματοποίηση και ο συναρτητής νεύ-ρο.
Θεωρούμε τον συναρτητή

U : ∆→ Cat

από την κατηγορία ∆ στην κατηγορία των μικρών κατηγοριών, ο οποίος αντιστοιχίζει τον
διατακτικό [n] (ολικά διατεταγμενό σύνολο) στην κατηγορία που του αντιστοιχεί. Θα συμ-
βολίζουμε U([n]) = n.

Συμβολίζουμε τ1 : SSet → Cat την αριστερή επέκταση Kan του U κατά μήκος της
εμφύτευσης Yoneda. Ο συναρτητής τ1 καλείται ο συναρτητής της κατηγορικής πραγ-ματοποίησης (categorical realization functor) ή πιο απλά η κατηγορική πραγματοποίη-
ση. Αν X είναι ένα μονόπλοκο σύνολο, τότε η κατηγορία τ1(X) καλείται η θεμελιώδηςκατηγορία (fundamental category) του X. Ο δεξιά προσαρτημένος του τ1 (SU), συμ-
βολίζεται N : Cat → SSet και καλείται ο συναρτητής νεύρο (nerve functor) και η
τιμή του σε μία μικρή κατηγορία C, νεύρο της κατηγορίας.

∆
y //

U ##G
GGGGGGG SSet

LanyU=τ1zzuuuuuuuuu

Cat

N
::uuuuuuuuu

Ο συναρτητής νεύρο έχει την εξής δράση:

Αν C είναι μία μικρή κατηγορία, τότε NC : ∆op → Set είναι ο συναρτητής με NC([n])(=
(NC)n) = homCat(n, C) για [n] ∈ ∆. ΄Ενα n-σύμπλοκο x ∈ (NC)n μπορεί να παρασταθεί
και ως μία αλυσίδα από n μορφισμούς στην C

x(0)
x1 // x(1)

x2 // x(2)
x3 // ... xn−1// x(n− 1)

xn // x(n)

και αν f : [m] → [n] είναι ένας μορφισμός στην ∆, τότε: Nf : homCat(n, C) →
homCat(m, C) είναι η συνάρτηση με Nf(x) = x ◦ f .
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Τα 0-σύμπλοκα του νεύρου μίας κατηγορίας αποτελούν το σύνολο (αφού η C είναι μικρή
κατηγορία) των αντικείμενων της C, τα 1-σύμπλοκα αποτελούν το σύνολο των μορφισμών
της C, τα 2-σύμπλοκα αποτελούν το σύνολο των συνθέσιμων μορφισμών της C, κ.ο.κ. ΄Αρα
το νεύρο μίας (μικρής) κατηγορίας περιέχει τις βασικές πληροφορίες για την κατηγορία.
Για την δράση του N στους μορφισμούς της Cat, έχουμε ότι αν F : C → C ′ είναι

ένας συναρτητής μεταξύ μικρών κατηγοριών, τότε NF : NC → NC ′ είναι ο φυσικός
μετασχηματισμός που ορίζεται στο (βήμα) [n] ως:

(NF )n(x) = F ◦ x, αν x ∈ (NC)n.

Επιπλέον έχουμε ότι y([n]) = N(n) για κάθε n, δηλαδή τα αναπαραστάσιμα μόνοπλοκα
σύνολα είναι στην εικόνα του συναρτητή νεύρου. Για το ποια ακριβώς μονόπλοκα σύνολα
βρίσκονται στην εικόνα του συναρτητή νεύρου μπορεί κανείς να δει στο [38].
΄Ενα βασικό Θεώρημα για τον συναρτητή νεύρο είναι το ακόλουθο:2.2.6 Θεώρημα. Ο συναρτητής νεύρο NC : ∆op → Set είναι πλήρης και πιστός συναρ-

τητής.

Μία απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος μπορεί κανείς να δει στο [24], Πρόταση Β.013.
Από το Θεώρημα αυτό έχουμε ότι η κατηγορία όλων των μικρών κατηγοριών Cat είναι
πλήρης ανακλαστική υποκατηγορία της κατηγορίας SSet των μονόπλοκων συνόλων, άρα
για κάθε μικρή κατηγορία C έχουμε ότι: τ1(N(C)) ∼= C.
Ο συναρτητής U : ∆ → Cat είναι πλήρης και πιστός συναρτητής (και υπό μία έννοια

θα λέγαμε ότι δρα ταυτοτικά). ΄Αρα η ∆ μπορεί να ειδωθεί ως μία πλήρης υποκατηγορία
της Cat. Συνδυάζοντας λοιπόν το παραπάνω Θεώρημα με την Πρόταση 2.1.2 έχουμε:2.2.7 Πόρισμα. Η ∆ είναι πυκνή υποκατηγορία της Cat.

Αναφέρουμε εδώ ένα κλασικό αποτέλεσμα για τον συναρτητή νεύρο ([19]), το οποίο θα
προκύψει και ως αποτέλεσμα της δικής μας ανάλυσης στο Κεφάλαιο 4.2.2.8 Θεώρημα. 5 Ο συναρτητής τ1 : SSet→ Cat διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.2.2.9 Απόδειξη. Δείχνουμε πρώτα ότι ο τ1 διατηρεί γινόμενα αναπαραστάσιμων.

τ1(y([m])× y([n])) ∼= τ1(N(m)×N(n))
∼= (1)τ1(N(m× n))
∼= m× n
∼= τ1(y([m]))× τ1(y([n]))

5Αυτό το Θεώρημα, όπως και το Θεώρημα 2.2.6, υπάρχουν στο κλασικό βιβλίο των Gabriel και Zisman
[19], και εκεί μάλλον καταγράφονται και αποδεικνύονται πρώτη φορά αυτά τα αποτελέσματα.
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2.2. Αριστερές Επεκτάσεις Kan 21

όπου η ισοδυναμία (1) ισχύει γιατί ο N ως δεξιά προσαρτημένος συναρτητής διατηρεί
γινόμενα.
Τώρα, έστωX : ∆op → Set καιX ∼= colim

y([n])→X
y([n]) η αναπαράσταση του X ως συνόριο

αναπαραστάσιμων (βλέπε Θεώρημα 2.1.5). Αν τώρα [m] ∈∆ έχουμε:

τ1(X × y([m])) ∼= τ1( colim
y([n])→X

y([n])× y([m]))

∼= τ1( colim
y([n])→X

(y([n])× y([m]))) (1)

∼= colim
y([n])→X

(τ1(y([n])× y([m]))) (2)

∼= colim
y([n])→X

(τ1(y([n]))× τ1(y([m]))) (3)

∼= colim
y([n])→X

(τ1(y([n])))× τ1(y([m])) (4)

∼= τ1( colim
y([n])→X

y([n]))× τ1(y([m])) (5)

∼= τ1(X)× τ1(y([m]))

όπου η ισοδυναμία (1) ισχύει γιατί η κατηγορία [∆op,Set] είναι καρτεσιανά κλειστή, οι
ισοδυναμίες (2) και (5) ισχύουν γιατί ο συναρτητής τ1 διατηρεί συνόρια ως αριστερά προ-
σαρτημένος συναρτητής, η ισοδυναμία (3) ισχύει γιατί όπως δείξαμε ο συναρτητής τ1 δια-
τηρεί γινόμενα αναπαραστάσιμων και η ισοδυναμία (4) ισχύει γιατί η κατηγορία Cat είναι
καρτεσιανά κλειστή.
Αν τώρα Y : ∆op → Set ένα άλλο μονόπλοκο σύνολο και έστω Y ∼= colim

y([m])→Y
y([m]),

τότε από την παραπάνω ισοδυναμία και για τους ίδιους λόγους με πριν έχουμε:

τ1(X × Y ) ∼= τ1(X × colim
y([m])→Y

y([m]))

∼= τ1( colim
y([m])→Y

(X × y([m]))) (1)

∼= colim
y([m])→Y

(τ1(X × y([m]))) (2)

∼= colim
y([m])→Y

(τ1(X)× τ1(y([m])))

∼= (τ1(X))× colim
y([m])→Y

(τ1(y([m]))) (4)

∼= τ1(X)× τ1( colim
y([m])→Y

y([m])) (5)

∼= τ1(X)× τ1(Y )2.2.10 Παράδειγμα. Η γεωμετρική πραγματοποίηση και ο συναρτητήςτου ολικά ιδιάζοντος μόνοπλοκου συνολου. Αν με Top συμβολίσουμε την κα-
21
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τηγορία των τοπολογικών χώρων, θεωρούμε τον συναρτητή ∆ : ∆→ Top που αντιστοιχεί
τον διατακτικό [n] στο τοπολογικό n-μονόπλοκο (standard topological n-simplex)

∆([n]) = ∆n = {(x0, x1, ..., xn) ∈ Rn+1|xi ≥ 0,
n∑
i=0

xi = 1}

Συμβολίζουμε | · | : SSet → Top την αριστερή επέκταση Kan του ∆ κατά μήκος
της εμφύτευσης Yoneda. Ο συναρτητής | · | καλείται ο συναρτητής της γεωμετρικήςπραγματοποίησης (geometrical realization functor) ή πιο απλά η γεωμετρική πραγμα-
τοποίηση.
΄Εστω τώρα Χ ένα μονόπλοκο σύνολο, τότε έχουμε ότι (βλέπε ισότητα 2.3)

|X| = colim{ y ↓ X π // ∆
∆ // Top } = colim

x:∆n→X
∆n (2.4)

όπου με ∆n συμβολίζουμε τον αναπαραστάσιμο hom∆(−, n).
Το συνόριο αυτό που θέλουμε να υπολογίσουμε είναι ένα συνόριο στην κατηγορία των

τοπολογικών χώρων και είναι ο συνεξισωτής του παρακάτω διαγράμματος:

δ, τ :
∐

(f,x)∈(eltX)1

∆(ϑ0f)⇒
∐

([n],x)∈(eltX)0

∆([n])

και έχουμε ∐
(f,x)∈(eltX)1

∆(ϑ0f) =
∐

f :[n]→[m]

∐
x∈X([m])

∆([n]) =
∐

f :[n]→[m]

X([m])×∆([n])

και ∐
(n,x)∈(eltX)0

∆([n]) =
∐

[n]∈∆0

∐
x∈X([n])

∆([n]) =
∐

[n]∈∆0

X([n])×∆([n]) := X

και αν x ∈ X([m]), a ∈ ∆([n]) και f : [n]→ [m], έχουμε:

δ(x, a) = (Xf(x), a)
τ(x, a) = (x,∆f(a))

Το συνόριο ενός διαγράμματος στην κατηγορία των τοπολογικών χώρων είναι ένας τοπο-
λογικός χώρος που έχει ως υποκείμενο σύνολο το συνόριο του ίδιου διαγράμματος στην
κατηγορία των συνόλων (βλέπε [39], Κεφ.6, §9 ή [21], §2.4). ΄Αρα η γεωμετρική πραγματο-
ποίηση ενός μονόπλοκου συνόλου X είναι ένας χώρος πηλίκο του X. (Για μία περιγραφή
της σχέσης ισοδυναμίας που περιγράφει το χώρο πηλίκο βλέπε [45]).
Ο δεξιά προσαρτημένος συναρτητής της γεωμετρικής πραγματοποίησης | · | (S∆) συμ-

βολίζεται S : Top → SSet και καλείται ο ο συναρτητής του ολικά ιδιάζοντος
22



2.2. Αριστερές Επεκτάσεις Kan 23μονόπλοκου συνόλου (total singular complex functor) και αν Y είναι ένας τοπολο-
γικός χώρος, τότε SY : ∆op → Set είναι το μόνοπλοκο σύνολο με SY ([n]) = (SY )n =
homTop(∆([n]), Y ).

∆
y //

∆ ##F
FFFFFFF SSet

Lany∆=|·|zzuuuuuuuuu

Top

S
::uuuuuuuuu2.2.11 Παρατήρηση. Από την αντιμεταθετικότητα του παραπάνω διαγράμματος έχουμε

ότι η γεωμετρική πραγματοποίηση του αναπαραστάσιμου hom∆(−, [n]) = ∆n, είναι το
τοπολογικό n-μονόπλοκο ∆n, το οποίο είναι συμπαγής χώρος Hausdorff.

Με Ke συμβολίζουμε την κατηγορία με αντικείμενα τους χώρους Kelley και μορ-
φισμούς συνεχείς συναρτήσεις μεταξύ τους. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος
Kelley, αν είναι Hausdorff και αν για οποιοδήποτε υποσύνολο A του X, που τέμνει κάθε
συμπαγές υποσύνολο του X σε ένα κλειστό σύνολο είναι και το ίδιο κλειστό σύνολο ([19],
I, 1.5.3), δηλαδή:

A ∩ C= κλειστό για κάθε C συμπαγές, τότε A κλειστό.
Η κατηγορία Ke είναι μία πλήρης και συνανακλαστική (coreflective) υποκατηγορία της

κατηγορίας Hauss, η οποία έχει αντικείμενα του χώρους Hausdorff και μορφισμούς συνε-
χείς συναρτήσεις μεταξύ τους (βλέπε [39], Κεφ. VII, §8, Πρόταση 1). Επιπλέον η κατηγορία
Ke είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία 6 (βλέπε [39], Κεφ. VII, §8, Θεώρημα 3). Πα-
ραδείγματα τέτοιων χώρων είναι οι μετρικοποιήσιμοι χώροι και οι τοπικά συμπαγείς χώροι
Hausdorff.2.2.12 Πρόταση. ([19], III, 3.1) Η γεωμετρική πραγματοποίηση, λαμβάνει τιμές στην
κατηγορία των χώρων Kelley.

Μία απόδειξη της παρακάτω Πρότασης που θα είχε πιο κατηγορική φύση, ήταν το
εφαλτήριο για την δουλειά που παρουσιάζεται στην παρούσα διδακτορική διατριβή ([28]).
Μία πλήρης απόδειξη αυτής της Πρότασης μπορεί να βρεθεί στο [21] §3.1.2.2.13 Θεώρημα. Η γεωμετρική πραγματοποίηση | · | : SSet → Ke, διατηρεί πεπερα-
σμένα όρια.

6Η κατηγορία των χώρων Kelley, σ΄ αντίθεση με την κατηγορία Top όλων των τοπολογικών χώρων είναι
μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία. Αυτό το γεγονός μαζί με κάποιες άλλες ιδιότητες της κατηγορίας αυτής
(για παράδειγμα σε κατηγορικό επίπεδο, το γεγονός ότι είναι πλήρης και συν-πλήρης και σε τοπολογικό
επίπεδο, το γεγονός ότι τα CW-complexes είναι αντικείμενα αυτής της κατηγορίας), κατατάσσουν την
κατηγορία Ke στις βολικές (όπως έχει επικρατήσει να λέγονται) κατηγορίες τοπολογικών χώρων ([14],
[51]).
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24 ΑΡΙΣΤΕΡΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ KAN ΚΑΙ ΕΙΔΗ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ2.2.14 Παρατήρηση. Ο συναρτητής της γεωμετρικής πραγματοποίησης αν ειδωθεί ως
συναρτητής στην κατηγορία των τοπολογικών χώρων δεν διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.

Το παραπάνω παράδειγμα (της γεωμετρικής πραγματοποίησης) είναι από τα πρώτα πα-
ραδείγματα προσάρτησης και ίσως το κινητήριο για την ανάπτυξη της θεωρίας των προ-
σαρτημένων συναρτητών ([25]), και επιπλέον έχει μεγάλη συμβολή στην ομοτοπική θεωρία
λόγω της αριστερής ακρίβειας της γεωμετρικής πραγματοποίησης ([46], [21]).
Αναφέρουμε εδώ κάποιες ιδιότητες της κατηγορίας ∆ τις οποίες θα χρειαστούμε στο

Κεφάλαιο 4, για να δούμε τα Θεωρήματα 2.2.8 και 2.2.13 υπό το πρίσμα της δικής μας
ανάλυσης. Η πρώτη ιδιότητα (η οποία ῾῾μετριάζει᾿᾿ την έλλειψη γινομένων στην ∆) που
αναφέρουμε στην παρακάτω Πρόταση αποτελεί εξειδίκευση του [19], 5.5, υπό το πρίσμα της
Πρότασης 3.4 [29].2.2.15 Πρόταση. Για κάθε δύο αντικείμενα [m], [n] της ∆, υπάρχει μία πεπερασμένη
οικογένεια κώνων για το διακριτό διάγραμμα που αποτελείται από τα [m], [n], με τον κάθε
κώνο της οικογένειας αυτής να έχει κορυφή τον διατακτικό [m + n] και την ιδιότητα ότι
κάθε άλλος κώνος παραγοντοποιείται από ένα κώνο αυτής της οικογένειας.2.2.16 Απόδειξη. Αν [m], [n] στην ∆ θεωρούμε την οικογένεια των ζευγαριών από
συναρτήσεις της μορφής: α: [m + n] → [m], β: [m + n] → [n], που διατηρούν την διάταξη
και είναι επί. Κάθε τέτοιο ζευγάρι αντιστοιχεί σ΄ ένα μέγιστου μήκους μονοπάτι στο [m]×[n]
πλαίσιο στο επίπεδο, όπου ῾ἡ κίνηση επιτρέπεται᾿᾿ μόνο προς τα πάνω και προς τα δεξιά,
αφού οι συναρτήσεις α και β διατηρούν την διάταξη:

. . . . .

.

n

. . . // // .

OOOO

.2 . // // . . .

.1 .

OOOO

. . .

.0 // // .

OOOO

1
.
2

.
m
.

΄Ετσι, το μονοπάτι που είναι σχεδιασμένο παραπάνω, αντιστοιχεί στις συναρτήσεις α και β
με α(0) = 0, α(1) = α(2) = α(3) = 1, ..., α(m+n−2) = m−1, α(m+n−1) = α(m+n) =
m και β(0) = β(1) = 0, β(2) = 1, β(3) = 2, ..., β(m + n− 2) = β(m + n− 1) = n− 1,
β(m + n) = n (η α προβάλει στον οριζόντιο άξονα και η β στον κάθετο). Τέτοιοι κώνοι
είναι

(
m+n
n

)
το πλήθος.
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Αν τώρα γ: [k]→ [m], δ: [k]→ [n] ένας άλλος κώνος, τότε υπάρχει ένα σύνολο σημείων
(γ(i), δ(i)), i ∈ [k], μέσα στο [m]× [n]-πλαίσιο. Επεκτείνουμε αυτό το σύνολο σημείων σ΄
ένα μέγιστο μονοπάτι μ΄ ένα οποιοδήποτε από τους δυνατούς τρόπους. Αυτή η επέκταση
καθορίζει ένα κώνο με κορυφή [m + n] (όπως περιγράψαμε από πάνω). Η ζητούμενη
παραγοντοποίηση είναι η ε: [k]→ [m+ n], όπου:

ε(i) = ο αριθμός της θέσης του (γ(i), δ(i)) μέσα στο μέγιστο μονοπάτι.

Πιο γενικά έχουμε:2.2.17 Πρόταση. Για κάθε πεπερασμένο διάγραμμα στην κατηγορία ∆ υπάρχει μία
πεπερασμένη οικογένεια κώνων για αυτό το διάγραμμα, με την ιδιότητα ότι κάθε άλλος
κώνος για αυτό το διάγραμμα παραγοντοποιείται μέσω ενός κώνου από αυτή την οικογένεια.
Επιπλέον, για κάθε πεπερασμένο διάγραμμα D:D → ∆, το όριο του διαγράμματος από
αναπαραστάσιμους y ◦ D:D → ∆ → Sset στα μονόπλοκα σύνολα είναι ισόμορφο μ΄ ένα
πεπερασμένο συνόριο από αναπαραστάσιμους.2.2.18 Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισμό έχουμε ότι η ∆ έχει τελικό αντικείμενο
και ότι ένα παράλληλο ζεύγος μορφισμών είτε έχει εξισωτή (αν οι μορφισμοί έχουν ένα
τουλάχιστον σημείο ταύτισης) είτε (στη περίπτωση που οι μορφισμοί δεν έχουν κανένα
σημείο ταύτισης) έχουμε ένα κενό (άρα πεπερασμένο) σύνολο κώνων. Την περίπτωση
του διακριτού διαγράμματος την μελετήσαμε στην προηγούμενη Πρόταση. Το συμπέρασμα
έπεται από [6], Θεώρημα 2.1. Για τον δεύτερο ισχυρισμό, το συμπέρασμα έπεται από [29],
Θεώρημα 3.5.

2.3 Είδη Επίπεδων Συναρτητών

Στο [39] υπάρχει μία παράγραφος (Κεφ.X, Παρ. 7) με τίτλο: ῾῞Ολες οι έννοιες είναι ε-
πεκτάσεις Kan᾿᾿ και η παράγραφος αυτή ξεκινάει με την πρόταση:῾῾Η έννοια (notion) των
επεκτάσεων Kan συγκεντρώνει όλες τις θεμελιώδεις έννοιες (concepts) της θεωρίας κατη-
γοριών᾿᾿. Αυτό αιτιολογείται από το γεγονός ότι (όλες οι) βασικές έννοιες της Θεωρίας των
Κατηγοριών όπως αυτές του συνορίου και του αριστερά προσαρτημένου ενός συναρτητή
είναι ισοδύναμες με την ύπαρξη κάποιων αριστερών επεκτάσεων Kan (οι έννοιες του ορίου
και του δεξιά προσαρτημένου ενός συναρτητή είναι ισοδύναμες με την ύπαρξη κάποιων δε-
ξιών επεκτάσεων Kan). Πέρα από την θεμελιώδη σημασία τους, αριστερές επεκτάσεις Kan
εμφανίζονται με μεγάλη συχνότητα στην θεωρία κατηγοριών και στην ομοτοπική θεωρία.
Σε πολλές από αυτές τις περιπτώσεις μας ενδιαφέρει το κατά πόσο διατηρούν κάποια πεπε-
ρασμένα όρια. Στην περίπτωση που έχουμε αριστερές επεκτάσεις Kan συναρτητών με τιμές
στην κατηγορία των συνόλων, τότε το πρόβλημα της διατήρησης (κάποιας κλάσης) πεπε-
ρασμένων ορίων από την αριστερή επέκταση Kan είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη (κάποιων)
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κώνων στην κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή. Τέτοιοι συναρτητές καλούνται ε-
πίπεδοι αν μιλάμε για την ύπαρξη όλων των κώνων ή αν έχουμε ύπαρξη κάποιων κώνων,
τότε μιλάμε για επίπεδους συναρτητές προσθέτοντας και ένα επίθετο ανάλογα με το ποιοι
κώνοι υπάρχουν.
Σε αυτή την ενότητα κάνουμε μια ανασκόπηση των βασικών αποτελεσμάτων γύρω από

τους επίπεδους συναρτητές, τους sifted επίπεδους συναρτητές και τους επίπεδους ως προς
πεπερασμένα συνεκτικά όρια συναρτητές.

2.3.1 Επίπεδοι Συναρτητές

Σε αυτή την παράγραφο κάνουμε μια ανασκόπηση της βασικής θεωρίας των επίπεδων συ-
ναρτητών. Πλήρης περιγραφή αυτών των αποτελεσμάτων υπάρχει στο [10].2.3.1 Ορισμός. Μία κατηγορία C καλείται φιλτραρισμένη (filtered) αν
1. Είναι μη κενή.

2. Για κάθε δύο αντικείμενα C1, C2 στην C υπάρχει ένα αντικείμενο C3 και μορφισμοί:

C1

f !!

C2

g
}}

C3

3. Για κάθε παράλληλο ζεύγος μορφισμών C2

f //
g

// C1 στην C, υπάρχει ένα αντικεί-
μενο C3 και ένας μορφισμός h : C1 → C3 στην C, που συνεξισώνει τους f και
g.

C2

f //
g

// C1
h // C32.3.2 Παρατήρηση. Σε κάποιες περιπτώσεις στην βιβλιογραφία με τον όρο φιλτραρισμέ-

νη κατηγορία, εννοείται η δυική έννοια (συν-φιλτραρισμένη κατηγορία) αυτού που ορίστηκε
παραπάνω (π.χ στο [40]).2.3.3 Παρατήρηση. Αν μία κατηγορία C είναι φιλτραρισμένη, τότε ([40], Κεφ. VII,
παρ.6, Λήμμα 1) κάθε πεπερασμένο διάγραμμα στην C έχει συν-κώνο και επιπλέον αν μία
κατηγορία έχει τελικό αντικείμενο τότε είναι φιλτραρισμένη.
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 272.3.4 Παρατήρηση. Οι φιλτραρισμένες κατηγορίες μπορούν ισοδύναμα να χαρακτηρι-
στούν ως εκείνες οι κατηγορίες C, με την ιδιότητα ότι C-συνόρια αντιμετατίθενται με πεπε-
ρασμένα όρια στην Set ([10], Κεφ.2, Θεώρημα 2.13.4).2.3.5 Ορισμός. ΄Ενας συναρτητής F : C → Set καλείται επίπεδος (flat) αν η δυική
της κατηγορίας των στοιχείων του F είναι φιλτραρισμένη.
Αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι:

1. Υπάρχει ένα τουλάχιστον αντικείμενο C στην C και ένα στοιχείο x ∈ FC.

2. Για κάθε C1 ∈ C και x1 ∈ FC1, C2 ∈ C και x2 ∈ FC2, υπάρχει C3 ∈ C, x3 ∈ FC3

και μορφισμοί f : C3 → C1, g : C3 → C2, έτσι ώστε Ff(x3) = x1 και Fg(x3) = x2.

(C3, x3)
g

&&

f

xx
(C1, x1) (C2, x2)

3. Για κάθε C1 ∈ C (και x1 ∈ FC1), C2 ∈ C και x2 ∈ FC2 και μορφισμούς C2

f //
g

// C1

στην C, τέτοιους ώστε Ff(x2) = Fg(x2)(= x1), υπάρχουν C3 ∈ C , x3 ∈ FC3 και
h : C3 → C2 έτσι ώστε f ◦ h = g ◦ h και Fh(x3) = x2

(C3, x3)
h // (C2, x2)

f //
g

// (C1, x1)2.3.6 Παράδειγμα. Αν C είναι μία κατηγορία, και C ∈ C, θεωρούμε τον συναλλοίωτο
(covariant) αναπαραστάσιμο συναρτητή: homC(C,−) : C → Set. Η κατηγορία των στοι-
χείων αυτού του συναρτητή έχει αρχικό αντικείμενο, το (C, idC), άρα η δυική της είναι
φιλτραρισμένη (παρατήρηση 2.3.3), αρα ο homC(C,−) είναι επίπεδος.

΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, F : C → Set ένας συναρτητής με τιμές στα σύνολα και
LanyF : [Cop,Set] → Set η αριστερή επέκταση Kan του F κατά μήκος της εμφύτευσης
Yoneda. ’Εστω D : I → C ένα διάγραμμα στην C, όπου I πεπερασμένη κατηγορία. Το
διάγραμμα αυτό μπορεί να έχει ή να μην έχει όριο στην C. Σε κάθε περίπτωση υπάρχει το
όριο του διαγράμματος y◦D : I → [Cop,Set] και έχει νόημα να ρωτήσουμε αν ο συναρτητής
LanyF (η επέκταση του F ) διατηρεί αυτό το όριο.

Ας περιγράψουμε την περίπτωση που έχουμε ένα διακριτό διάγραμμα με δύο αντικείμενα
C1, C2 στην C (I = {		}). Τότε:

LanyF (yC1 × yC2) = colim{ elts(yC1 × yC2)
π // C F // Set }
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Η κατηγορία elts(yC1× yC2) έχει ως αντικείμενα όλους τους κώνους του διαγράμματος D

C

!!B
BB

BB
BB

B

}}||
||

||
||

C1 C2

και μορφισμούς συμβατές απεικονίσεις μεταξύ κώνων. Επιπλέον από την περιγραφή των
συνορίων στην Set (βλέπε [26], §4) έχουμε ότι το παραπάνω συνόριο ισούται με ένα πηλίκο
του συνόλου:

∐
C∈Cone(D)

FC.

Από την καθολική ιδιότητα του γινομένου LanyF (yC1)× LanyF (yC2) ∼= FC1 × FC2,
έχουμε ότι υπάρχει ένας (κανονικός) μορφισμός

λ : LanyF (yC1 × yC2)→ FC1 × FC2

Η συνάρτηση αυτή δρα ως εξής: αν x ∈ FC για κάποιο κώνο C, C1 C
l2 //l1oo C2 ,

τότε λ([x]) = (Fl1(x), F l2(x))
Αν υποθέσουμε τώρα ότι ο LanyF διατηρεί το γινόμενο yC1 × yC2, αυτό σημαίνει ότι

ο παραπάνω μορφισμός είναι ισομορφισμός. Οπότε αν έχουμε x1 ∈ FC1, x2 ∈ FC2, τό-

τε υπάρχει ένας κώνος C, C1 C
l2 //l1oo C2 και ένα x ∈ FC, τέτοιο ώστε Fl1(x) =

x1, F l2(x) = x2 Με άλλα λόγια το διακριτό διάγραμμα στην κατηγορία eltsF , που αποτε-
λείται από τα (C1, x1) και (C2, x2), έχει κώνο (τον (C, x)).

Γενικά αν D : I → C είναι ένα διάγραμμα στην C, τότε θα αναφερόμαστε στο διάγραμμα
y ◦ D, ως ένα I-διάγραμμα αναπαραστάσιμων. Η ανάλυση που κάναμε πιο πάνω
γενικεύεται για κάθε πεπερασμένο διάγραμμα, όπως δηλώνει η παρακάτω Πρόταση 7.2.3.7 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, F : C → Set ένας συναρτητής με
τιμές στα σύνολα και I μία πεπερασμένη κατηγορία. Αν ο LanyF : [Cop,Set] → Set,
διατηρεί όρια I-διαγραμμάτων αναπαραστάσιμων, τότε κάθε I-διάγραμμα στην κατηγόρια
των στοιχείων του F έχει κώνο.

Το αντίστροφο του παραπάνω Θεωρήματος δεν ισχύει γενικά. Στο [1] αιτιολογείται
αυτό το γεγονός και στο τέλος αυτού του Κεφαλαίου θα κάνουμε μία αναφορά σε αυτό.
Στο [44] δίνονται δύο τέτοια (αντί-)παραδείγματα. Ισχύει όμως ότι αν κάθε πεπερασμένο
διάγραμμα στην κατηγορία των στοιχείων του F έχει κώνο (δηλαδή ο F είναι επίπεδος),
τότε ο LanyF διατηρεί όλα τα πεπερασμένα όρια.
Συνοψίζοντας έχουμε το παρακάτω Θεώρημα ([10], 6.1.3).

7Μία απόδειξη αυτής της Πρότασης, μπορεί κανείς να δει στο [37], Λήμμα 4.7.
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 292.3.8 Θεώρημα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set ένας συναρτητής. Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι επίπεδος.

2. Η αριστερή επέκταση Kan LanyF , του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y :
C → [Cop,Set] είναι αριστερά ακριβής (δηλ. διατηρεί πεπερασμένα όρια).Επιπεδότητα και αριστερή ακρίβεια ενός συναρτητή: Το παραπάνω Θεώρημα

μας λέει ότι η επιπεδότητα ενός συναρτητή με τιμές στα σύνολα και η αριστερή ακρίβεια της
αριστερής επέκτασης Kan του συναρτητή, είναι έννοιες ισοδύναμες. Η επιπεδότητα ενός
συναρτητή είναι έννοια στενά συνδεδεμένη και με την αριστερή ακρίβεια του συναρτητή.2.3.9 Θεώρημα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία που έχει όλα τα πεπερασμένα όρια και
F : C → Set ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι επίπεδος.

2. Ο F διατηρεί πεπερασμένα όρια.

Πιο γενικά, αν η C δεν έχει όλα τα πεπερασμένα όρια έχουμε:2.3.10 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set ένας συναρτητής. Αν
ο F είναι επίπεδος, τότε διατηρεί όλα τα πεπερασμένα όρια που υπάρχουν στην C.

Η απόδειξη της παραπάνω Πρότασης προκύπτει από το Θεώρημα 2.3.8 σε συνδυασμό με
το ότι η εμφύτευση Yoneda διατηρεί πεπερασμένα όρια και ότι ο F είναι φυσικά ισόμορφος
με τον LanyF ◦ F .
Η παραπάνω Πρόταση δεν χαρακτηρίζει (πλήρως) τους επίπεδους συναρτητές8. Για

παράδειγμα αν
C = {C2 ← C1 → C3, C, C

′}

και F : C → Set με FC1 = FC2 × FC3 και FC 6= ∅, FC ′ 6= ∅, τότε ο F διατηρεί τα
πεπερασμένα όρια που υπάρχουν στην C, αλλά δεν είναι επίπεδος (δεν πληροί την συνθήκη
2 του ορισμού 2.3.5).
Τέλος, η αριστερή ακρίβεια συναρτητών με τιμές στα σύνολα χαρακτηρίζει την αριστερή

ακρίβεια συναρτητών με τιμές σε οποιαδήποτε κατηγορία όπως μας πληροφορεί η παρακάτω
Πρόταση.

8Γι΄ αυτό το λόγο, είναι λανθασμένη η άποψη ότι ένας συναρτητής είναι επίπεδος αν διατηρεί τα όποια
όρια υπάρχουν.
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30 ΑΡΙΣΤΕΡΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ KAN ΚΑΙ ΕΙΔΗ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ2.3.11 Πρόταση. Αν C, B είναι δύο κατηγορίες που έχουν όλα τα πεπερασμένα όρια και
F : C → B ένας συναρτητής, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. F διατηρεί πεπερασμένα όρια.

2. Για κάθε B ∈ B ο συναρτητής B(B,−) ◦ F = B(B,F (−)) : C → Set διατηρεί
πεπερασμένα όρια.

Από την απόδειξη της παραπάνω Πρότασης (βλέπε [10], Πρόταση 6.1.4) προκύπτει ότι ο
συναρτητής F διατηρεί το όριο ενός πεπερασμένου διαγράμματος αν και μόνο αν για κάθε
B ∈ B ο συναρτητής B(B,F (−)) το διατηρεί.Επίπεδοι συναρτητές γενικά: ΄Εστω F : C → B ένας συναρτητής. Αν ο συναρτη-
τής λαμβάνει τιμές στην κατηγορία των συνόλων, τότε ένα στοιχείο x ∈ FC, ῾ἑίναι το ίδιο᾿᾿
με μία συνάρτηση: pxq : 1→ FC και η κατηγορία των στοιχείων του F είναι ισοδύναμη με
την κόμμα κατηγορία 1/F . Αν ο συναρτητής λαμβάνει τιμές σε μία κατηγορία διαφορετική
από αυτή των συνόλων, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε τα γενικευμένα στοιχεία του FC,
δηλαδή συναρτήσεις B → FC, B ∈ B . Αυτά είναι αντικείμενα της κατηγορίας B/F που
είναι η κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή B(B,F−) : C → Set. Υπό το πρίσμα και
της παραπάνω Πρότασης, έχουμε τον παρακάτω ορισμό.2.3.12 Ορισμός. ΄Ενας συναρτητής F : C → B καλείται επίπεδος, αν για κάθε B ∈ B
ο συναρτητής B(B,F−) : C → Set είναι επίπεδος .

Αναλυτικότερα έχουμε ότι ο F : C → B είναι επίπεδος αν για κάθε αντικείμενο B ∈ B
πληρούνται οι ακόλουθες τρεις συνθήκες:

1. Υπάρχει ένα τουλάχιστον αντικείμενο C ∈ C και ένας μορφισμός B → FC.

2. Για κάθε διάγραμμα στην B της μορφής:

B
b2

""F
FFFFFFF

b1

||xxxxxxxx

FC1 FC2

όπου C1, C2 αντικείμενα της C, υπάρχουν: ένα αντικείμενο C3 ∈ C, ένα ζεύγος
μορφισμών

C3

r

!!

l

}}
C1 C2
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 31

στην C και ένας μορφισμός b3 : B → FC3 στην B, έτσι ώστε στο παρακάτω διά-
γραμμα τα δύο πλευρικά τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά

B

b2

��6
66

66
66

66
66

66
66

6

b1

����
��

��
��

��
��

��
��

b3
��

FC3

Fr $$Flzz
FC1 FC2

3. Για κάθε αντιμεταθετικό διάγραμμα στην B της μορφής:

B

b1
��

FC2

Ff //

Fg
// FC1

όπου C2

f //
g

// C1 ένα παράλληλο ζεύγος μορφισμών στην C, υπάρχει ένας μορφι-
σμός h : C3 → C2 στην C τέτοιος ώστε f · h = g · h και ένας μορφισμός B → FC3,
έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό:

B

b1
��

b3

zz
FC3

Fh // FC2

Ff //

Fg
// FC12.3.13 Παρατήρηση. ([50]). ΄Οταν B είναι η κατηγορία των συνόλων, ο Ορισμός 2.3.12

δεν συμπίπτει με τον Ορισμό 2.3.5. ΄Ενα παράδειγμα είναι το ακόλουθο9:
΄Εστω ότι C είναι μία μη κενή και μη συν-φιλτραρισμένη κατηγορία π.χ μία διακριτική κα-
τηγορία με δύο αντικείμενα. Αν C ∈ C θέτουμε: F = homC(C,−). Ο F είναι επίπεδος ως
συναρτητής στην κατηγορία των συνόλων με την έννοια του Ορισμού 2.3.5 (Παράδειγμα
2.3.6). ΄Ομως ο συναρτητής: Set(∅, F (−)) έχει σταθερή τιμή 1 (το τελικό αντικείμενο
της Set), οπότε η κατηγορία των στοιχείων του είναι η κατηγορία C η οποία δεν είναι
συν-φιλτραρισμένη, άρα ο F δεν είναι επίπεδος (για B το κενό σύνολο) με την έννοια του
Ορισμού 2.3.1210. Γι΄ αυτό το λόγο στο ([50]) οι συναρτητές που πληρούν τις συνθήκες

9Το (αντί-)παράδειγμα αυτό, δόθηκε από τον Tom Leinster ([50])
10Αυτό που ισχύει σε κάθε περίπτωση είναι ότι ο Ορισμός 2.3.12 είναι ισχυρότερος του ορισμού 2.3.5.
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του Ορισμού 2.3.12 καλούνται representably flat. Δεν χρησιμοποιούμε αυτή την ορολογία
(αν και είναι λογικό να χρειάζεται μία τέτοιου είδους τροποποίηση), γιατί με τον τρόπο που
παρουσιάζουμε την έννοια της επιπεδότητας στο Κεφάλαιο 3, γίνεται φανερή η διάκριση
μεταξύ αυτών των δύο ορισμών (βλέπε Παρατηρήσεις 3.2.5 και 3.2.6).2.3.14 Παράδειγμα. ΄Εστω F : C → B ένας συναρτητής που είναι δεξιά προσαρτημένος
και έστω G : B → C ο αριστερά προσαρτημένος του. Τότε ο F είναι επίπεδος, αφού αν
B ∈ B, έχουμε ότι: B(B,F−) ∼= C(GB,−) και από το παράδειγμα 2.3.6 έχουμε ότι ο
συναρτητής C(GB,−) είναι επίπεδος.2.3.15 Θεώρημα. ΄Εστω C, B δύο κατηγορίες που έχουν όλα τα πεπερασμένα όρια και
F : C → B ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι επίπεδος.

2. Ο F διατηρεί όλα τα πεπερασμένα όρια.

Αν C, B είναι δύο μικρές κατηγορίες και F : C → B ένας συναρτητής, τότε με
F! : [Cop,Set]→ [Bop,Set] συμβολίζουμε την αριστερή επέκταση Kan του συναρτητή:

C F // B
yB // [Bop,Set]

κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda: yC : C → [Cop,Set].2.3.16 Θεώρημα. ([7], Θεώρημα 6.4) ΄Εστω C, B δύο μικρές κατηγορίες και F : C → B
ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι επίπεδος.

2. Ο F! διατηρεί πεπερασμένα όρια.2.3.17 Παρατήρηση. ΄Ενας επίπεδος συναρτητής με τιμές στην κατηγορία των συνό-
λων, χαρακτηρίζει και χαρακτηρίζεται από την αριστερή ακρίβεια της αριστερής επέκτασης
Kan αυτού, κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda (βλέπε Θεώρημα 2.3.8). Κάτι τέτοιο
δεν ισχύει στην περίπτωση επίπεδων συναρτητών γενικά, όπως δείχνουν τα επόμενα δύο
(αντί-)παραδείγματα.11

11Η αναλογία που υπάρχει με το Θεώρημα 2.3.8 είναι το Θεώρημα 2.3.16.
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 332.3.18 Παράδειγμα. ([10], ΄Ασκηση 6.7.10) ΄Εστω C = {C1, C2} μία διακριτική κατη-
γορία με δύο αντικείμενα. Ο συναρτητής Yoneda y : C → [Cop,Set], δεν είναι επίπεδος.
Πράγματι, αν X : Cop → Set είναι ένας συναρτητής τέτοιος ώστε τα σύνολα XC1 και XC2

να είναι μη κενά, τότε η κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή hom[Cop,Set](X, y(−)) είναι
κενή. ΄Ομως η αριστερή Kan επέκταση του, είναι ο ταυτοτικός συναρτητής της κατηγορίας
[Cop,Set], ο οποίος προφανώς διατηρεί πεπερασμένα όρια.

C
y //

y
$$I

IIIIIIIII [Cop,Set]

Lanyy=id[Cop,Set]xxppppppppppp

[Cop,Set]

Για το επόμενο (αντί-)παράδειγμά μας, θα χρειαστούμε το παρακάτω Θεώρημα ([22] Α.4.3.1).2.3.19 Θεώρημα. Αν C είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία και D μία ανακλαστική
υποκατηγορία της C, τότε η ανάκλαση L: C → D διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα αν και
μόνο αν η D είναι ένα εκθετικό ιδεώδες (exponential ideal), δηλαδή αν Y ∈ D τότε Y X ∈ D
για κάθε X ∈ C. Ειδικότερα, αν ο L διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα τότε η κατηγορία D
είναι καρτεσιανά κλειστή.2.3.20 Παράδειγμα. Με i : BAlgf → BAlg συμβολίζουμε την εμφύτευση της κα-
τηγορίας των πεπερασμένων αλγεβρών Boole στην κατηγορία των αλγεβρών Boole. Ο i
διατηρεί πεπερασμένα όρια, άρα είναι επίπεδος (Θεώρημα 2.3.15). Επιπλέον είναι πυκνός,
άρα (Πρόταση 2.1.2) ο ιδιάζων συναρτητής Si είναι πλήρης και πιστός. Αν ο Lanyi διατη-
ρούσε πεπερασμένα όρια (άρα και πεπερασμένα γινόμενα), από το παραπάνω Θεώρημα θα
είχαμε ότι η κατηγορία BAlg είναι καρτεσιανά κλειστή, κάτι το οποίο δεν είναι αληθές.

BAlgf
y //

i %%KKKKKKKKKK
[BAlgf

op,Set]

Lanyiwwooooooooooo

BAlg

Si

77ooooooooooo

2.3.2 Sifted Επίπεδοι Συναρτητές

Σε αυτή την παράγραφο θα αναφερθούμε στους sifted επίπεδους συναρτητές. Πλήρης
περιγραφή των βασικών αποτελεσμάτων που παρουσιάζουμε εδώ υπάρχει στο [3].2.3.21 Ορισμός. Μία κατηγορία C καλείται sifted αν για κάθε δύο αντικείμενα A, B
της C η κατηγορία (A,B) ↓ C όλων των (A,B)-cospans είναι συνεκτική. Αναλυτικά αυτό
σημαίνει ότι:
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1. (A,B) ↓ C είναι μη κενή, δηλαδή, υπάρχει τουλάχιστον ένα αντικείμενο X ∈ C και
μορφισμοί A→ X και B → X.
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}}
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2. Για κάθε δύο αντικείμενα στην (A,B) ↓ C
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υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ σε αυτή την κατηγορία που τα συνδέει
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όπου στο παραπάνω διάγραμμα όλα εσωτερικά τρίγωνα είναι αντιμεταθετικά.2.3.22 Παρατήρηση. Συνήθως μία sifted κατηγορία ορίζεται ως μία κατηγορία C με την
ιδιότητα ότι C-συνόρια αντιμετατίθενται με πεπερασμένα όρια στην Set ([3]). Η επεξεργασία
αυτού του Ορισμού δίνει την ισοδυναμία με τις συνθήκες του Ορισμού 2.3.21. Η ισοδυναμία
αυτή δεν είναι σε καμία περίπτωση τετριμμένη ([3]) και θα προκύψει και από την δική μας
ανάλυση στο Κεφάλαίο 4 ([30] Παρατήρηση 4.6).2.3.23 Παρατήρηση. Απο την Παρατήρηση 2.3.3 έχουμε ότι αν μία κατηγορία είναι
φιλτραρισμένη τότε είναι και sifted. Επιπλέον, μία κατηγορία C που έχει πεπερασμένα
συν-γινόμενα είναι sifted.2.3.24 Ορισμός. ΄Ενας συναρτητής F : C → Set καλείται sifted επίπεδος αν η δυική
της κατηγορίας των στοιχείων του F είναι sifted. Αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι:

1. Για κάθε C1 ∈ C και x1 ∈ FC1, C2 ∈ C και x2 ∈ FC2, υπάρχουν: C3 ∈ C, x3 ∈ FC3

και μορφισμοί f : C3 → C1, g : C3 → C2, έτσι ώστε: Ff(x3) = x1 και Fg(x3) = x2.

(C3, x3)
g

&&

f

xx
(C1, x1) (C2, x2)

2. Για κάθε A, B στην C και για κάθε X στην C, x ∈ FX, και X ′ στην C, x′ ∈ FX ′

και για κάθε διάγραμμα στην eltsF της μορφής

(X, x)
f

wwppppppppppp
g

''NNNNNNNNNNN

(A,Ff(x)) (B,Fg(x))

(X ′, x′)
f ′

ggNNNNNNNNNNN g′

77ppppppppppp

δηλαδή ισχύει: Ff(x) = Ff ′(x′) και Fg(x) = Fg′(x′), τότε υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ
που συνδέει τα X,X ′, όπως στο παρακάτω διάγραμμα έτσι ώστε όλα τα εσωτερικά
τρίγωνα σε αυτό να αντιμετατίθενται και, επιπλέον υπάρχουν στοιχεία x1 ∈ FX1, x2 ∈
FX2, ..., xn ∈ FXn έτσι ώστε:
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Fd01(x1) = x′, Fd11(x1) = x2, ..., Fd
0
n(xn) = xn−1, Fd

1
n(xn) = x.
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2.3.25 Παρατήρηση. Από την αντιμεταθετικότητα του παραπάνω ζιγκ-ζαγκ, έχουμε
ότι ισχύουν επιπλέον οι ισότητες:
Ff ′(x′) = Ff1(x1) = Ff2(x2) = ... = Ffn(xn) = Ff(x) και
Fg′(x′) = Fg1(x1) = Fg2(x2) = ... = Fgn(xn) = Fg(x).

Διατυπώνουμε τώρα το ανάλογο του Θεωρήματος 2.3.8 για sifted επίπεδους συναρτητές.2.3.26 Θεώρημα. ([3], Θεώρημα 2.6) ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set
ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι sifted επίπεδος.

2. Η αριστερή επέκταση Kan LanyF , του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y :
C → [Cop,Set] διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.2.3.27 Παρατήρηση. Στο παραπάνω Θεώρημα θα μπορούσαμε να προσθέσουμε την

εξής ισοδύναμη συνθήκη: Ο F είναι ένα sifted συνόριο από αναπαραστάσιμους, με την
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έννοια ότι αν παραστήσουμε τον F ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων (Θεώρημα 2.1.5),
τότε η δείκτρια κατηγορία που παρμετρικοποιεί αυτό το συνόριο είναι sifted. Η συνθήκη
αυτή δίνεται ως ο Ορισμός του sifted επίπεδου συναρτητή στο [3].

Επιπλέον αν η C έχει πεπερασμένα γινόμενα τότε οι έννοιες διατήρηση πεπερασμένων
γινομένων και sifted επιπεδότητας είναι ισοδύναμες όπως δηλώνει η παρακάτω Πρόταση.2.3.28 Πρόταση. ([3], Πόρισμα 2.7)
΄Εστω C μία μικρή κατηγορία που έχει όλα τα πεπερασμένα όρια και F : C → Set ένας

συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι sifted επίπεδος.

2. Ο F διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.

Πιο γενικά, αν η C δεν έχει όλα τα πεπερασμένα γινόμενα έχουμε:2.3.29 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set ένας συναρτητής. Αν
ο F είναι sifted επίπεδος, τότε διατηρεί όλα τα πεπερασμένα γινόμενα που υπάρχουν στην
C.

Σε αναλογία τώρα με τον ορισμό 2.3.12 έχουμε τον εξής ορισμό για sifted επίπεδους
συναρτητές με τιμές σε μια τυχαία κατηγορία.2.3.30 Ορισμός. ΄Ενας συναρτητής F : C → B, καλείται sifted επίπεδος αν για κάθε
αντικείμενο B ∈ B , ο συναρτητής B(B,F−) : C → Set είναι sifted επίπεδος.
Αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι:

1. Για κάθε διάγραμμα στην B της μορφής:

B
b2

""F
FFFFFFF

b1

||xxxxxxxx

FC1 FC2

όπου C1, C2 αντικείμενα της C, υπάρχουν: ένα αντικείμενο C3 ∈ C, ένα ζεύγος
μορφισμών

C3

r

!!

l

}}
C1 C2
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στην C και ένας μορφισμός b3 : B → FC3 στην B, έτσι ώστε στο παρακάτω διάγραμ-
μα τα δύο πλευρικά τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά
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2. Για κάθε διάγραμμα στην B της μορφής:

B

x′
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FX
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ddIIIIIIIII Fg

::uuuuuuuuu

B

x

OO

έτσι ώστε

Ff · x = Ff ′ · x′

Fg · x = Fg′ · x′

υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ (στην C ↓ (C1, C2))
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με όλα τα εσωτερικά τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά, και υπάρχουν και μορφισμοί:

B
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xn
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FX1 FX2 FXn

έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό
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δηλαδή ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες:

Fd01 · x1 = x, Fd11 · x1 = x2, Fd
0
3 · x3 = x2, Fd

1
3 · x3 = x4, ...Fd

0
n · xn = xn−1, Fd

1
n · xn = x′

Ff · x = Ff1 · x1 = Ff2 · x2 = ... = Ffn · xn = Ff ′ · x′

Fg · x = Fg1 · x1 = Fg2 · x2 = ... = Fgn · xn = Fg′ · x′

(και προκύπτουν (βλέπε Παρατήρηση 2.3.25) οι ισότητες:
Ff · x = Ff1 · x1 = Ff2 · x2 = ... = Ffn · xn = Ff ′ · x′ και
Fg · x = Fg1 · x1 = Fg2 · x2 = ... = Fgn · xn = Fg′ · x′)2.3.31 Παρατήρηση. ΄Οπως και στην περίπτωση της επιπεδότητας έτσι και στην πε-

ρίπτωση της sifted επιπεδότητας ο Ορισμός 2.3.24 δεν συμπίπτει με τον Ορισμό 2.3.30,
όταν B είναι η κατηγορία των συνόλων. Το ίδιο παράδειγμα με αυτό που δώσαμε στην
Παρατήρηση 2.3.13 επιβεβαιώνει αυτό τον ισχυρισμό.
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 412.3.32 Θεώρημα. ΄Εστω C, B δύο κατηγορίες που έχουν όλα τα πεπερασμένα γινόμενα
και F : C → B ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
1. Ο F είναι sifted επίπεδος.

2. Ο F διατηρεί όλα τα πεπερασμένα γινόμενα.2.3.33 Παρατήρηση. ΄Ενας sifted επίπεδος συναρτητής με τιμές στην κατηγορία των
συνόλων, χαρακτηρίζει και χαρακτηρίζεται από την διατήρηση πεπερασμένων γινομένων από
την αριστερή επέκταση Kan αυτού, κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda (Θεώρημα 2.3.26).
Κάτι τέτοιο δεν ισχύει στην περίπτωση των sifted επίπεδων συναρτητών γενικά. Το Πα-
ράδειγμα 2.3.20 μας δείχνει ότι από την sifted επιπεδότητα12 δεν συνεπάγεται η διατήρηση
πεπερασμένων γινομένων από την αριστερή επέκταση Kan. Θα δώσουμε και ένα (αντί-
)παράδειγμα (το οποίο υπήρξε κινητήριο μοχλός για την ανάπτυξη των αποτελεσμάτων του
Κεφαλαίου 4), στο οποίο δείχνουμε ότι από την διατήρηση γινομένων από την αριστερή
επέκταση Kan, δεν συνεπάγεται η sifted επιπεδότητα.2.3.34 Παράδειγμα. ΄Εστω

U : ∆→ Cat

ο συναρτητής του παραδείγματος 2.2.5. Θα δείξουμε ότι συναρτητής U δεν είναι sifted
επίπεδος.
Θεωρούμε το διατεταγμένο σύνολο [1]× [1]

(1, 1)

(1, 0)

::uuuuuuuuu
(0, 1)

ddIIIIIIIII

(0, 0)

ddIIIIIIIII

::uuuuuuuuu

και έστω B = 1× 1 η αντίστοιχη κατηγορία. ΄Εστω επιπλέον το διάγραμμα

1× 1
p1

xxqqqqqqqqqq
p2

&&MMMMMMMMMM

1 = U([1]) 1 = U([1])

12Ο συναρτητής i αυτού του παραδείγματος είναι επίπεδος άρα και sifted επίπεδος.
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στην Cat

Αν ο U ήταν sifted επίπεδος,13 θα έπρεπε να υπήρχε ένας διατακτικός [n], δύο συ-
ναρτήσεις [n] ⇒ [1] που διατηρούν την διατάξη και μία συνάρτηση [1] × [1] → [n] που
διατηρεί την διάταξη, έτσι ώστε στο παρακάτω διάγραμμα τα δύο εσωτερικά τρίγωνα να
είναι αντιμεταθετικά
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΄Ομως, από την Πρόταση 2.2.15, έχουμε ότι τελικά θα πρέπει να έχουμε μία παραγοντο-
ποίηση μέσω του διατακτικού [2] = [1 + 1]. Δηλαδή, θα έπρεπε να υπάρχουν συναρτήσεις
f1 : [2]→ [n], f2 : [2]→ [n] που είναι επί και διατηρούν την διάταξη και h : [1]× [1]→ [2]
που διατηρεί την διάταξη, έτσι ώστε στο παρακάτω διάγραμμα τα δύο εσωτερικά τρίγωνα
να είναι αντιμεταθετικά.
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Υπάρχουν δύο επιλογές για τις f1, f2:
f1(0) = 0, f1(1) = 1, f1(2) = 1 f2(0) = 0, f2(1) = 0, f2(2) = 1

ή
f1(0) = 0, f1(1) = 0, f1(2) = 1 f2(0) = 0, f2(1) = 1, f2(2) = 1.

Εύκολα ελέγχεται ότι δεν υπάρχει συνάρτηση h : [1]× [1]→ [2] που διατηρεί την διάταξη,
έτσι ώστε στο παραπάνω διάγραμμα τα δύο εσωτερικά τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά.
΄Αρα ο U δεν είναι sifted επίπεδος, όμως η αριστερή επέκταση Kan του U κατά μήκος
της εμφύτευσης Yoneda (η κατηγορική πραγματοποίηση) διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα
(Θεώρημα 2.2.8).

13Ο συναρτητής U μπορεί να ειδωθεί και ως συναρτητής από την κατηγορία Pos των μερικώς διατεταγ-
μένων συνόλων με μορφισμούς συναρτήσεις που διατηρούν την διάταξη. Ο U είναι πλήρης και πιστός συ-
ναρτητής, οπότε αν P , Q είναι δύο μερικώς διατεταγμένα σύνολα και έχουμε ένα συναρτητή U(P )→ U(Q)
μεταξύ των αντίστοιχων κατηγοριών, τότε αυτός μπορεί να ειδωθεί ως μία συνάρτηση μεταξύ διατεταγμένων
συνόλων που διατηρεί την διάταξη.
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Στο Θεώρημα 2.3.26, η sifted επιπεδότητα ενός συναρτητή με τιμές στην κατηγορία
των συνόλων δεν εξασφαλίζει και την διατήρηση του τελικού αντικειμένου (κενό γινόμενο)
από την αριστερή επέκταση Kan αυτού, κατά μήκος της εμφύτεσης Yoneda, εκτός και αν
προσθέσουμε την επιπλέον συνθήκη, ότι η κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή είναι
μη κενή. Μία ικανή και αναγκαία συνθήκη για την διατήρηση του τελικού αντικειμένου από
την αριστερή επέκταση Kan, υπάρχει στο [1] (συνδυάζοντας το (iv) του παραδείγματος
2.3 με το Θεώρημα 2.4). Διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε με στοιχειώδη τρόπο αυτή την
ισοδυναμία, έτσι ώστε να γενικεύσουμε αυτό το αποτέλεσμα στο Κεφάλαιο 4.2.3.35 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set ένας συναρτητής. Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Η κατηγορία eltF των στοιχείων του F είναι συνεκτική.

2. Η αριστερή επέκταση Kan LanyF , του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y :
C → [Cop,Set] διατηρεί το τελικό αντικείμενο.2.3.36 Απόδειξη. Το τελικό αντικείμενο 1Set, στην κατηγορία των συνόλων είναι ισό-

μορφο με το οποιοδήποτε μονοσύνολο και συμβολίζουμε συνήθως {∗}.
Το τελικό αντικείμενο 1[Cop,Set], στην κατηγορία των προδραγμάτων της C (τελικό προ-
δράγμα) είναι ισόμορφο με τον συναρτητή X : Cop → Set, με X(C) = {∗} για κάθε C ∈ C.
Από την περιγραφή των συνορίων στην κατηγορία των συνόλων (βλέπε [26]), έχουμε ότι:

colimF ∼=
∐
C∈C

FC/ ∼ (T1)

όπου, FC 3 x ∼ x′ ∈ FC ′ αν και μόνο αν υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ στην κατηγορία των
στοιχείων του F που συνδέει τα (C, x) και (C ′, x′).
Επιπλέον, αν X είναι ένα προδράγμα της C, τότε από τον τύπο της επέκτασης Kan

έχουμε

LanyF (X) = colim{ eltsX π // C F // Set }
Οπότε, αν X είναι το τελικό προδράγμα, τότε eltsX ∼= C, άρα LanyF (X) ∼= colimF (T2).

Αν υποθέσουμε τώρα ότι η κατηγορία των στοιχείων του F είναι συνεκτική, τότε από
την σχέση (T1) έχουμε ότι: colimF ∼= {∗}, και από την σχέση (T2) προκύπτει ότι ο LanyF
διατηρεί το τελικό αντικείμενο.

Αντίστροφα τώρα, αν ο LanyF διατηρεί το τελικό αντικείμενο, τότε από την σχέση
(T2), έχουμε ότι colimF ∼= {∗}, άρα από την περιγραφή του συνορίου πιο πάνω έχουμε ότι
η κατηγορία eltF είναι συνεκτική.
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2.3.3 Επίπεδοι ως προς Πεπερασμένα Συνεκτικά ΄Ορια Συ-
ναρτητές

Στην παράγραφο αυτή κάνουμε μία ανασκόπηση, κάποιων αποτελεσμάτων για τους επίπε-
δους ως προς συνεκτικά όρια συναρτητές. Πιο πλήρης παρουσίαση γύρω από τους επίπεδους
ως προς συνεκτικά όρια συναρτητές, μπορεί κανείς να βρει στα [37], [33].
Θεωρούμε τις συνεκτικές κατηγορίες:

I0 = { • //
// • }

και

J 0 =


•

��
• // •

2.3.37 Ορισμός. Μία κατηγορία C καλείται ψευδοφιλτραρισμένη (pseudofiltered)
αν κάθε διάγραμμα στην C παραμετρικοποιημένο από τις κατηγορίες I0 και J 0 έχει συν-
κώνο. Αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι:

1. Για κάθε παράλληλο ζεύγος μορφισμών C2

f //
g

// C1 στην C, υπάρχει ένα αντικεί-
μενο C3 ∈ C και ένας μορφισμός h : C1 → C3 τέτοιος ώστε h · f = h · g

C2

f //
g

// C1
h // C3

2. Για κάθε διάγραμμα στην C της μορφής:

C3

f

}}zz
zz

zz
zz g

!!D
DD

DD
DD

D

C1 C2

υπάρχει ένα αντικείμενο C ∈ C και μορφισμοί f ′ : C1 → C και g′ : C2 → C έτσι
ώστε f ′ · f = g′ · g

C3

f

}}zz
zz

zz
zz g

!!D
DD

DD
DD

D

C1

f ′ ""

C2

g′||
C
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 452.3.38 Ορισμός. ΄Ενας συναρτητής F : C → Set καλείται επίπεδος ως προς πε-περασμένα συνεκτικά όρια (finite connected limit flat) αν η δυική της κατηγορία
των στοιχείων του είναι ψευδοφιλτραρισμένη. Αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι:

1. Για κάθε διάγραμμα στην C της μορφής:

C1

f !!D
DD

DD
DD

D C2

g
}}zz

zz
zz

zz

C3

και x1 ∈ FC1, x2 ∈ FC2 τέτοια ώστε Ff(x1) = Fg(x2), τότε το παραπάνω διάγραμμα
μπορεί να συμπληρωθεί σε ένα αντιμεταθετικό τετράγωνο

C
f ′

||zz
zz

zz
zz g′

""D
DD

DD
DD

D

C1

f !!D
DD

DD
DD

D C2

g
}}zz

zz
zz

zz

C3

και υπάρχει και ένα στοιχείο x ∈ FC τέτοιο ώστε Ff ′(x′) = x1 και Fg′(x′) = x2.

2. Για κάθε C1 ∈ C (και x1 ∈ FC1), C2 ∈ C και x2 ∈ FC2 και μορφισμούς C2

f //
g

// C1

στην C, τέτοιους ώστε Ff(x2) = Fg(x2)(= x1), υπάρχουν C3 ∈ C , x3 ∈ FC3 και
h : C3 → C2 έτσι ώστε f ◦ h = g ◦ h και Fh(x3) = x2

(C3, x3)
h // (C2, x2)

f //
g

// (C1, x1)2.3.39 Θεώρημα. 14 ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και F : C → Set ένας συναρτητής.
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο F είναι επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια.

2. Κάθε συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία των στοιχείων του F , έχει κώνο.

3. Η αριστερή επέκταση Kan LanyF , του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y :
C → [Cop,Set] διατηρεί πεπερασμένα συνεκτικά όρια.

14Μία απόδειξη του θεωρήματος αυτού μπορεί κανείς να δει στο [37], Θεώρημα 4.11
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Στο παραπάνω Θεώρημα, θα μπορούσε κανείς να προσθέσει την (ισοδύναμη) συνθήκη,
ότι ο F είναι ισόμορφος μ΄ ένα άθροισμα (με την έννοια του συν-γινομένου στην κατηγορία
[C,Set] ) επίπεδων συναρτητών. Αυτή η συνθήκη αιτιολογεί και τις ονομασίες ασθενώςεπίπεδος συναρτητής (weakly flat functor, [33]) και επίπεδος ως προς συνεκτικέςσυνιστώσες (componentwise flat functor, [37]). Στο [37] χρησιμοποιείται (και) ο όροςμη εκφυλισμένος (nondegenerate) συναρτητής.2.3.40 Πόρισμα. Μία κατηγορία C έχει κώνο για κάθε πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμ-
μα αν και μόνο αν η δυική κατηγορία της C είναι ψευδοφιλτραρισμένη.Απόδειξη: ΄Εστω X : C → Set ο συναρτητής που στέλνει κάθε αντικείμενο της C στο
τελικό αντικείμενο της κατηγορίας των συνόλων (δηλαδή σ΄ ένα μονοσύνολο). Η κατηγορία
των στοιχείων αυτού του συναρτητή είναι η κατηγορία C. Το συμπέρασμα τώρα προκύπτει
από την ισοδυναμία της πρώτης και της δεύτερης συνθήκης του παραπάνω Θεωρήματος.2.3.41 Παρατήρηση. Το παραπάνω Πόρισμα αν και προκύπτει ως άμεση συνέπεια του
Θεωρήματος 2.3.39, θα μπορούσε να αποδειχτεί (με επαγωγή στον αριθμό των μορφισμών
που αποτελούν ένα συνεκτικό διάγραμμα) και με εντελώς στοιχειώδη τρόπο, με τον τρόπο
δηλαδή που αποδεικνύεται στο [40] (Κεφ. VII, §6, Λήμμα 1), ότι σε μία συν-φιλτραρισμένη
κατηγορία, κάθε πεπερασμένο διάγραμμα της έχει κώνο. Περιγράφουμε αυτή την διαδικασία,
σ΄ ένα πιο γενικό πλαίσιο, στην απόδειξη του Λήμματος 5.1.2.

Επειδή σε μία κατηγορία το όριο ενός διαγράμματος παραμετρικοποιημένο από την I0
(αντ. J 0) είναι ένας εξισωτής (equalizer) (αντ. εφελκύση (pullback)), έχουμε ότι:2.3.42 Πόρισμα. Μία κατηγορία έχει όρια πεπερασμένων συνεκτικών διαγραμμάτων αν
και μόνο αν έχει εξισωτές και εφελκύσεις.2.3.43 Πόρισμα. ΄Εστω C, D δύο κατηγορίες με πεπερασμένα συνεκτικά όρια. ΄Ενας
συναρτητής F : C → D διατηρεί πεπερασμένα συνεκτικά όρια αν και μόνο αν διατηρεί
γινόμενα και εξισωτές.2.3.44 Παρατήρηση. Αντίστοιχα με τις περιπτώσεις της επιπεδότητας και της sifted
επιπεδότητας, η έννοια της επιπεδότητας ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια ενός συναρ-
τητή F : C → Set, ταυτίζεται με την έννοια της διατήρησης πεπερασμένων συνεκτικών
ορίων από τον συναρτητή στην περίπτωση που C έχει όλα τα πεπερασμένα συνεκτικά όρια.

Η διατήρηση πεπερασμένων συνεκτικών ορίων από την αριστερή επέκταση Kan (συνε-
κτικότητα ως προς πεπερασμένα όρια) ανάγεται στην διατήρηση εξισωτών και εφελκύσεων
(Πόρισμα 2.3.44). Το παρακάτω Θεώρημα (Λήμμα 2.1 στο [16], μέρος του Θεωρήματος 3.6
στο [33] για την περίπτωση που ο συναρτητής λαμβάνει τιμές στην κατηγορία των συνόλων
) μας πληροφορεί ότι η επιπεδότητα ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια είναι ισοδύναμη
με την διατήρηση εφελκύσεων από την αριστερή επέκταση Kan.
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2.3. Είδη Επίπεδων Συναρτητών 472.3.45 Θεώρημα. ΄Εστω C μία πεπερασμένα πλήρης κατηγορία και T : C → D ένας
συναρτητής. Αν ο T διατηρεί εφελκύσεις, τότε θα διατηρεί όλα τα συνεκτικά όρια.

2.3.4 Επιπεδότητα Συναρτητών σε Τόπους

Το Θεώρημα 2.3.8 στην ῾῾γλώσσα᾿᾿ της Θεωρίας Τόπων, μας λέει ότι αν C είναι μία μικρή
κατηγορία, τότε τα σημεία του τόπου [Cop,Set]15 είναι σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία
με επίπεδους συναρτητές από την C προς την κατηγορία των συνόλων. Αυτό το αποτέλεσμα
υποδηλώνει ([50]) ότι ο τόπος [Cop,Set] είναι ο ταξινομών τόπος (classifying topos) μίας
γεωμετρικής ῾῾θεωρίας επίπεδων συναρτητών᾿᾿ (Θεώρημα Diaconescu). Θεωρώντας λοιπόν
ένα συναρτητή F : C → E , από μία μικρή κατηγορία C προς ένα στοιχειώδη τόπο E , να
είναι επίπεδος αν και μόνο αν η αριστερή επέκταση Kan αυτού, κατά μήκος της εμφύτευσης
Yoneda, διατηρεί πεπερασμένα όρια· τότε έχουμε μία ένα προς ένα και επί αντιστοιχία
ανάμεσα σε επίπεδους συναρτητές C → E από τη μία, και σε γεωμετρικούς μορφισμούς

E
G
// [Cop,Set]
F

tt από την άλλη ([40], Κεφ. VII, §7, Θεώρημα 2).
΄Ομως τι μπορούμε να πούμε για την επιπεδότητα ενός συναρτητή F : C → E με

όρους του συναρτητή F , έτσι ώστε να μπορέσουμε να μιλήσουμε με σαφήνεια για την
θεωρία των επίπεδων συναρτητών; Τα (αντί-)παραδείγματα 2.3.18 και 2.3.20 δείχνουν ότι
ο Ορισμός 2.3.12 δεν δίνει λύση στην εύρεση αυτής της θεωρίας. Η απάντηση σ΄ αυτό το
ερώτημα δίνεται από την έννοια του φιλτραρισμένου συναρτητή ([40], Κεφ. 7, §8, Λήμμα
3).
Βέβαια να πούμε εδώ ότι η ῾῾θεωρητική᾿᾿ απάντηση στο ερώτημα για τον ταξινομούντα

τόπο της θεωρίας των επίπεδων συναρτητών, μπορεί να δωθεί και με ῾῾κομψό᾿᾿ και άμεσο
τρόπο, με όρους εσωτερικών κατηγοριών σ΄ ένα τόπο ([12], §4.5).
Στην παράγραφο αυτή αναφέρουμε την έννοια του φιλτραρισμένου συναρτητή και την

ισοδύναμία αυτής της έννοιας με την διατήρηση πεπερασμένων ορίων από την αριστερή
επέκταση Kan.2.3.46 Ορισμός. ΄Εστω F : C → E , όπου C μία μικρή κατηγορία και E είναι ένας
στοιχειώδης τόπος. Θα λέμε ότι ο συναρτητής F είναι φιλτραρισμένος αν:
1. Για κάθε αντικείμενο E ∈ E υπάρχει μία επιμορφική οικογένεια (βλέπε 2.1.6) {fi :
Ei → E|i ∈ I} τέτοια ώστε για κάθε i ∈ I υπάρχει ένα αντικείμενο Ci ∈ C και ένας
μορφισμός Ei → F (Ci) στην E .

15Γεωμετρικοί μορφισμοί Set→ [Cop,Set], δηλαδή ένα ζεύγος προσαρτημένων συναρτητών

Set
G
// [Cop,Set]

Fss

όπου επιπλέον ο αριστερά προσαρτημένος F , διατηρεί πεπερασμένα όρια.
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2. Για κάθε δύο αντικείμενα C,D της C και κάθε μορφισμό 〈c, d〉 : E → F (C)× F (D)
στην E υπάρχει μία επιμορφική οικογένεια {fi : Ei → E|i ∈ I} τέτοια ώστε για κάθε
i ∈ I υπάρχει ένα αντικείμενο Bi ∈ C και μορφισμοί ui : Bi → C και vi : Bi → D
στην C και bi : Ei → F (Bi) στην E έτσι ώστε (για κάθε i) το παρακάτω διάγραμμα
να είναι αντιμεταθετικό

Ei
fi //

ti
��

E

〈c,d〉
��

F (Bi) 〈F (ui),F (vi)〉
// F (C)× F (D)

3. Για κάθε παράλληλο ζεύγος μορφισμών C
v

//
u //

D στην C και για κάθε μορφισμό

c : E → FC στην E για τον οποίο F (u) · c = F (v) · c υπάρχει μία επιμορφική
οικογένεια {fi : Ei → E|i ∈ I} τέτοια ώστε για κάθε i ∈ I υπάρχει ένας μορφισμός
wi : Bi → C στην C με την ιδιότητα u·wi = v·wi και ένας μορφισμός bi : Ei → F (Bi)
έτσι ώστε (για κάθε i) το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

FBi
Fwi // FC

Fv
//

Fu //
FD

Ei
fi //

bi

OO

E

c

OO

2.3.47 Θεώρημα. ([40], Κεφ. 7, §9, Θεώρημα 1 ) ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, E
ένας συν-πλήρης στοιχειώδης τόπος και F : C → E ένας συναρτητής. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:

1. Ο F είναι φιλτραρισμένος.

2. Η αριστερή επέκταση Kan του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda LanyF :
[Cop,Set]→ E διατηρεί πεπερασμένα όρια.

2.3.5 Σχόλια

Οι επίπεδοι συναρτητές με τιμές στα σύνολα, ταξινομούν τις πεπερασμένα προσιτές ( λ-
προσιτές, λ ένας κανονικός πληθάριθμος) κατηγορίες με την έννοια ότι κάθε τέτοια κατη-
γορία είναι ισοδύναμη με μία κατηγορία της μορφής Flat(A,Set) (αντ.λ−Flat(A,Set) )
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που έχει ως αντικείμενα επίπεδους (αντ. λ-επίπεδους) συναρτητές από μία μικρή κατηγο-
ρία A στην κατηγορία των συνόλων16. Στο [1] παρουσιάζεται μία γενίκευση, θεωρώντας
D-προσιτές κατηγορίες, όπου D μια συλλογή μικρών κατηγοριών (doctrine). ΄Οταν η D
πληροί μία τεχνική συνθήκη (soundness) τότε αποδεικνύεται ένα Θεώρημα ([1], Θεώρημα
2.4 ) ανάλογο (γενίκευση) των Θεωρημάτων 2.3.8, 2.3.26, 2.3.35, 2.3.42.

16Για κατηγορίες της μορφής λ − Flat(A,Set) μπορεί κανείς δει στο [10] 6.4. και για την ισοδυναμία
τους με λ-προσιτές (λ-accesible) κατηγορίες στο [11] Θεώρημα 5.3.5.
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Κεφάλαιο 3

Θεωρίες για τα διάφορα είδη
Επιπεδότητας και Καθορισμένα
Συνόρια

Βασικός στόχος σε αυτή την διδακτορική διατριβή είναι να διατυπωθούν ικανές και αναγκαί-
ες συνθήκες έτσι ώστε η αριστερή επέκτασηKan ενός συναρτητή να διατηρεί συγκεκριμένες
κλάσεις πεπερασμένων ορίων. Στην περίπτωση που ο συναρτητής λαμβάνει τιμές στην κα-
τηγορία των συνόλων, τότε το πρόβλημα έχει επιλυθεί πλήρως και η απάντηση σχετίζεται
με την έννοια της επιπεδότητας, όπως είδαμε στο Κεφαλαίο 2 (Θεωρήματα 2.3.8, 2.3.26,
2.3.38). Για να εργαστούμε πάνω στη γενικότερη περίπτωση ενός συναρτητή με τιμές σε
μία τυχαία (συν-πλήρη) κατηγορία, είχαμε ως οδηγό δύο παρατηρήσεις του Anders Kock,
όπως αυτές διατυπώθηκαν στην (αδημοσίευτη) εργασία [34].

Η πρώτη παρατήρηση έχει να κάνει με το ότι οι συνθήκες για τα διάφορα είδη επιπε-
δότητας (βλέπε Ορισμούς 2.3.5, 2.3.24, 2.3.38) μπορούν να διατυπωθούν στα πλαίσια της
γεωμετρικής λογικής, άρα έχει νόημα να μιλήσουμε (με τους ίδιους όρους) για επιπεδότητα
ενός συναρτητή που λαμβάνει τιμές σε μία κατηγορία στην οποία είναι ῾῾διαθέσιμη᾿᾿ η sheaf
σημασιολογία, δηλαδή σε μία κατηγορία εφοδιασμένη με μία τοπολογία Grothendieck (site).

Η δεύτερη παρατήρηση έχει να κάνει με τον τρόπο κατασκευής των συνορίων στην κα-
τηγορία των συνόλων και το γεγονός ότι οι συνθήκες που περιγράφουν αυτή την κατασκευή
είναι και αυτές διατυπώσιμες στην γεωμετρική λογική. Τα συνόρια που πληρούν αυτές τις
συνθήκες καλούνται καθορισμένα (postulated) και πραγματευόμαστε αυτή την έννοια στην
τρίτη ενότητα. ΄Ενα στοιχείο που υποδεικνύει ότι δουλεύοντας την γενική περίπτωση, με
οδηγό αυτές τις δύο παρατηρήσεις, ακολουθείται ο σωστός δρόμος για την ῾῾κατάλληλη᾿᾿
έννοια επιπεδότητας, είναι το γεγονός ότι σ΄ ένα συν-πλήρη στοιχειώδη τόπο E , όλα τα συ-
νόρια είναι καθορισμένα αναφορικά με την κανονική τοπολογία του τόπου (Πρόταση 3.3.9),
και η επιπεδότητα ενός συναρτητή με τιμές στον τόπο, αναφορικά πάλι με την κανονική
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τοπολογία του τόπου, είναι ακριβώς η έννοια του φιλτραρισμένου συναρτητή (Παρατήρηση
3.2.6).
Στις άλλες δύο ενότητες αυτού του Κεφαλαίου πραγματευόμαστε την έννοια της τοπο-

λογίας Grothendieck και τα διάφορα είδη επιπεδότητας ενός συναρτητή αναφορικά με μία
῾῾δομή᾿᾿ τοπολογίας Grothendieck που είναι εφοδιασμένη η κατηγορία που λαμβάνει τιμές ο
συναρτητής.
Στην πρώτη ενότητα αυτού του Κεφαλαίου, στην οποία αναφέρονται στοιχεία που α-

φορούν τις τοπολογίες Grothendieck, οι έννοιες και τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται
μπορούν να βρεθούν σε κάθε εγχειρίδιο που πραγματεύεται τις τοπολογίες Grothendieck.
Οι άλλες δύο ενότητες αυτού του Κεφαλαίου, αν και σε καμία περίπτωση δεν διεκδικούν
τίτλο πρωτοτυπίας (μιας και οι ιδέες αυτές περιγράφονται από τον Anders Kock [34]), εί-
ναι κάτι παραπάνω από μία απλή παράθεση ορισμών και αποτελεσμάτων. Αυτό το οποίο
κάνουμε, είναι ότι πραγματευόμαστε και τα άλλα δύο είδη επιπεδότητας και ενώ ξεκινάμε
με μία ῾῾λογικό-κατηγορική θέαση᾿᾿ των εννοιών (όπως και στο [34]), στην συνέχεια, με
μία πιο συστηματική προσέγγιση εκφράζουμε όλους τους Ορισμούς με στοιχειώδης όρους
και σε καθαρά διαγραμματική μορφή. Σε κάθε περίπτωση να τονίσουμε ότι, η προσέγγιση
αυτή και ιδιαίτερα η ῾ἁπομόνωση᾿᾿ της έννοιας του καθορισμένου συνορίου οφείλεται στον
Anders Kock.

3.1 Τοπολογίες Grothendieck

Σε αυτή ενότητα θα αναφερθούμε στην έννοια της (προ-)τοπολογίας Grothendieck και
στην έννοια του δράγματος (sheaf). Κλασική αναφορά για αυτές τις έννοιες είναι το [40].3.1.1 Ορισμός. ΄Εστω E μία (μικρή) κατηγορία . Μία προτοπολογία Grothendieck
στην E είναι μία συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε E ∈ E μία κλάση Cov(E), τα στοιχεία
της οποίας είναι οικογένειες μορφισμών της E , {ti : Ei → E|i ∈ I} με κοινό συν-πεδίο το
E, έτσι ώστε να πληρούνται οι ακόλουθες συνθήκες:

1. Η (μονοστοιχειακή) οικογένεια: {idE : E → E} είναι στοιχείο της κλάσης Cov(E).

2. Αν {ti : Ei → E|i ∈ I} ∈ Cov(E) και f : D → E ένας μορφισμός στην E , τότε για
κάθε i ∈ I, η εφέλκυση του ti κατά μήκος του f υπάρχει στην E

D ×E Ei //

f∗(ti)

��

Ei

ti
��

D
f

// E
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και η οικογένεια {f ∗(ti) : D ×E Ei → D} ανήκει στην κλάση Cov(D).

3. Αν η οικογένεια {ti : Ei → E|i ∈ I} ∈ Cov(E) και για κάθε i ∈ I η οικογένεια

{ηij : Dij → Ei|j ∈ Ji} ∈ Cov(Ei), τότε η οικογένεια { Dij
ηij // Ei

ti // E , i ∈
I , j ∈ Ji} ∈ Cov(E)

Αντί του όρου προτοπολογία Grothendieck για μία αντιστοιχία σαν αυτή του παραπάνω
ορισμού, χρησιμοποιείται ο όρος βάση για μία τοπολογία Grothendieck ([40], Κεφ.3, §2,
Ορισμός 2). Επιπλέον τα στοιχεία του Cov(E) καλούνται καλύπτουσες οικογένειες
του E ή πιο απλά, καλύμματα του E.3.1.2 Ορισμός. ΄Εστω E μία κατηγορία και E ∈ E . Μία οικογένεια μορφισμών S της
E με κοινό συν-πεδίο το E, καλείται κόσκινο (sieve) του E, αν για κάθε f ∈ S και για
κάθε μορφισμό g της E για τον οποίο έχει νόημα η σύνθεση f · g, ισχύει ότι f · g ∈ S (Η
οικογένεια S είναι κάτω κλειστή ως προς την σύνθεση).3.1.3 Παρατήρηση. Αν S είναι ένα κόσκινο του E και h : E ′ → E ένας μορφισμός
στην E , τότε η οικογένεια:

h∗(S) = {g|cod(g) = E ′ και h · g ∈ S}

είναι ένα κόσκινο του E ′.
Αν τώρα R = {fi : Ei → E|i ∈ I} μία οικογένεια μορφισμών με κοινό συν-πεδίο το E,
τότε η οικογένεια

< R >= {f · g|dom(f) = cod(g) και f ∈ R}

αποτελεί κόσκινο του E1 και μάλιστα είναι το ελάχιστο κόσκινο του E που περιέχει
την οικογένεια R. Επιπλέον αν S είναι ένα κόσκινο του E που περιέχει ένα ισομορφισμό
τότε το S είναι το μέγιστο κόσκινο του E, δηλαδή το κόσκινο tE = {f ∈ E1|cod(f) = E}3.1.4 Ορισμός. ΄Εστω E μία κατηγορία. Μία τοπολογία Grothendieck στην E 2 στην
E είναι μία συνάρτηση j που αντιστοιχεί σε κάθε E ∈ E μία κλάση j(E), τα στοιχεία της
οποίας είναι κόσκινα του E, έτσι ώστε να πληρούνται οι ακόλουθες συνθήκες:

1. Το μέγιστο κόσκινο του E {f ∈ E1|cod(f) = E} είναι στοιχείο του j(E).

2. Αν S ∈ j(E) τότε h∗(S) ∈ j(D) για κάθε μορφισμό h : D → E στην E .
1Συνήθως αναφερόμαστε στο κόσκινο < R > ως το κόσκινο που παράγει η οικογένεια R.
2Πολλές φορές θα χρησιμοποιούμε απλά τον όρο τοπολογία στην E .
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3. Αν S ∈ j(E) και R είναι ένα κόσκινο του E, τέτοιο ώστε h∗(R) ∈ j(D) για κάθε
μορφισμό h : D → E στο S, τότε R ∈ j(E).

Αν j είναι μία τοπολογία Grothendieck σε μία κατηγορία E και S ∈ j(E) για κάποιο
αντικείμενο E ∈ E , θα λέμε ότι το S είναι ένα καλύπτον κόσκινο (covering sieve) του
E.3.1.5 Παρατήρηση. Οι έννοιες της προτοπολογίας Grothendieck και της τοπολογίας
Grothendieck είναι ισοδύναμες σε μία κατηγορία με εφελκύσεις με την έννοια ότι κάθε
προ-τοπολογία Grothendieck ῾῾παράγει᾿᾿ μία τοπολογία Grothendieck και το αντίστροφο.
Πιο συγκεκριμένα:
• Αν E είναι μία κατηγορία εφοδιασμένη με μία προτοπολογία Grothendieck, τότε ορίζουμε
μία τοπολογία Grothendieck j στην E ως εξής:

S ∈ j(E)⇔ υπάρχει R ∈ Cov(E) τέτοιο ώστε R ⊆ S (1)

Με βάση αυτή την αντιστοιχία έχουμε ότι ανR ∈ Cov(E) τότε< R >∈ j(E). Επιπλέον
δύο διαφορετικές προτοπολογίες Grothendieck μπορεί να παράγουν την ίδια τοπολογία
Grothendieck (βλέπε Παράδειγμα 3.1.6).
• Αν E είναι μία κατηγορία εφοδιασμένη με μία τοπολογίαGrothendieck j, τότε ορίζουμε

μία προτοπολογία Grothendieck στην E ως εξής:

R ∈ Cov(E)⇔< R >∈ j(E) (2)

Την κλάση των καλυπτουσών οικογενειών ενός αντικειμένου E ∈ E που προκύπτουν
από την ισοδυναμία (2) θα την συμβολίζουμε με Covj(E) . Η παραπάνω ισοδυναμία μας
παράγει την μέγιστη προτοπολογία για μία δοσμένη τοπολογία. Ο όρος μέγιστο που χρη-
σιμοποιούμε έχει να κάνει με μία σχέση μερικής διάταξης μεταξύ των διαφορετικών (προ-
)τοπολογιών Grothendieck που ορίζονται σε μία δοσμένη κατηγορία. Πιο συγκεκριμένα θα
λέμε ότι η τοπολογία j είναι λεπτότερη (finer) της τοπολογίας j′ και θα συμβολίζουμε
j′ ≤ j, αν κάθε καλύπτον κόσκινο της j′ είναι και καλύπτον κόσκινο της j, ή ισοδύναμα αν
κάθε καλύπτουσα οικογένεια της Covj′ είναι και καλύπτουσα οικογένεια της Covj.3.1.6 Παράδειγμα. ΄Εστω E μία κατηγορία. Η τετριμμένη τοπολογία στην E εί-
ναι η τοπολογία όπου για κάθε E ∈ E η j(E) περιέχει μόνο το μέγιστο κόσκινο του E,
ή ισοδύναμα με όρους καλυπτουσών οικογενειών τα καλύμματα ενός αντικείμενου αποτε-
λούνται από μονοστοιχειακές οικογένειες {f} όπου f είναι ισομορφισμός, ή ισοδύναμα το
μοναδικό κάλυμμα ενός αντικειμένου E ∈ E είναι ο ταυτοτικός μορφισμός idE. Η τετριμ-
μένη τοπολογία είναι η ελάχιστη τοπολογία Grothendieck που μπορεί να οριστεί σε
μία κατηγορία.
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3.1. Τοπολογίες Grothendieck 553.1.7 Ορισμός. ΄Ενα ζεύγος (E , j), όπου E μία κατηγορία και j μία τοπολογία Grothen-
dieck στην E , καλείται site.3.1.8 Παρατήρηση. Αν (E , j) είναι ένα site τότε θα αναφερόμαστε σε καλύπτουσες
οικογένειες ενός αντικείμενου της E με την έννοια (της δεύτερης ισοδυναμίας) της Παρα-
τήρησης 3.1.5.
Από την άλλη, αν E είναι μία κατηγορία και έχουμε ορίσει καλύπτουσες οικογένειες για τα
αντικείμενα της E (δηλαδή προτοπολογία Grothendieck), τότε θα αναφερόμαστε στο site
(E , j) όπου j η τοπολογία Grothendieck που προκύπτει από την πρώτη ισοδυναμία της
Παρατήρησης 3.1.5.3.1.9 Ορισμός. Θα λέμε ότι η οικογένεια {fi : Ei → E|i ∈ I} αποτελεί εκλέπτυνση
(refinement) μίας οικογένειας {gj : Dj → E|j ∈ J}, αν κάθε μορφισμός fi της πρώτης
οικογένειας, παραγοντοποιείται μέσω κάποιου μορφισμού gj της δεύτερης οικογένειας.3.1.10 Πρόταση. 3 Αν (E , j) είναι ένα site και R,P δύο καλύπτουσες οικογένειες ε-
νός αντικειμένου E, τότε υπάρχει μία καλύπτουσα οικογένεια του E η οποία είναι κοινήεκλέπτυνση των R και P .3.1.11 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα site και F : Eop → Set ενα προδράγμα στην E και
R = {fi : Ei → E|i ∈ I} ∈ Covj(E). Μία οικογένεια στοιχείων xi ∈ F (Ei), i ∈ I καλείταισυμβατή (matching) για την R, αν:

F (π1
ij)(xi) = F (π2

ij)(xj), για κάθε i, j ∈ I

όπου π1
ij, π

2
ij οι προβολές από την εφέλκυση:

Ei ×E Ej
π1
ij //

π2
ij

��

Ei

fi

��
Ej

fj
// E

Μία συγχώνευση (amalgamation) για μία συμβατή οικογένεια {xi ∈ F (Ei)|i ∈ I}
της R, είναι ένα στοιχείο x ∈ FE τέτοιο ώστε:

F (fi)(x) = xi, για κάθε i ∈ I.

3Βλέπε [40], σελ 112.
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56 Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΚΑΘΟΡΙΣΜΕΝΑ ΣΥΝΟΡΙΑ3.1.12 Παράδειγμα. ΄Εστω (E , j) ένα site και R = {fi : Ei → E|i ∈ I} μία καλύ-
πτουσα οικογένεια ενός αντικειμένου E ∈ E . Αν E ′ ∈ E , τότε μία συμβατή οικογένεια
για τον ανταλλοίωτο hom-συναρτητή: homE(−, E ′) : Eop → Set, θα είναι μία οικογένεια
μορφισμών {gi : Ei → E ′|i ∈ I}, με την ιδιότητα:

gi · π1
ij = gj · π2

ij, για κάθε i, j ∈ I.

Μία συγχώνευση για μία τέτοια οικογένεια θα είναι ένας μορφισμός f : E → E ′ τέτοιος
ώστε:

f · fi = gi, για κάθε i ∈ I

Ei ×E Ej
π1
ij //

π2
ij

��

Ei

fi

�� gi

��

Ej
fj

//

gj ,,

E

f !!
E ′3.1.13 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα site και F : Eop → Set ενα προδράγμα στην E .

Θα λέμε ότι ο F είναι δράγμα (sheaf) για την τοπολογία (Grothendieck) j, αν για κάθε
καλύπτουσα οικογένεια R = {fi : Ei → E|i ∈ I} ∈ Covj(E), οποιαδήποτε συμβατή
οικογένεια {xi ∈ F (Ei)|i ∈ I} της R έχει μοναδική συγχώνευση.3.1.14 Ορισμός. Μία τοπολογία Grothendieck j σε μία κατηγορία E καλείται υπο-κανονική (και το αντίστοιχο site (E , j) υποκανονικό), αν για κάθε E ∈ E ο hom-
συναρτητής: homE(−, E) : Eop → Set είναι ένα δράγμα για την τοπολογία j.

Αν (E , j) είναι ένα site, θα συμβολίζουμε με Sh(E , j) την κατηγορία που έχει ως αντικεί-
μενα τα δράγματα της τοπολογίας j και μορφισμούς φυσικούς μετασχηματισμούς ανάμεσά
τους. Αυτή η κατηγορία είναι μία πλήρης συνανακλαστική υποκατηγορία της κατηγορίας
[Eop,Set] των προδραγμάτων της E και επιπλέον, η ανάκλαση4 διατηρεί πεπερασμένα όρια.
Επιπλέον, αν η E είναι μικρή κατηγορία τότε η Sh(E , j) θα είναι τοπικά μικρή κατηγορία.3.1.15 Παρατήρηση. Αν (E , j) είναι ένα (μικρό) site και F,G : Eop ⇒ Set δύο προ-
δράγματα της E , τότε ένας φυσικός μετασχηματισμός F ⇒ G (μορφισμός στην κατηγορία
των προδραγμάτων της E) είναι επιμορφισμός αν και μόνο αν κάθε συντεταγμένη του φυ-
σικού μετασχηματισμού είναι επί συνάρτηση. Δεν ισχύει όμως το ίδιο και στην κατηγορία

4Η ανάκλαση της εμφύτευσης Sh(E , j)→ [Eop,Set] συμβολίζεται συνήθως με a : [Eop,Set]→ Sh(E , j)
και καλείται ο συναρτητής της δραγματοποίησης (sheafication functor).
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των δραγμάτων Sh(E , j). Ικανή και αναγκαία συνθήκη ([40], Κεφ.3 §7, Συμπέρασμα 5) για
να είναι ένας φυσικός μετασχηματισμός θ : F ⇒ G μεταξύ δραγμάτων, επιμορφισμός, είναι
ο θ να είναι τοπικά επί (local surjection) . ΄Οτι ο θ είναι τοπικά επί, σημαίνει ότι για
κάθε E ∈ E και για κάθε y ∈ G(E) υπάρχει ένα κάλυμμα R του E, τέτοιο ώστε για κάθε
μορφισμό f : D → E του καλύμματος, το στοιχείο Gf(y) ∈ G(D) να είναι στην εικόνα
της συνάρτησης θD : F (D)→ G(D).3.1.16 Ορισμός. Μία κατηγορία D καλείται τόπος του Grothendieck, αν είναι
ισοδύναμη με μία κατηγορία της μορφής Sh(C, j), για κάποια μικρή κατηγορία C.

Το παρακάτω Θεώρημα χαρακτηρίζει τους τόπους του Grothendieck.3.1.17 Θεώρημα. (Giraud) Μία κατηγορία E που έχει όλα τα πεπερασμένα όρια είναι
τόπος του Grothendieck αν και μόνο αν πληρούνται οι παρακάτω συνθήκες:

1. Η E έχει όλα τα μικρά συν-γινόμενα και αυτά είναι διαζευγμένα και καθολικά (βλέπε
2.1.11).

2. Στην E κάθε επιμορφισμός είναι συνεξισωτής για κάποιο παράλληλο ζεύγος μορφι-
σμών της E .5

3. Κάθε σχέση ισοδυναμίας ϑ0, ϑ1 : R ⇒ E στην E έχει συνεξισωτή q : E → Q και
ϑ0, ϑ1 είναι το ζεύγος πυρήνα (kernel pair) του q.6.

4. Κάθε διάγραμμα συνεξισωτή E1
g

//

f //
E2

q // Q στην E , με την ιδιότητα ότι οι

f, g αποτελούν το ζεύγος πυρήνα του q είναι ευσταθές ως προς εφελκύσεις.

5. Υπάρχει ένα σύνολο γεννητόρων της E .73.1.18 Παρατήρηση. Για μία κατηγορία E που έχει όλα τα πεπερασμένα όρια, οι τέσ-
σερεις πρώτες συνθήκες του παραπάνω θεωρήματος έχουν ως συνέπεια ότι η E έχει όλα τα
συνόρια ([40], Παράρτημα, §2, Πρόταση 1) και επιπλέον, από την κατασκευή τους έχουμε
ότι τα συνόρια αντιμετατίθενται με εφελκύσεις.3.1.19 Ορισμός. Μία πεπερασμένα πλήρης κατηγορία E καλείται ∞-προτόπος, αν
πληρούνται οι πρώτες τέσσερις συνθήκες του παραπάνω θεωρήματος.

5΄Ενας τέτοιος επιμορφισμός καλείται ομαλός επιμορφισμός (regular epimorphism).
6Το ζεύγος πυρήνα ενός μορφισμού q είναι η εφέλκυση του q κατά μήκος του εαυτού του. Μία τέτοια

σχέση ισοδυναμίας καλείται effective equivalnce relation.
7Με τον όρο σύνολο γεννητόρων της E , εννοούμε ένα σύνολο G = {Ei|i ∈ I} αντικειμένων της E , με

την ιδιότητα ότι, αν u, v : E ⇒ E′ είναι ένα παράλληλο ζεύγος μορφισμών στην E με u 6= v, τότε υπάρχει
ένα αντικείμενο Ei του συνόλου G και ένας μορφισμός w : Ei → E με την u · w 6= v · w.
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΄Οπως αναφέραμε πιο πάνω, αν (E , j) είναι ένα site και η E είναι μία μικρή κατηγορία
(μικρό site), τότε η Sh(E , j) θα είναι τοπικά μικρή κατηγορία για μια τοπολογία Grothen-
dieck στην E . Θα διατυπώσουμε μία ικανή συνθήκη (Λήμμα Σύγκρισης) έτσι ώστε να
μπορούμε να αναφερόμαστε στην κατηγορία Sh(E , j) (με την έννοια ότι είναι τοπικά μικρή
κατηγορία) και σε περιπτώσεις που η κατηγορία E δεν είναι μικρή.3.1.20 Θεώρημα. (Λήμμα Σύγκρισης8) ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό site και D μία
πλήρης υποκατηγορία της E έτσι ώστε για κάθε E ∈ E η οικογένεια R = {f : D → E|D ∈
D0} είναι καλύπτουσα για το E (κάλυμμα του E από ταD-αντικείμενα ή D-κάλυμμα του E).
Τότε επάγεται μία τοπολογία Grothendieck j′ στην D τέτοια ώστε οι κατηγορίες Sh(E , j)
και Sh(D, j′) να είναι ισοδύναμες.3.1.21 Παράδειγμα. ΄Εστω (C, j) ένα μικρό site και E = Sh(C, j) ο αντίστοιχος τό-
πος του Grothendieck. Ορίζουμε μία προτοπολογία Grothendieck στην E θεωρώντας ως
καλύπτουσες οικογένειες τις (μικρές) από κοινού επιμορφικές οικογένειες. Σ΄ ένα τόπο
του Grothendieck αυτές οι οικογένειες ορίζουν μία προτοπολογία Grothendieck (αφού τα
συν-γινόμενα και οι επιμορφισμοί σε τέτοιες κατηγορίες είναι σταθερά ως προς εφελκύ-
σεις) και αυτή η τοπολογία είναι υποκανονική και μάλιστα είναι η κανονική τοπολογία
για την E , δηλαδή η μέγιστη υποκανονική τοπολογία της E . Για την τοπολογία αυτή θα
χρησιμοποιούμε τον όρο, τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων .
Επειδή τώρα η τοπολογία είναι υποκανονική, έχουμε ότι η εμφύτευση Yoneda y : C →

[Cop,Set], λαμβάνει τιμές στην κατηγορία Sh(C, j). Αν τώρα F ∈ Sh(C, j) ⊆ [Cop,Set]
έχουμε ότι (βλέπε Θεώρημα 2.1.5) F ∼= colim

yC→F
yC και προκύπτει ότι ο επαγόμενος μορφισμός∐

yC→F

yC → F είναι τοπικά επί, άρα επιμορφισμός στην κατηγορία Sh(C, j), και κατά

συνέπεια έχουμε ότι κάθε αντικείμενο F της E έχει ένα C-κάλυμμα.3.1.22 Παρατήρηση. Με τον ίδιο τρόπο όπως στο προηγούμενο παράδειγμα ορίζεται
και μία υποκανονική τοπολογία σε κάθε συν-πλήρη στοιχειώδη τόπο9 και σε κάθε ∞-
προτόπο.3.1.23 Παρατήρηση. Αν C είναι μία μικρή κατηγορία, τότε η κατηγορία [Cop,Set] εί-
ναι ισοδύναμη με την κατηγορία Sh(C, j) όπου j η τετριμμένη τοπολογία στην C (Παρά-
δειγμα 3.1.6), άρα η κατηγορία [Cop,Set] των προδραγμάτων της C είναι ένας τόπος του
Grothendieck.3.1.24 Πρόταση. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό site και E

g
//

f //
E ′ ένα παράλληλο

ζεύγος μορφισμών στην E . Αν υπάρχει μία καλύπτουσα οικογένεια R = {ξt : Et → E|t ∈
T} του E, τέτοια ώστε:
8Βλέπε [40], Παράρτημα, Συμπέρασμα 3 ή εναλλακτικά [23].
9΄Οπως για παράδειγμα η κατηγορία των συνόλων.
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f · ξt = g · ξt για κάθε t ∈ T 10

τότε f = g.3.1.25 Απόδειξη. Η οικογένεια {f · ξt : Et → E ′|t ∈ T} αποτελεί μία συμβατή οικογέ-
νεια στοιχείων του συναρτητή homE(−, E ′), αφού f · ξt · π1

tt′ = f · ξt′ · π2
tt′ .

Αφού τοπολογία είναι υποκανονική, ο homE(−, E ′) είναι δράγμα, άρα (Παράδειγμα 3.1.12)
υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός h : X → Y τέτοιος ώστε h · ξt = f · ξt για κάθε t ∈ T .

Et ×E Et′
π1
tt′ //

π2
tt′

��

Et

ξt
�� f ·ξt

��

Et′ ξt′
//

f ·ξt′ ,,

E

h !!
E ′

΄Ομως f · ξt = g · ξt για κάθε t ∈ T , άρα (από την μοναδικότητα του h) έχουμε ότι
h = f = g.3.1.26 Παρατήρηση. ΄Εστω (E , j) είναι ένα υποκανικό site και R = {ξt : Et → E|t ∈
T} μία καλύπτουσα οικογένεια στην E . Τότε ο επαγόμενος μορφισμός f :

∐
t∈T

Et → E

είναι επιμορφισμός, δηλαδή η οικογένεια R είναι επιμορφική. Πράγματι, αν g, h : E → D
με g · f = h · f , τότε έχουμε ότι g · ξt = h · ξt για κάθε t ∈ T , άρα από την προηγούμενη
Πρόταση συμπεραίνουμε ότι g = h.3.1.27 Παρατήρηση. Αν E είναι μία μικρή κατηγορία και j, j′ δύο τοπολογίες Gro-
thendieck στην E με j ≤ j′, τότε για τις αντίστοιχες κατηγορίες των δραγμάτων έχουμε
ότι Sh(E , j′) ⊆ Sh(E , j).

3.2 Θεωρίες για τα διάφορα είδη Επιπεδότητας

΄Οπως έχουμε αναφέρει και στην Εισαγωγή, η δουλειά μας για την εύρεση ικανών και α-
ναγκαίων συνθηκών για την διατήρηση κλάσεων πεπερασμένων ορίων από μία αριστερή
επέκταση Kan, στηρίζεται στο γεγονός ότι οι αντίστοιχες ισοδύναμες συνθήκες για συ-
ναρτητές που λαμβάνουν τιμές στην κατηγορία των συνόλων (είδη επιπεδότητας, βλέπε
Θεωρήματα 2.3.8, 2.3.26, 2.3.38) μπορούν εκφραστούν με γεωμετρικές προτάσεις σε μία

10 ΄Οταν ισχύει αυτή η συνθήκη λέμε συνήθως ότι οι f και g είναι ίσοι σ΄ ένα κάλυμμα.
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κατάλληλη γλώσσα (τη γλώσσα των συναρτητών για μία δοσμένη κατηγορία). Με τον όρο
γεωμετρικές προτάσεις εννοούμε προτάσεις της μορφής:

∀x1, ..., ∀xn(φ(x1, ..., xn)→ ψ(x1, ..., xn))

όπου στο σχηματισμό των φ και ψ χρησιμοποιούνται μόνο οι σύνδεσμοι της σύζευξης
(conjuction ∧), της (ενδεχομένως και άπειρης) διάζευξης (disnjuction

∨
), καθώς και ο

υπαρξιακός ποσοδείκτης (existential quantifier ∃). Τέτοιες προτάσεις μπορούν να ερμηνευ-
τούν σε κατηγορίες εφοδιασμένες με μία τοπολογία Grothendieck (sheaf σημασιολογία),
δηλαδή σε (κατάλληλα) sites.
Στην ενότητα αυτή θα δούμε ποιες είναι οι συγκεκριμένες προτάσεις που εκφράζουν τα

διάφορα είδη επιπεδότητας και ποια είναι η ερμηνεία αυτών σ΄ ένα site. Για την ενότητα αυτή
ίσως χρειάζεται μία εξοικείωση με την κατηγορική λογική και την sheaf σημασιολογία, αν
και τελικά δεν είναι αναγκαίο μιας και όποιες προτάσεις αναφέρουμε με όρους της κατηγορι-
κής λογικής θα τις αναλύσουμε έτσι ώστε αυτές να εκφραστούν σε καθαρά διαγραμματική
μορφή. Με αυτή τη μορφή (διαγραμματική) θα τις χρησιμοποιούμε και στα αποτελέσματα
που αποδεικνύουμε στα Κεφάλαια 4 και 5. Επιλέγουμε όμως (τουλάχιστον σε αυτό το Κε-
φάλαιο), να μιλήσουμε και με όρους κατηγορικής λογικής για να καταδείξουμε τα στοιχεία
εκείνα που μας οδήγησαν στην κατάλληλη γενίκευση.
Για τι έννοιες της Κατηγορικής Λογικής και την sheaf σημασιολογία μπορεί κανείς δει

στο [35], μέρος II.

΄Εστω C μία μικρή κατηγορία. Θεωρούμε τη γλώσσα LC, η οποία έχει ένα τύπο C για
κάθε αντικείμενο της C και ένα συναρτησιακό σύμβολο f :C → C ′ για κάθε μορφισμό της
C. Σε αυτή τη γλώσσα θα αναφερόμαστε ως η γλώσσα των συναρτητών της C.
Δομές για αυτήν τη γλώσσα σε μία κατηγορία E θα είναι αντικείμενα FC της E , ένα για
κάθε αντικείμενο C ∈ C και μορφισμοί Ff :F (C)→ F (C ′) της E , ένας για κάθε μορφισμό
f :C → C ′ στην C. Θεωρούμε τώρα στη γλώσσα LC τη θεωρία τα αξιώματα της οποίας
είναι τα ακόλουθα:

(Fun1:) ∀x : C(idC(x) = x)

(Fun2:) ∀x : C(f(g(x)) = f · g(x))

Θα αναφερόμαστε σε αυτή τη θεωρία ως η θεωρία των συναρτητών της C. Μοντέλα
για αυτή τη θεωρία σε μία κατηγορία E είναι συναρτητές από την κατηγορία C προς την
κατηγορία E .
Στη γλώσσα τώρα LC θεωρούμε επιπλέον τα αξιώματα:

F1:
∨
C∈C
∃x:C (x = x)
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SF1: Για κάθε ζευγάρι αντικειμένων C ′, C ′′,

∀x′:C ′ ∀x′′:C ′′ ∨
C

∨
u′:C→C′
u′′:C→C′′

∃x:C (u′(x) = x′ ∧ u′′(x) = x′′)

SF2: Για κάθε διάγραμμα της μορφής:

Z ′

f ′

}}{{
{{

{{
{{ g′

!!C
CC

CC
CC

C

A B

Z
f

aaCCCCCCCC g

==zzzzzzzz

∀z :Z ∀z′:Z ′ ((f(z)= f ′(z′) ∧g(z)= g′(z′))→
∨

Z(Z,Z′)

∃z1 :Z1 ∃z2 :Z2...∃zn :Zn(d01(z1) =

z ∧ d11(z1) = z2 ∧ ...∧ d0n(zn) = zn−1 ∧ d1n(zn) = z′), όπου με Z(Z,Z ′) συμβολίζουμε
το σύνολο των ζιγκ-ζαγκ που συνδέουν τα Z και Z ′.

CLF1: Για κάθε παράλληλο ζεύγος μορφισμών C ′
v

//
u //

C ′′

∀x:C ′ (u(x) = v(x)→
∨
C

∨
w:C→C′
u·w=v·w

∃y:C (w(y) = x))

CLF2: C ′

u

!!C
CC

CC
CC

C

Για κάθε ζευγάρι μορφισμών C ′′′ με κοινό συν-πεδίο,

C ′′

v

=={{{{{{{{

∀x′:C ′ ∀x′′:C ′′ (u(x′) = v(x′′)→
∨
C

∨
w,r:C→C′,C′′

u·w=v·r

∃x:C (w(x) = x′ ∧ r(x) = x′′))

Αν στη θεωρία των συναρτητών της C προσθέσουμε τα αξιώματα SF1 και SF2 έχουμε
την θεωρία των sifted επίπεδων συναρτητών της C.
Αν στη θεωρία των συναρτητών της C προσθέσουμε τα αξιώματα CLF1 και CLF2

έχουμε την θεωρία των επίπεδων ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όριασυναρτητών της C.
Αν στη θεωρία των συναρτητών της C προσθέσουμε τα αξιώματα F1, SF1 και CLF1

έχουμε την θεωρία των επίπεδων συναρτητών της C.
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Τα παραπάνω αξιώματα είναι γεωμετρικές προτάσεις και άρα μπορούν να εκφραστούν με
στοιχειώδης όρους (δηλαδή σε καθαρά διαγραμματική μορφή) σε κατηγορίες που η έννοια
της καλύπτουσας οικογένειας είναι διαθέσιμη, δηλαδή σε sites.

Αν τώρα (E , j) είναι ένα υποκανικό site, τότε ένα μοντέλο (στην E αναφορικά με την
τοπολογία Grothenieck με την οποία είναι εφοδιασμένη) της θεωρίας των sifted επίπεδων
συναρτητών της C θα είναι ένας συναρτητής F : C → E , όπου επιπλέον οι προτάσεις SF1
και SF2 πληρούνται σε κάθε ῾῾βήμα᾿᾿ T ∈ E .
• Για την πρόταση SF1 αυτό σημαίνει αναλυτικά ότι:
Οποτεδήποτε έχουμε (στην E) ένα διάγραμμα της μορφής:

T
x′

||yyyyyyyy
x′′

##F
FFFFFFF

FC ′ FC ′′,

υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει
ένα αντικείμενο Cα ∈ C, μορφισμοί u : Cα → C ′, v : Cα → C ′′ και ένας μορφισμός
(γενικευμένο στοιχείο του FCα) xα : Tα → FCα έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να
είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xα

$$

T

x′

����
��

��
��

��
��

��
��

x′′

��6
66

66
66

66
66

66
66

6

FCα

Fuzzuuuuuuuuu

Fv $$I
IIIIIIII

FC ′ FC ′′

δηλαδή: Fu · xα = x′ · tα και Fv · xα = x′′ · tα

• Για την πρόταση SF2 έχουμε:
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Οποτεδήποτε έχουμε ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα (στην E) της μορφής:

T

x′

��
FX ′

Ff ′

zzvvv
vv

vv
vv Fg′

$$H
HHHHHHHH

FA FB

FX
Ff

ddIIIIIIIII Fg

::uuuuuuuuu

T

x

OO

δηλαδή ισχύουν οι ισότητες: Ff · x = Ff ′ · x′ και Fg · x = Fg′ · x′, τότε υπάρχει ένα
κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ
z(= z(α)):

X ′

g′

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

A

f ′

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

Xn

d1n

OO

fn

yyrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

gn

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

C1 X3

d03
��

f3
oo

g3
// C2

X2

f2

iiTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
g2

55jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

X1

f1

ddIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

g1

::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

d01
��

d11

OO

X

f

__>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

g

??�����������������������������

με όλα τα εσωτερικά τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά και υπάρχουν και μορφισμοί (γενι-
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κευμένα στοιχεία):
Tα

x1

uukkkkkkkkkkkkkkkkkk
xn

##G
GGGGGGG

x2

{{xxxxxxxx

FX1 FX2 FXn

έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xn

  

T

x′

��
FX ′

Fg′

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC

Ff ′

||xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

FXn

Fd1n

OO

Ffn

wwoooooooooooooooooooooooo

Fgn

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

FC1 FX3

Fd03
��

Ff3
oo

Fg3
// FC2

FX2

Ff2

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
Fg2

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

FX1

Ff1

ffLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

Fg1

99ssssssssssssssssssssssss

Fd01
��

Fd11

OO

FX

Ff

aaCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

Fg

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

Tα
tα //

x1

==

x2

CC

x3

FF

T

x

OO

δηλαδή ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες:

Fd01 · x1 = x · tα, Fd11 · x1 = x2, Fd
0
3 · x3 = x2, Fd

1
3 · x3 = x4, ..., Fd

0
n · xn = xn−1, Fd

1
n · xn = x′ · tα3.2.1 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανικό site και F : C → E ένας συναρτητής. Θα

λέμε ότι ο F είναι j-sifted επίπεδος, αν ο F πληροί (αναφορικά με την εσωτερική λογική
του site) τις συνθήκες SF1 και SF2.

΄Οπως και παραπάνω, αν (E , j) είναι ένα υποκανικό site και F : C → E είναι ένας
συναρτητής, τότε αν ερμηνεύσουμε τις προτάσεις CLF1 και CLF2, έχουμε ότι η πρόταση
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CLF1 πληρούται σε κάθε βήμα T ∈ E αν:
Για κάθε διάγραμμα (στην E) της μορφής:

T
x // FC ′

Fv
//

Fu //
FC ′′

με Fu · x = Fv · x, υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για
κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Cα ∈ C, ένας μορφισμός w : Cα → C ′ με την ιδιότητα
u · w = v · w και ένας μορφισμός (γενικευμένο στοιχείο) xα : Tα → FCα, έτσι ώστε το
παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

FCα
Fw // FC ′

Fv
//

Fu //
FC ′′

Tα
tα //

xα

OO

T

x

OO

δηλαδή: x · tα = Fw · xα
Αντίστοιχα τώρα, η πρόταση CLF2 πληρούται σε κάθε βήμα T ∈ E , αν οποτεδήποτε

έχουμε ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα της μορφής:

T
x′ //

x′′

��

FC ′

Fu
��

FC ′′
Fv

// FC ′′′

δηλαδή Fu · x′ = Fv · x′′, υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε
για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Cα ∈ C, μορφισμοί w : Cα → C ′, r : Cα → C ′′ με
την ιδιότητα u ·w = v · r και ένας μορφισμός (γενικευμένο στοιχείο) xα : Tα → FCα, έτσι
ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xα
((

T
x′

))SSSSSSSSSSSSSSSSSS

x′′

��3
33

33
33

33
33

33
33

3

FCα
Fw //

Fr
��

FC ′

Fu
��

FC ′′ Fv // FC ′′′

δηλαδή: Fw · xα = x′ · tα και Fr · xα = x′′ · tα3.2.2 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανικό site και F : C → E ένας συναρτητής. Θα
λέμε ότι ο F είναι j- επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, αν ο F
πληροί (αναφορικά με την εσωτερική λογική του site) τις συνθήκες CLF1 και CLF2.
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Τέλος, με τα ίδια δεδομένα όπως και στις αναλύσεις μας για τις προτάσεις SF1, SF2,
CLF1 και CLF2, έχουμε ότι η πρόταση F1 πληρούται σε κάθε βήμα T ∈ E , αν για κάθε
T ∈ E , υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A
υπάρχει ένα αντικείμενο Cα ∈ C και ένας μορφισμός Tα → FCα.3.2.3 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανικό site και F : C → E ένας συναρτητής. Θα
λέμε ότι ο F είναι j- επίπεδος, αν ο F πληροί (αναφορικά με την εσωτερική λογική του
site) τις συνθήκες F1, SF1 και CLF1.3.2.4 Παρατήρηση. ΄Ενας συναρτητής F : C → E είναι επίπεδος με την έννοια του
Ορισμού 2.3.12, αν και μόνο αν είναι είναι j-επίπεδος, όπου j είναι η τετριμμένη τοπολογία
στην E (βλέπε Παράδειγμα 3.1.6). Το ίδιο ισχύει και για sifted-επίπεδους συναρτητές
(Ορισμός 2.3.30) και επίπεδους ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια συναρτητές.3.2.5 Παρατήρηση. Αν E είναι μία κατηγορία και j, j′ δύο τοπολογίες στην E με
j′ ≤ j και F : C → E είναι ένας συναρτητής. Αν ο F είναι j′-επίπεδος (αντίστοιχα
j′-sifted-επίπεδος, j′-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια), τότε είναι και j-
επίπεδος (αντίστοιχα j-sifted-επίπεδος, j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια).
΄Αρα αν ο F είναι επίπεδος (αντίστοιχα sifted-επίπεδος, επίπεδος ως προς πεπερασμένα
συνεκτικά όρια), τότε είναι και j-επίπεδος (αντίστοιχα j-sifted-επίπεδος, j-επίπεδος ως
προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια) για οποιαδήποτε (υποκανονική) τοπολογία j.3.2.6 Παρατήρηση. ΄Ενας συναρτητής F : C → Set με τιμές στην κατηγορία των
συνόλων, είναι επίπεδος (αντίστοιχα sifted-επίπεδος, επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνε-
κτικά όρια) με την έννοια του Ορισμού 2.3.5 (αντίστοιχα Ορισμοί 2.3.24 και 2.3.38), αν και
μόνο αν είναι είναι j-επίπεδος (αντίστοιχα j-sifted-επίπεδος, j-επίπεδος ως προς πεπερα-
σμένα συνεκτικά όρια), όπου j είναι η τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων στην Set
(βλέπε Παρατήρηση 3.1.22). Επίσης αν E είναι ένας στοιχειώδης τόπος και F : C → E ,
τότε ο F είναι φιλτραρισμένος (βλέπε Ορισμός 2.3.46) αν και μόνο αν είναι j-επίπεδος όπου
όπου j είναι η τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων στον τόπο E .3.2.7 Παρατήρηση. ΄Οπως αναφέραμε στην Παρατήρηση 2.3.13, αν F : C → Set είναι
ένας συναρτητής με τιμές στην κατηγορία των συνόλων, τότε οι Ορισμοί 2.3.5 και 2.3.12,
δεν σημαίνουν (απαραίτητα) το ίδιο. Σύμφωνα με την ανάλυση που κάναμε σ΄ αυτή την
ενότητα η διαφορά είναι ότι, ο μεν Ορισμός 2.3.5, σημαίνει j-επιπεδότητα αναφορικά με την
τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων στον τόπο των συνόλων (Παρατήρηση 3.2.6), ο
δε Ορισμός 2.3.12, σημαίνει j-επιπεδότητα αναφορικά με την τετριμμένη τοπολογία στην
κατηγορία των συνόλων (Παρατήρηση 3.2.4).
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3.3 Καθορισμένα Συνόρια

΄Οπως αναφέραμε και στην αρχή αυτού του Κεφαλαίου τα καθορισμένα συνόρια εισήχθη-
σαν από τον Anders Kock ([34]). Σ΄ αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε αυτή την έννοια με
αναλυτικό τρόπο, αναφέρουμε τα βασικά αποτελέσματα της εργασίας [34] και επεξεργαζό-
μαστε λίγο πιο αναλυτικά, κάποια από αυτά. Πέραν της εργασίας ([34]), για την έννοια των
καθορισμένων συνορίων υπάρχει και η εργασία [20], η οποία στην §6 πραγματεύεται αυτή
την έννοια μ΄ ένα διαφορετικό (αλλά ισοδύναμο) τρόπο.

΄Οπως έχουμε αναφέρει και σε κάποια άλλα σημεία, αν C είναι μία μικρή κατηγορία και
F : C → Set ένας συναρτητής με τιμές στην κατηγορία των συνόλων (C-διάγραμμα στα
σύνολα), τότε το συνόριο ενός τέτοιου διαγράμματος υπάρχει πάντα και έχει την ακόλουθη
περιγραφή:

colimF ∼=
∐
C∈C

FC
/
∼

όπου: FC 3 x ∼ x′ ∈ FC ′ αν και μόνο αν υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ στην κατηγορία των
στοιχείων του F που συνδέει τα (C, x) και (C ′, x′). Πιο αναλυτικά αυτό σημαίνει ότι
υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ στην C

C1
d1,0

~~~~
~~

~~
~~ d1,1

��>
>>

>>
>>

> Cn
dn,0

����
��

��
�� dn,1

  B
BB

BB
BB

B

C . . C ′

και στοιχεία x1 ∈ FC1, x2 ∈ FC2, ..., xn ∈ FCn, τέτοια ώστε Fd1,0(x1) = x, Fd1,1(x1) =
x2,..., Fdn,1(xn) = x′.

Επιπλέον οι κανονικοί μορφισμοί προς το συνόριο είναι: FC →
∐
C∈C

FC →
∐
C∈C

FC
/
∼

Αν περιγράψουμε λίγο την παραπάνω κατασκευή έχουμε για το συνόριο ενός συναρτητή
με τιμές στα σύνολα ότι:

• Κάθε στοιχείο του συνορίου μπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα στοιχείο κάποιας συ-
νιστώσας του.

• Αν ένα στοιχείο του συνορίου έχει δύο τέτοιες αναπαραστάσεις, τότε υπάρχει μία
συνθήκη συμβατότητας μεταξύ των δύο αυτών αναπαραστάσεων.

Οι δύο αυτές συνθήκες χρησιμοποιούνται ουσιωδώς για τις αποδείξεις θεωρημάτων όπως
το Θεώρημα 2.3.26, και όπως παρατήρησε ο Anders Kock ([34]) μπορούμε να εκφράσουμε
αυτές τις συνθήκες στα πλαίσια της γεωμετρικής λογικής, δηλαδή με γεωμετρικές προτά-
σεις και κατά συνέπεια να μπορούμε να ῾῾μιλήσουμε᾿᾿ γι΄ αυτές τις συνθήκες όταν αντί της
κατηγορίας των συνόλων έχουμε ένα οποιοδήποτε site (E , j).
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Πιο συγκεκριμένα, αν F : C → E είναι ένα (μικρό) διάγραμμα σε μία κατηγορία E και
{inclC : F (C)→ L|C ∈ C} (1) ένας συν-κώνος γι΄ αυτό το διάγραμμα, θεωρούμε τις εξής
προτάσεις (διατυπωμένες στην εσωτερική γλώσσα της E):

PC1: ∀x : L
∨
C∈C
∃y : FC (inclC(y) = x) και

PC2: ∀x : FC ∀y : FC ′ (inclC(x) = inclC′(y)→
∨

Z(C,C′)

∃z1 :FC1... ∃zn :FCn (Fd1,0(z1) =

x ∧ Fd1,1(z1) = Fd2,0(z2) ∧ ... ∧ Fdn,1(zn) = y)),

όπου με Z(C,C ′) συμβολίζουμε το σύνολο των ζιγκ-ζαγκ από το C στο C ′

C1
d1,0

~~~~
~~

~~
~~ d1,1
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> Cn
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�� dn,1
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BB

B

C . . C ′

Αν τώρα η κατηγορία E είναι εφοδιασμένη με μία (υποκανονική) τοπολογία Grothen-
dieck j (δηλ. (E , j) είναι ένα site), τότε οι ερμηνείες αυτών των προτάσεων μπορούν να
εκφραστούν σε καθαρά διαγραμματική μορφή. Πιο συγκεκριμένα θα λέμε ότι ο συν-κώνος
(1) είναι j-καθορισμένος (postulated) , αν οι προτάσεις PC1 και PC2 αληθεύουν (ανα-
φορικά με την εσωτερική λογική του site (E , j)) σε κάθε ῾῾βήμα᾿᾿ X ∈ E και αυτό σημαίνει:

1. Οποτεδήποτε έχουμε ένα μορφισμό x : X → L, υπάρχει ένα κάλυμμα {ξα:Xα →
X | α ∈ A} του X τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Cα ∈ C
και ένας μορφισμός xα : Xα → FCα, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι
αντιμεταθετικό

Xα
ξα //

xα
��

X

x

��
FCαinclCα

// L

δηλαδή inclCα · xα = x · ξα

2. Οποτεδήποτε έχουμε ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα της μορφής:

X
x

||xxxxxxxx
y

##F
FFFFFFF

FC

inclC ""F
FFFFFFF FC ′

inclC′{{xxxxxxxx

L
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δηλαδή inclC · x = inclC′ · y, υπάρχει ένα κάλυμμα {ξα:Xα → X | α ∈ A} του X
τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ z(= z(α)) στην C που συνδέει
τα C, C ′
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BB
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και μορφισμοί (γενικευμένα στοιχεία σε βήμα Xα)

Xα

x1

uukkkkkkkkkkkkkkkkkk
xn

##G
GG

GG
GG

GG
x2

{{wwwwwwww

FC1 FC2 FCn

έτσι ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες:

Fd01 · x1 = x · ξα, Fd11 · x1 = x2, Fd03 · x3 = x2, Fd13 · x3 = x4, ..., Fd
1
n · xn = y · ξα

δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Xα
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!!B
BB
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B

x1
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��

X
x
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FC1

Fd1,0||xxxxxxxx Fd1,1

""E
EEEEEEEE FCn

Fdn,0

}}||
||

||
||

|

Fdn,1 ##G
GGGGGGG

FC . . FC ′3.3.1 Παρατήρηση. Αν (E , j) είναι ένα υποκανονικό site, τότε το αντίστροφο της συν-
θήκης PC2 ισχύει πάντα για ένα συν-κώνο {inclC : F (C)→ L|C ∈ C} στην E . Δηλαδή,
αν για κάθε α ∈ A το παραπάνω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό, τότε από το γεγονός ότι
το L είναι συν-κώνος, έχουμε ότι το διάγραμμα
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είναι αντιμεταθετικό. Από την αντιμεταθετικότητα αυτού του διαγράμματος προκύπτει ότι:
inclC · x · ξα = inclC′ · y · ξα και επειδή το site είναι υποκανονικό έχουμε (Πρόταση 3.1.23)
ότι: inclC · x = inclC′ · y.3.3.2 Παρατήρηση. Αν (E , j) είναι ένα υποκανονικό site, τότε για να πληρούται η
συνθήκη PC1 πρέπει και αρκεί η οικογένεια {inclC : F (C) → L|C ∈ C} να είναι κα-
λύπτουσα (με την έννοια ότι παράγει ένα καλύπτον κόσκινο για την τοπολογία j (βλέπε
Παρατήρηση 3.1.5). ΄Ενας τρόπος για να το δούμε άμεσα, είναι ότι η συνθήκη PC1 είναι μία
αναδιατύπωση του γεγονότος ότι ο επαγόμενος μορφισμός

∐
C∈C

y(FC)→ y(L) είναι τοπικά

επί (βλέπε Παρατήρηση 3.1.15). Το συμπέρασμα έπεται από [40], Κεφ.3, §7, Πορίσματα 5
και 6.3.3.3 Παρατήρηση. Αν ένας συν-κώνος {inclC : F (C) → L|C ∈ C} είναι j- καθορι-
σμένος για κάποια υποκανονική τοπολογία j στην E , τότε ([34], Πρόταση 2.1) το L είναι το
συνόριο του διαγράμματος και inclC : F (C)→ L είναι οι κανονικοί μορφισμοί προς το συ-
νόριο. Με βάση αυτή την παρατήρηση στο υπόλοιπο αυτής της εργασίας θα χρησιμοποιούμε
μόνο τον όρο j-καθορισμένα συνόριο αντί του όρου j-καθορισμένος συν-κώνος. Από
την απόδειξη αυτής της Πρότασης μπορεί κανείς να δει ότι η εμφύτευση Yoneda της κατη-
γορίας E (η οποία λαμβάνει τιμές στην κατηγορία Sh(E , j) αφού η j είναι υποκανονική)
αντιστοιχεί ένα καθορισμένο συνόριο της E στο συνόριο του αντίστοιχου διαγράμματος
στην Sh(E , j). Μάλιστα, αυτή η συνθήκη χαρακτηρίζει τα καθορισμένα συνόρια της E .Καθορισμένα συν-γινόμενα: Αν C είναι μία διακριτική κατηγορία και το συν-γινόμενο
{inclC : F (C) →

∐
C∈C

FC} (υπάρχει και) είναι καθορισμένο, τότε εφαρμόζοντας την συν-
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θήκη PC2 στην περίπτωση ενός διαγράμματος της μορφής
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HH
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inclC{{vvv
vv

vv
vv∐

C∈C
FC

έχουμε ως συμπέρασμα ότι οι μορφισμοί προς το συν-γινόμενο είναι μονομορφισμοί. Πράγ-
ματι, έχουμε ότι Z(C,C) = {idC}, οπότε αν inclC · x = inclC · y έχουμε ότι υπάρχει ένα
κάλυμμα {ξα:Xα → X | α ∈ A} του X έτσι ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει μορφισμός
fα : Xα → FC έτσι ώστε x·ξα = fα και y ·ξα = fα, άρα x·ξα = y ·ξα και επειδή το site είναι
υποκανονικό έχουμε ότι x = y. Επιπλέον, επειδή στην περίπτωση που C είναι διακριτική
κατηγορία έχουμε ότι Z(C,D) = ∅ όταν C 6= D και αν επιπλέον η E έχει εφελκύσεις και
αρχικό αντικείμενο (0), τότε έχουμε ως συμπέρασμα ότι: FC × ∐

C∈C
FC FD = 0.3.3.4 Συμπέρασμα. Τα καθορισμένα συν-γινόμενα χαρακτηρίζονται από το γεγονός

ότι είναι διαζευγμένα (Ορισμός 2.1.11) και οι κανονικοί μορφισμοί προς το συν-γινόμενο
αποτελούν μία καλύπτουσα οικογένεια. Επιπλέον ([34], Πρόταση 1.2,) τα καθορισμένα
συν-γινόμενα είναι καθολικά.3.3.5 Ορισμός. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό site και f : X → Y ένας μορφισμός στην
E . Ο f καλείται καθορισμένος επιμορφισμός (postulated epi), αν για κάθε Z ∈ E
και για κάθε z : Z → Y υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Zα → Z|α ∈ A} του Z έτσι ώστε για
κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Zα ∈ E και ένας μορφισμός zα : Zα → X τέτοιος
ώστε το παρακάτω τετράγωνο να είναι αντιμεταθετικό

X
f // Y

Zα

zα

OO

tα
// Z

z

OO

3.3.6 Παρατήρηση. Με όρους της εσωτερικής λογικής του site θα λέγαμε ότι ο f είναι
καθορισμένος επιμορφισμός αν πληρούται η πρόταση:
(PE): ∀z : Y ∃x : X(f(x) = z).
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Επίσης, το να είναι ο f καθορισμένος επιμορφισμός, είναι ισοδύναμο το να είναι το διάγραμμα

X
f //

f
��

Y

idy
��

Y
idy

// Y

καθορισμένη εξώθηση (pushout).3.3.7 Παρατήρηση. Στην Παρατήρηση 3.1.26 είδαμε ότι κάθε καλύπτουσα οικογένεια
είναι επιμορφική. Αν τώρα R = {fi : Ei → E|i ∈ I} μία οικογένεια μορφισμών τέτοια
ώστε ο επαγόμενος μορφισμός

∐
i∈I
Ei → E να είναι καθορισμένος επιμορφισμός και το

συν-γινόμενο
∐
i∈I
Ei είναι καθορισμένο, τότε η οικογένεια R είναι καλύπτουσα (με την έν-

νοια ότι < R >∈ j(E)). Πράγματι, από το γεγονός ότι η εμφύτευση Yoneda στέλνει
καθορισμένα συνόρια της E σε συνόρια στην Sh(E , j), έχουμε ότι η εμφύτευση Yoneda
αντιστοιχίζει το μορφισμό

∐
i∈I
Ei → E στο φυσικό μετασχηματισμό

∐
i∈I
yEi → yE (αφού

τα συν-γινόμενα είναι καθορισμένα) και ο μορφισμός αυτός θα είναι τοπικά επί (αφού οι
καθορισμένοι επιμορφισμοί αντιστοιχίζονται σε επιμορφισμούς), άρα η οικογένεια R είναι
καλύπτουσα (βλέπε Παρατήρηση 3.3.2).3.3.8 Πρόταση. Σ΄ ένα υποκανονικό site (E , j), κάθε καθορισμένος επιμορφισμός είναι
επιμορφισμός. Επιπλέον κάθε καθορισμένος επιμορφισμός που είναι και μονομορφισμός
είναι διασπώμενος11. Κατά συνέπεια, αν ένας μορφισμός είναι καθορισμένος επιμορφισμός
και μονομορφισμός τότε είναι και ισομορφισμός.3.3.9 Απόδειξη. ΄Εστω f : X → Y ένας καθορισμένος επιμορφισμός στην E και g, h :
Y ⇒ Z έτσι ώστε g · f = h · f . Θεωρώντας τον ταυτοτικό μορφισμό idY : Y → Y του Y ,
έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Yα → Y |α ∈ A} του Y τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A
υπάρχει ένα αντικείμενο Yα και ένας μορφισμός fα : Yα → Y έτσι ώστε f · fα = tα.

X
f // Y

Yα

fα

OO

tα
// Y

idY

OO

΄Εχουμε λοιπόν ότι για κάθε α ∈ A: g · tα = g · f · fα = h · f · fα = h · tα και αφού το
site είναι υποκανονικό έχουμε ότι g = h, δηλαδή ο f είναι επιμορφισμός.

11Ορισμός 2.1.8
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Αν τώρα ο f είναι και μονομορφισμός, τότε η οικογένεια {fα : Yα → X|α ∈ A}
αποτελεί μία συμβατή οικογένεια στοιχείων του συναρτητή homE(−, X) για το κάλυμμα
{tα|α ∈ A}. Πράγματι:
Αν α, α′ ∈ A έχουμε: f ◦ fα ◦ π1

aa′ = tα ◦ π1
αα′ = tα′ ◦ π2

aa′ = f ◦ fα′ ◦ π2
αα′ και επειδή ο f

είναι μονομορφισμός, έχουμε ότι: fα ◦ π1
aa′ = fα′ ◦ π2

aa′ .
΄Αρα αφού το site (E , j) είναι υποκανονικό, έχουμε ότι υπάρχει μοναδικός μορφισμός

g : Y → X με την ιδιότητα g ◦ tα = fα για κάθε α ∈ A (βλέπε Παράδειγμα 3.1.12).

Yα ×Y Yα′
π1
αα′ //

π2
αα′

��

Yα

tα
�� fα

��

Yα′
tα′

//

fα′ ,,

Y

g
!!
X

Τέλος, για κάθε α ∈ A έχουμε:
f ◦g ◦ ta = f ◦fα = idY ◦ tα, άρα από την υποκανονικότητα του site έχουμε ότι f ◦g = idY ,
δηλαδή ο f είναι διασπώμενος.Καθορισμένοι συνεξισωτές: ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό site και X

g
//

f //
Y

q // Q

ένα διάγραμμα συνεξισωτή στην E . Ο συνεξισωτής ((Q, q)) είναι καθορισμένος αν:

• Ο μορφισμός q : Y → Q είναι καθορισμένος επιμορφισμός.

• Αν x, y : T → Y τέτοιοι ώστε q · x = q · y,12 τότε υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Tα →
T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ της μορφής

X
f

~~~~
~~

~~
~~ g

  A
AA

AA
AA

X
f

~~~~
~~

~~
~~ g

��=
==

==
==

= X
f

����
��

��
�� g

  A
AA

AA
AA

Y Y Y

και μορφισμοί
X

Tα

x1
==zzzzzzzz x2 //

xn !!D
DD

DD
DD

D X

X

12Τα γενικευμένα στοιχεία x και y ισούνται στον συνεξισωτή.
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έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα

!!B
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B

x1

����
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��
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y
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X

f~~~~
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~~ g

!!C
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C X
f

}}{{
{{

{{
{{ g

��>
>>

>>
>>

> X
f

����
��

��
��

g
  A

AA
AA

AA

Y Y Y

δηλαδή ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες

f · x1 = x · tα, g · x1 = f · x2, g · x2 = f · x3, ..., g · xn−1 = f · xn, g · xn = y · tα

Από το κλασικό Θεώρημα της Θεωρίας των Κατηγοριών σύμφωνα με το οποίο, μία
κατηγορία έχει όλα τα (μικρά) συνόρια αν και μόνο αν έχει όλα τα (μικρά) συν-γινόμενα
και όλους τους συνεξισωτές έχουμε άμεσα ότι:3.3.10 Πρόταση. ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό και συν-πλήρες site. Αν οι συνεξισωτές
και όλα τα μικρά συν-γινόμενα στην E είναι καθορισμένα, τότε και όλα τα μικρά συνόρια
θα είναι καθορισμένα.

Οι∞-προτόποι χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι όλα τα συνόρια είναι καθορισμένα.
Πιο συγκεκριμένα, αν E είναι ένας∞-προτόπος, τότε οι από κοινού επιμορφικές οικογένειες
ορίζουν μία υποκανονική τοπολογία Grothendieck στην E . Με αυτή την τοπολογία στην
E έχουμε:3.3.11 Πρόταση. ([34], Πρόταση 2.1 ) Αν E είναι ένας ∞-προτόπος, τότε κάθε συνόριο
στην E είναι καθορισμένο.

Για την απόδειξη του παραπάνω ισχυρισμού αρκεί κάποιος να δείξει ότι οι συνεξισωτές και
όλα τα συν-γινόμενα στην E είναι καθορισμένα (Πρόταση 3.3.10). Για τα συν-γινόμενα,
προκύπτει εύκολα από το γεγονός ότι προφανώς οι κανονικοί μορφισμοί προς ένα συν-
γινόμενο αποτελούν επιμορφική οικογένεια (άρα καλύπτουσα οικογένεια στην περίπτωση
μας) και επιπλέον από την πρώτη συνθήκη του θεωρήματος Giraud τα συν-γινόμενα είναι
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διαζευγμένα. Οι συνεξισωτές είναι καθορισμένοι για το λόγο ότι σ΄ ένα ∞-προτόπο ο

συνεξισωτής ενός παράλληλου ζεύγους μορφισμών E1
b

//
a //

E2 κατασκευάζεται όπως

και στην περίπτωση (με τις κατάλληλες αναλογίες) της κατηγορίας των συνόλων, δηλαδή
ως η ελάχιστη σχέση ισοδυναμίας που περιέχει τα ζεύγη (a(x), b(x)).13

Αντίστροφα τώρα έχουμε:3.3.12 Πρόταση. ([34], Πρόταση 2.1) ΄Εστω (E , j) ένα υποκανονικό site που έχει όλα τα
συνόρια και όλα τα πεπερασμένα όρια. Αν στην E όλα τα συνόρια είναι καθορισμένα τότε η
E είναι ένας ∞-προτόπος και οι καλύπτουσες οικογένειες της τοπολογίας j είναι οι (μικρές)
απο κοινού επιμορφικές οικογένειες.3.3.13 Παρατήρηση. Αν (E , j) είναι ένα υποκανονικό site που έχει όλα τα συνόρια και
F : I → E ένα I-διάγραμμα στην E και G : J → I ένας τελικός συναρτητής (βλέπε
Ορισμός 2.1.14), τότε αν ένα από τα συνόρια colimF , colim(F ·G) είναι καθορισμένο, τότε
θα είναι και το άλλο. Για παράδειγμα ας δούμε την περίπτωση που το συνόριο colimF ,
πληροί την συνθήκη PC1.
΄Εστω λοιπόν, x : T → colim(F ·G). Εφαρμόζουμε την συνθήκη PC1 για τον μορφισμό

h ·x : T → colimF (ο μορφισμός h : colim(F ·G)→ colimF , είναι ο κανονικός μορφισμός
που συνδέει τα δύο συνόρια, βλέπε διάγραμμα 2.1, σελ.13). ΄Αρα, υπάρχει ένα κάλυμμα
{Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο iα ∈
I και ένας μορφισμός xα : Tα → F (iα), έτσι ώστε το παρακάτω τετράγωνο να είναι
αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xα
��

T

h·x
��

F (iα)
inclFiα

// colimF

Από την τελικότητα του συναρτητή G, έχουμε ότι υπάρχει ένα αντικείμενο jα ∈ J και
ένας μορφισμός yα : iα → G(jα) στην I.
Από το παραπάνω αντιμεταθετικό διάγραμμα και το αντιμεταθετικό διάγραμμα 2.1, σελ.

13Για την κατασκευή των συνεξισωτών στην κατηγορία των συνόλων μπορείς κανείς να δει στο [26] §2,
και για την γενικότερη κατασκευή των συνεξισωτών σ΄ ένα ∞-προτόπο στο [40], Παράρτημα, Απόδειξη
Πρότασης 1).
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13, έχουμε ότι 14: h · x · tα = h · inclF ·G
jα · F (yα) · xα, και αφού ο h είναι ισομορφισμός,

έχουμε την αντιμεταθετικότητα (για κάθε α ∈ A) του παρακάτω διαγράμματος

Tα
tα //

F (yα)·xα
��

T

x
��

(F ·G)(jα)
inclF ·G

jα

// colim(F ·G)

και συνεπώς, πληρούται η συνθήκη PC1 για το συνόριο colim(F ·G).

14Χρησιμοποιούμε επιπλέον, την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος

F (iα)
F (yα) //

inclFiα %%JJJJJJJJJ
F (G(jα))

inclFGjαxxqqqqqqqqqq

colimF
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Κεφάλαιο 4

Αριστερές Επεκτάσεις Kan που
διατηρούν Πεπερασμένα Γινόμενα

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο, παρουσιάσαμε το ῾῾μηχανισμό᾿᾿ εκείνο, που μας επιτρέπει να
διατυπώσουμε την ῾῾σωστή᾿᾿ έννοια επιπεδότητας για ένα συναρτητή με τιμές σε μία οποιαδή-
ποτε κατηγορία εφοδιασμένη με μία υποκανονική τοπολογία Grothendieck. Στο Κεφάλαιο
αυτό, χρησιμοποιώντας την έννοια της sifted επιπεδότητας αναφορικά με μία τοπολογί-
α Grothendieck, και την έννοια του καθορισμένου συνορίου, παρουσιάζουμε ικανές και
αναγκαίες συνθήκες για να διατηρεί η αριστερή επέκταση Kan πεπερασμένα γινόμενα. Επι-
πλέον παρουσιάζουμε πως εφαρμόζεται η μέθοδος που αναπτύξαμε με κάποια παραδείγματα.
Τα αποτελέσματα αυτού του Κεφαλαίου υπάρχουν ως επί το πλείστον στην εργασία μας
[30].

4.1 Αποτελέσματα

΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, E μία συν-πλήρης κατηγορία με πεπερασμένα γινόμενα και
F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω τώρα C1, C2 δύο αντικείμενα της C. Αν θεωρήσου-
με το γινόμενο yC1 × yC2 των αντίστοιχων αναπαραστάσιμων στην κατηγορία [Cop, Set],
τότε αυτό μπορεί να γραφεί (βλέπε Θεώρημα 2.1.5) ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων. Η
δείκτρια κατηγορία αυτού του συνορίου είναι η κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή
yC1×yC2 : Cop → Set. Αν C ∈ C, τότε (yC1×yC2)(C) = yC1(C)×yC2(C), συνεπώς τα
αντικείμενα της κατηγορίας των στοιχείων του συναρτητή yC1 × yC2 αποτελούν κώνους
για το διακριτό διάγραμμα που αποτελείται από τα C1 και C2. Μορφισμοί σε αυτή την
κατηγορία είναι συμβατοί μορφισμοί μεταξύ κώνων. Με τον όρο συμβατός μορφισμός
μεταξύ κώνων, εννοούμε ότι αν C1 C

l2 //l1oo C2 και C1 C ′ m2 //m1oo C2 δύο κώνοι,
τότε ένας συμβατός μορφισμός από τον κώνο (C, l1, l2) στον κώνο (C ′,m1,m2) είναι ένας
μορφισμός f : C → C ′ τέτοιος ώστε: m1 · f = l1 και m2 · f = l2. ΄Εστω τώρα ότι η κατη-
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γορία των στοιχείων του yC1× yC2 έχει μία τελική υποκατηγορία (βλέπε Ορισμός 2.1.14)
1 και {Pk|k ∈ K} το σύνολο (αφού η C είναι μικρή) των αντικειμένων της, όπου κάθε Pk
είναι ένας κώνος για το διακριτό διάγραμμα που αποτελείται από τα C1 και C2, δηλαδή κάθε
Pk είναι εφοδιασμένο με δύο μορφισμούς

Pk
p2k

!!C
CC

CC
CC

C
p1k

}}||
||

||
||

C1 C2

΄Ενα τέτοιο σύνολο θα λέμε ότι αποτελεί μία τελική οικογένεια κώνων για για το δια-
κριτό διάγραμμα που αποτελείται από τα C1 και C2. Για μία τέτοια τελική οικογένεια κώνων
έχουμε (βλέπε Ορισμός 2.1.14 και Θεώρημα 2.1.15) τις παρακάτω ισοδύναμες συνθήκες:

• Αν C1 C
l2 //l1oo C2 ένας κώνος, τότε υπάρχει ένας δείκτης k ∈ K έτσι ώστε ο

κώνος (C, l1, l2) να παραγοντοποιείται μέσω του κώνου (Pk, p1k, p
2
k), δηλαδή υπάρχει

μορφισμός (όχι απαραίτητα μοναδικός) h : C → PK , τέτοιος ώστε το παρακάτω
διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

C

h
��

l2

��1
11

11
11

11
11

11
11

l1

��








Pk

p2k !!C
CC

CC
CC

C

p1k}}||
||

||
||

C1 C2

και αν (Pk, p1k, p
2
k), (Pk′ , p

1
k′ , p

2
k′) είναι δύο διαφορετικές παραγοντοποιήσεις του κώνου

(C, l1, l2), τότε υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ συμβατών μορφισμών από την τελική οικογέ-
νεια κώνων που κάθε ένας από αυτούς παραγοντοποιεί τον (C, l1, l2).

C
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Pkn

����
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�

!!C
CC

CC
CC

C

Pk . . Pk′

1Σε κάθε περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε την ίδια την κατηγορία των στοιχείων αυτού του συναρ-
τητή.
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• colimkyPk ∼= yC1 × yC2

Από την συμβατότητα των μορφισμών μεταξύ των κώνων Pk, προκύπτει ότι το γινόμενο
FC1×FC2 (στην E) αποτελεί συν-κώνο για το διάγραμμα στην E που αποτελείται από τα
FPk. ΄Αρα επάγεται ένας μορφισμός f : colimkFPk → FC1 × FC2, όπως υποδεικνύεται
από τα παρακάτω διαγράμματα, όπου με p1, p2 συμβολίζουμε τις προβολές του γινομένου
FC1×FC2 και με ink : FPk → colimkFPk τους κανονικούς μορφισμούς προς το συνόριο.
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p1k
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p2 &&NNNNNNNNNNN

FC1 FC2 
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colimkFPk

f

��
FC1 × FC2

Επειδή η E είναι συν-πλήρης, όπως είδαμε στο Κεφαλαίο 2, η αριστερή επέκταση Kan
του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda υπάρχει και η τιμή της σ΄ ένα προδράγμα X :
Cop → Set είναι το συνόριο:

LanyF (X) = colim{ elts(X) π // C F // E }

Με βάση τα παραπάνω έχουμε ότι το συνόριο colimkFPk είναι (με προσέγγιση ισομορφι-
σμού) το συνόριο που υπεισέρχεται στον υπολογισμό της αριστερής επέκτασης Kan του
γινόμενου yC1 × yC2.
Στην Παράγραφο 3.2, είδαμε αναλυτικά την έννοια της j-sifted επιπεδότητας και στην

Παράγραφο 3.3 την έννοια του καθορισμένου συνορίου. Τώρα, με τον συμβολισμό που
χρησιμοποιήσαμε παραπάνω, διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε το βασικό μας αποτέλεσμα.4.1.1 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες υποκανονικό site
με πεπερασμένα γινόμενα και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον ότι για δύο
αντικείμενα C1, C2 της C, {Pk|k ∈ K} είναι μία τελική οικογένεια κώνων για αυτό το
ζευγάρι αντικειμένων με την ιδιότητα ότι το συνόριο colimkFPk πληροί την συνθήκη PC1.
Τότε, αν ο F είναι j-sifted επίπεδος, ο μορφισμός

f : colimkFPk → FC1 × FC2
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είναι ισομορφισμός.4.1.2 Απόδειξη. Αποδεικνύουμε ότι ο f είναι μονομορφισμός και διασπώμενος μορφι-
σμός και κατά συνέπεια θα είναι ισομορφισμός (βλέπε Παρατήρηση 2.1.9)

Δείχνουμε πρώτα ότι ο f είναι μονομορφισμός: Θεωρούμε

T
v

//
u //

colimFPk
f // FC1 × FC2

με f · u = f · v. Χρησιμοποιώντας την συνθήκη PC1 (βλέπε σελ. 68) για τον μορφισμό u :
T → colimFPk, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε
για κάθε α ∈ A, υπάρχει ένας δείκτης k(α) ∈ K και ένας μορφισμός uα : Tα → FPk(α),
έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

uα
��

T

u

��
FPk(α)

ink(α)

// colimFPk

΄Ομοια, για τον μορφισμό v : T → colimFPk, έχουμε για κάθε α ∈ A, ένα αντιμεταθετικό
τετράγωνο

Tα
tα //

vα
��

T

v

��
FPk′(α)

ink′(α)

// colimFPk

Θεωρήσαμε ότι έχουμε το ίδιο κάλυμμα και τις δύο φορές που εφαρμόσαμε το PC1 μιας και
οποιαδήποτε δύο καλύμματα έχουν μία κοινή εκλέπτυνση (βλέπε Πρόταση 3.1.10).

Το site είναι υποκανονικό, οπότε για να δείξουμε την ισότητα u = v, αρκεί να δείξουμε
ότι u·tα = v·tα για κάθε α ∈ A (βλέπε Πρόταση 3.1.24). Τότε, από την αντιμεταθετικότητα
των δύο παραπάνω τετραγώνων, αρκεί να δείξουμε ότι ink · uα = ink′ · vα.

80



4.1. Αποτελέσματα 81

Θεωρούμε τώρα το παρακάτω διάγραμμα στην E :

Tα

uα
��

FPk(α)
Fp1

k(α)

yyttttttttt Fp2
k(α)

%%JJJJJJJJJ

FC1 FC2

FPk′(α)
Fp1

k′(α)

eeJJJJJJJJJ Fp2
k′(α)

99ttttttttt

Tα

vα

OO

Το διάγραμμα αυτό είναι αντιμεταθετικό, αφού:

Fp1k′(α) · vα = p1 · f · ink′(α) · vα
= p1 · f · v · tα
= p1 · f · u · tα
= p1 · f · ink(α) · uα
= Fp1k(α) · uα

Fp2k′(α) · vα = p2 · f · ink′(α) · vα
= p2 · f · v · tα
= p2 · f · u · tα
= p2 · f · ink(α) · uα
= Fp2k(α) · uα

Ο F είναι j-sifted επίπεδος, οπότε κάνοντας χρήση της συνθήκης SF2 (βλέπε σελ. 62
) έχουμε ότι:
Για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα κάλυμμα {tαξ : Tαξ → Tα| ξ ∈ Ξα} του Tα, έτσι ώστε

για κάθε ξ ∈ Ξα υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ στην κατηγορία (C1, C2) ↓ Cop που συνδέει τα

C1 Pk(α)
p2
k(α) //

p1
k(α)oo C2 και C1 Pk′(α)

p2
k′(α) //

p1
k′(α)oo C2 με τον τρόπο που υποδεικνύει το

ακόλουθο διάγραμμα (όπου, για την οικονομία της παρουσίασης θεωρήσαμε ένα ζιγκ-ζαγκ
μήκους τρία):
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρήσαμε ότι οι συνιστώσες του ζιγκ-ζαγκ είναι αντικεί-
μενα της C που ανήκουν στην τελική οικογένεια των κώνων Pk. Ο λόγος είναι ότι κάθε
συνιστώσα ενός τέτοιου ζιγκ-ζαγκ αποτελεί κώνο για το διακριτό διάγραμμα στην C, άρα
θα παραγοντοποιείται μέσω κάποιου Pk.

Επιπλέον, (από την συνθήκη SF2), έχουμε ότι για κάθε ξ ∈ Ξα υπάρχουν μορφισμοί
(γενικευμένα στοιχεία)

FPk1(α)

Tαξ

x1
::uuuuuuuuu

x2 //

x3 $$I
IIIIIIII
FPk2(α)

FPk3(α)

έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό
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FPk2(α) // FC1 × FC2
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OO

δηλαδή:

Fd01 · x1 = vα · tαξ, Fd11 · x1 = x2, Fd03 · x3 = x2, Fd13 · x3 = uα · tαξ

Περεταίρω, από το γεγονός ότι έχουμε ένα συνοριακό συν-κώνο, έχουμε ότι και το
παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό

FPk1(α)
Fd1,0

yyssssssssss
Fd1,1
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ink1(α)
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FPk3(α)
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ink3(α)

����
��

��
��

��
��

��
��

��

FPk′(α)

ink′(α) **VVVVVVVVVVVVVVVVVVVV FPk2(α)

ink2(α)

��

FPk(α)

ink(α)tthhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

colimFPk

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω έχουμε:

ink(α) · uα · tαξ = ink(α) · Fd13 · x3
= ink3(α) · x3
= ink2(α) · Fd03 · x3
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= ink2(α) · x2
= ink2(α) · Fd11 · x1
= ink1(α) · x1
= ink′(α) · Fd01 · x1
= ink′(α) · vα · tαξ

άρα

ink(α) · uα = ink′(α) · vα

αφού είναι ίσοι αν περιοριστούν σ΄ ένα κάλυμμα του πεδίου τους.

Στην συνέχεια δείχνουμε ότι ο f είναι διασπώμενος. Θα δείξουμε ότι ο f πληροί
την υπόθεση της Πρότασης 2.1.10. ΄Εστω x = 〈x1, x2〉:T → FC1 × FC2, ένα τυχαίο
γενικευμένο στοιχείο του γινομένου. Εφαρμόζοντας την συνθήκη SF1 (βλέπε σελ. 62),
έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A} του T , τέτοιο ώστε για κάθε
α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο της τελικής οικογένειας κώνων (πάλι χωρίς βλάβη της
γενικότητας) και ένας μορφισμός xα : Tα → FPk(a), έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να
είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα
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FPk(α)

Fp1
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k(α) $$J

JJJJJJJJ

FC1 FC2

δηλαδή, Fp1k(α) · xα = x1 · tα και Fp2k(α) · xα = x2 · tα. Στην συνέχεια δείχνουμε ότι η
οικογένεια {ink(α) · xα|α ∈ A} από στοιχεία του συναρτητή homE(−, colimFPk) είναι μία
συμβατή οικογένεια για το κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A} (βλέπε Παράδειγμα 3.1.12).
Θεωρούμε λοιπόν το διάγραμμα:
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Tα
xα //

tα

!!B
BB

BB
BB

B
FPk(α)

ink(α)

&&NNNNNNNNNNN

Tα ×T Tα′

π1
αα′

99ssssssssss

π2
αα′ %%KKKKKKKKKK T colimFPk

Tα′ xα′
//

tα′

==||||||||
FPk(α′)

ink(α′)

88ppppppppppp

(∗)

για τυχαία α, α′ ∈ A. Πρέπει να δείξουμε ότι το εξωτερικό διάγραμμα του παραπάνω
διαγράμματος είναι αντιμεταθετικό. ΄Εχουμε ότι το επάνω μονοπάτι ακολουθούμενο από
τον μορφισμό p1 · f , δίνει το ίδιο αποτέλεσμα με το κάτω μονοπάτι ακολουθούμενο από τον
ίδιο μορφισμό.

FC1

colimFPk
f // FC1 × FC2

p1
88ppppppppppp

p2 &&NNNNNNNNNNN

FC2

Πράγματι:

p1 · f · ink(α) · xα · π1
αα′ = p1 · fk(α) · xa · π1

αα′

= Fp1k(α) · xα · π1
αα′

= x1 · tα · π1
αα′

= x1 · tα′ · π2
αα′

= Fp1k(α′) · xα′ · π2
αα′

= p1 · fk(α′) · xα′ · π2
αα′

= p1 · f · ink(α′) · xα′ · π2
αα′ ,

΄Ομοια το επάνω μονοπάτι και το κάτω μονοπάτι δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα αν συνθέσουμε
αυτή τη φορά με p2 · f , δηλαδή:

p2 · f · ink(α) · xa · π1
αα′ = p2 · f · ink(α′) · xα′ · π2

αα′ .

Από τις παραπάνω ισότητες και από την καθολική ιδιότητα του γινομένου έχουμε ότι:

f · ink(α) · xα · π1
αα′ = f · ink(α′) · xα′ · π2

αα′ .

και τελικά αφού ο f είναι μονομορφισμός έχουμε την ζητούμενη ισότητα, δηλαδή:
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ink(α) · xα · π1
αα′ = ink(α′) · xα′ · π2

αα′ .

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι η οικογένεια {ink(α) · xα|α ∈ A} είναι συμβατή
οικογένεια για το δράγμα homE(−, colimFPk) (η τοπολογία είναι υποκανονική άρα κάθε
αναπαραστάσιμος είναι δράγμα) σε σχέση με το κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A}. ΄Αρα
υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός (βλέπε Παράδειγμα 3.1.12) r : T → colimFPk, τέτοιος
ώστε για κάθε α ∈ A, r · tα = ink(α) · xα.

Tα
xα //

tα

  B
BB

BB
BB

B
FPk(α)

ink(α)

&&NNNNNNNNNNN

T
r // colimFPk

΄Εχουμε λοιπόν ότι:

p1 · f · r · tα = p1 · f · ink(α) · xα
= p1 · fk(α) · xα
= Fp1k(α) · xα
= x1 · tα

για κάθε α ∈ A, και συνεπώς p1 · f · r = x1 αφού το site είναι υποκανονικό. Με πα-
ρόμοιο επιχείρημα έχουμε ότι p2 · f · r = x2, άρα ο μορφισμός r μας δίνει την ζητούμενη
παραγοντοποίηση

f · r = 〈x1, x2〉 = x �4.1.3 Παρατήρηση. Στην παραπάνω απόδειξη δεν κάναμε καθόλου χρήση της συνθή-
κης PC2.4.1.4 Παρατήρηση. Στη διατύπωσης της Πρότασης 4.1.1 θεωρήσαμε μία τελική οικο-
γένεια κώνων {Pk} για ένα διακριτό διάγραμμα με την απαίτηση το συνόριο colimkFPk να
πληροί την συνθήκη PC1. Χωρίς να επηρεάζεται καθόλου η γενικότητα της Πρότασης, θα
μπορούσαμε από την Παρατήρηση 3.3.13 να θεωρήσουμε την οικογένεια όλων των κώνων
για το διακριτό διάγραμμα.24.1.5 Πόρισμα. ΄Εστω F : C → E ένας συναρτητής από μία μικρή κατηγορία C σ΄ ένα
συν-πλήρες, υποκανικό site με πεπερασμένα γινόμενα ο οποίος πληροί τις υποθέσεις της
Πρότασης 4.1.1, δηλαδή το συνόριο colimFPk, που υπεισέρχεται στον υπολογισμό της αρι-
στερής επέκτασης Kan LanyF ενός γινομένου δύο αναπαραστάσιμων, πληροί την συνθήκη

2Μας επισημάνθηκε αυτό το γεγονός από τον (ανώνυμο) κριτή της εργασίας μας [30].
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PC1 σε σχέση με την τοπολογία j και ο F είναι j-sifted-επίπεδος. Τότε η αριστερή επέ-
κταση Kan του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda y διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα
από αναπαραστάσιμους. Επιπλέον, αν η E είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία, τότε η
αριστερή επέκταση Kan διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.4.1.6 Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισμό έχουμε3:

LanyF (yC1 × yC2) ∼= LanyF (colimkyPk)
∼= colimkLanyF (yPk)
∼= colimkFPk
∼= FC1 × FC2

∼= LanyF (yC1)× LanyF (yC2)

Αν τώρα η E είναι μία καρτεσιανά κλειστή κατηγορία, τότε αν εργαστούμε με τον ίδιο
τρόπο όπως στην Απόδειξη 2.2.9, έχουμε ότι ο LanyF διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα. �4.1.7 Παρατήρηση. Αν έχουμε ένα ῾῾διάγραμμα επέκτασης Kan᾿᾿

C
y //

F ��@
@@

@@
@@

@ [Cop,Set]

LanyFzzuuuuuuuuu

E

SF

::uuuuuuuuu

όπου η κατηγορία E είναι υποκατηγορία της [Cop,Set], άρα ανακλαστική υποκατηγορία,
τότε από το Θεώρημα 2.3.19, συμπεραίνουμε ότι έχει νόημα να ελέγξουμε αν ο LanyF
διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα, μόνο στην περίπτωση που η E είναι καρτεσιανά κλειστή
κατηγορία.4.1.8 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες υποκανονικό site
με πεπερασμένα γινόμενα και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον ότι για δύο
αντικείμενα C1, C2 της C, {Pk|k ∈ K} είναι μία τελική οικογένεια κώνων για αυτό το ζευ-
γάρι αντικειμένων με την ιδιότητα ότι το συνόριο colimkFPk είναι καθορισμένο (πληροί τις
συνθήκες PC1, PC2). Τότε αν ο LanyF διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα αναπαραστάσιμων,
ο F είναι j-sifted επίπεδος.4.1.9 Απόδειξη. Από την παραπάνω Απόδειξη (4.1.5) έχουμε ότι αν ο LanyF διατηρεί
πεπερασμένα γινόμενα αναπαραστάσιμων, τότε ο μορφισμός f : colimkFPk → FC1 × FC2

3Για τις παρακάτω ισοδυναμίες, πέραν των υποθέσεων της πρότασης χρησιμοποιούμε και το γεγονός
ότι ο LanyF ως αριστερά προσαρτημένος συναρτητής διατηρεί συνόρια και επιπλέον συντιθέμενος με τον
y είναι ισόμορφος με τον F (βλέπε σελ. 18).
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είναι ισομορφισμός. Συμβολίζουμε με f−1 : FC1×FC2 → colimkFPk τον αντίστροφο του
f .

΄Εστω τώρα
T

x1

||xxxxxxxx
x2

""F
FFFFFFF

FC1 FC2

Με x συμβολίζουμε το μορφισμό 〈x1, x2〉 : T → FC1 × FC2. Εφαρμόζοντας την συνθήκη
PC1 για τον μορφισμό f−1 · x : T → colimkFPk, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα →
T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένας δείκτης k(α) και ένας μορφισμός
xα : Tα → FPk(α), έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xα
��

T

f−1·x
��

FPk(α)
ink(α)

// colimkFPk

δηλαδή: f−1 · x · tα = ink(α) · xα.
΄Εχουμε λοιπόν το ακόλουθο διάγραμμα (στην E)
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το οποίο είναι αντιμεταθετικό.
Πράγματι:

Fp1k(α) · xα = p1 · fk(α) · xα
= p1 · f · ink(a) · xa
= p1 · f · f−1 · x · tα
= p1 · x · tα
= x1 · tα
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και ομοίως

Fp2k(α) · xα = x2 · tα

Οι παραπάνω ισότητες δείχνουν ότι η πρώτη συνθήκη (SF1) για να είναι ο F j-sifted
επίπεδος (Ορισμός 3.2.1) ισχύει.
Τώρα, για δύο αντικείμενα C1, C2 στην C θεωρούμε ένα διάγραμμα της μορφής4:

T

z′

��
FPk′

Fp1
k′

zzuuuuuuuuu Fp2
k′

$$I
IIIIIIII

FC1 FC2

FPk

Fp1k

ddIIIIIIIII Fp2k

::uuuuuuuuu

T

z

OO

έτσι ώστε:

Fp1k · z = Fp1k′ · z′

Fp2k · z = Fp2k′ · z′

Τότε έχουμε ότι:

p1 · f · ink · z = p1 · fk · z
= Fp1k · z
= Fp1k′ · z′

= p1 · fk′ · z′

= p1 · f · ink′ · z′

και ομοίως ότι:

p2 · f · ink · z = p2 · f · ink′ · z′

4Πάλι χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να θεωρήσουμε αντικείμενα Pk από την τελική οικογένεια
των κώνων, αντί για τυχαία αντικείμενα της C.
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Από τις παραπάνω ισότητες και την καθολική ιδιότητα του γινομένου FC1 × FC2 έχουμε
ότι:

f · ink · z = f · ink′ · z′

και αφού ο f είναι μονομορφισμός έχουμε τελικά ότι:

ink · z = ink′ · z′

Λόγω της παραπάνω ισότητας, με εφαρμογή της συνθήκης PC2 για τον συνοριακό συν-
κώνο {ink : FPk → colimkFPk}, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα → T |α ∈ A} του T
τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ στην C αποτελούμενο από αντικείμενα
της τελικής οικογένειας, το οποίο συνδέει τα Pk και Pk′
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� dn,1

!!C
CC

CC
CC

C

Pk . . Pk′

και επιπλέον υπάρχουν μορφισμοί x1:Tα → FPk1 ... xn:Tα → FPkn , έτσι ώστε να ισχύουν
οι ακόλουθες ισότητες

Fd01 · x1 = z · tα, Fd11 · x1 = x2, Fd03 · x3 = x2, Fd13 · x3 = x4, ..., Fd
1
n · xn = z′ · tα

Από τις παραπάνω ισότητες συμπεραίνουμε ότι ισχύει και η δεύτερη συνθήκη (SF2) για
να είναι ο F j-sifted επίπεδος. �

Από το Πόρισμα 4.1.5 και την Πρόταση 4.1.8, έχουμε ότι δεδομένου του γεγονότος ότι
στην κατηγορία E κάποια (και όχι όλα) τα συνόρια είναι καθορισμένα, τότε η διατήρηση
πεπερασμένων γινομένων από την αριστερή επέκταση Kan ενός συναρτητή ισοδυναμεί με
την j-sifted επιπεδότητα του συναρτητή. ΄Ετσι, αν η κατηγορία E είναι ένα Grothendieck
τόπος (ή πιο γενικά ένας∞-προτόπος) και j είναι η τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων
στην E (βλέπε Παράδειγμα 3.1.21), τότε από το γεγονός ότι όλα τα συνόρια στην E είναι
καθορισμένα γι΄ αυτή την τοπολογία (βλέπε Πρόταση 3.3.11), έχουμε ως άμεση συνέπεια
το ακόλουθο:4.1.10 Πόρισμα. ΄Εστω F : C → E ένας συναρτητής από μία μικρή κατηγορία C σ΄
ένα Grothendieck τόπο (ή πιο γενικά σ΄ ένα ∞-προτόπο). Ο συναρτητής F είναι j-sifted
επίπεδος αν και μόνο αν ο συναρτητής LanyF διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.4.1.11 Παρατήρηση. Αν C μία sifted κατηγορία (βλέπε Ορισμός 2.3.21) και F ο συ-
ναρτητής Cop → 1 → Set, όπου 1 η κατηγορία μ΄ ένα μόνο αντικείμενο και 1 → Set ο
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συναρτητής που αντιστοιχεί το μοναδικό αντικείμενο της 1 σ΄ ένα μονοσύνολο. Η δυική
της κατηγορίας των στοιχείων του F είναι η C, άρα ο F είναι sifted επίπεδος σε σχέση με
την τοπολογία των επιμορφικών καλυμμάτων στον τόπο των συνόλων (βλέπε Παρατήρη-
ση 3.1.22). Από το παραπάνω Πόρισμα έχουμε ότι ο συναρτητής LanyF , ο οποίος σ΄ αυτή
την περίπτωση είναι ο συναρτητής που αντιστοιχίζει ένα C-διάγραμμα της κατηγορίας των
συνόλων στο συνόριό του, θα διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα. Συνεπώς, sifted συνόρια
αντιμετατίθενται με πεπερασμένα γινόμενα στα σύνολα. ΄Οπως είχαμε αναφέρει και στην
Παρατήρηση 2.3.22, αυτός ήταν και ο αρχικός ορισμός για μία sifted κατηγορία.4.1.12 Παρατήρηση. Αν C και E είναι δύο κατηγορίες με περασμένα γινόμενα και
F : C → E είναι ένας συναρτητής που διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα, τότε από το Θε-
ώρημα 2.3.32 έχουμε ότι ο F είναι j-sifted επίπεδος, για j την τετριμμένη τοπολογία της
E και αντίστροφα (βλέπε Παρατήρηση 3.2.4). Κατά συνέπεια θα είναι j-sifted επίπεδος
αναφορικά με οποιαδήποτε υποκανονική τοπολογία της E .
΄Εστω τώρα ότι ο F είναι j-sifted επίπεδος αναφορικά με μία υποκανονική τοπολογία j

της E . Αν τα συνόρια που περιγράφονται στο Πόρισμα 4.1.5 πληρούν την συνθήκη PC1 και
η E είναι καρτεσιανά κλειστή, τότε λαμβάνοντας υπόψη ότι η εμφύτευση Yoneda διατηρεί
πεπερασμένα γινόμενα, και τον ισομορφισμό LanyF · y ∼= F , έχουμε ότι ο F διατηρεί
γινόμενα.

4.2 Παραδείγματα

4.2.1 Η Κατηγορική Πραγματοποίηση

Στο Παράδειγμα 2.2.5 αναφερθήκαμε στον συναρτητή της κατηγορικής πραγματοποίησης
και τον δεξιά προσαρτημένο του, τον συναρτητή νεύρο

∆
y //

U ##G
GGGGGGG SSet

LanyU=τ1zzuuuuuuuuu

Cat

N
::uuuuuuuuu

και είδαμε ότι ο συναρτητής τ1 διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα.5 Θα μελετήσουμε πως
το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να προκύψει ως αποτέλεσμα της δικής μας ανάλυσης (από τις
συνθήκες δηλαδή του Πορίσματος 4.1.5).
Χρειάζεται λοιπόν να ορίσουμε μια (κατάλληλη για τις απαιτήσεις του Πορίσματος 4.1.5)

τοπολογία Grothendieck στην Cat. Οι από κοινού επιμορφικές οικογένειες της κατηγο-
ρίας SSet = [∆op,Set] ορίζουν (όπως και σε κάθε τόπο προδραγμάτων) μία υποκανονική

5Επιπλέον, στο Παράδειγμα 2.3.34 είδαμε ότι ο U δεν είναι sifted επίπεδος.
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τοπολογία Grothendieck σε αυτή (βλέπε Παρατήρηση 3.1.22 ). Ορίζουμε λοιπόν μία τοπο-
λογία Grothendieck στην Cat ως εξής:
Αν C είναι μία μικρή κατηγορία, τότε η οικογένεια (από συναρτητές) {Fi : Ci → C|i ∈ I}
είναι κάλυμμα της C, αν και μόνο αν η οικογένεια {N(fi) : NCi → NC|i ∈ I} είναι κάλυμμα
του N(C), δηλαδή, ο επαγόμενος μορφισμός (φυσικός μετασχηματισμός)

∐
i∈I
NCi → NC

είναι ένας επιμορφισμός στην κατηγορία SSet. Από το γεγονός ότι ο συναρτητής νεύρο
είναι πλήρης και πιστός και διατηρεί εφελκύσεις (ως δεξιά προσαρτημένος), άμεσα έχουμε
ότι με αυτό τον τρόπο ορίζεται μία (προ-)τοπολογία Grothendieck στην Cat. Δείχνουμε
τώρα την υποκανονικότητα της τοπολογίας αυτής.
΄Εστω D μία μικρή κατηγορία. Θα δείξουμε ότι ο συναρτητής homCat(−,D) έχει την

ιδιότητα του δράγματος γι΄ αυτή την τοπολογία. Θεωρούμε λοιπόν ένα κάλυμμα {Fi : Ci →
C|i ∈ I} μίας μικρής κατηγορίας C και μία συμβατή οικογένεια στοιχείων του συναρτητή
homCat(−,D) γι΄ αυτό το κάλυμμα, δηλαδή, συναρτητές Gi : Ci → D, i ∈ I, έτσι ώστε
Gi ◦ π1

ij = Gj ◦ π2
ij για κάθε i, j ∈ I.

Ci ×C Cj
π1
ij //

π2
ij

��

Ci
Fi

�� Gi

��

Cj
Fj

//

Gj ,,

C

D
Αναζητούμε λοιπόν ένα συναρτητή F : C → D με την ιδιότητα F ◦Fi = Gi για κάθε i ∈ I.
Από το γεγονός τώρα ότι η οικογένεια {Fi : Ci → C|i ∈ I} είναι καλύπτουσα, έχουμε ότι ο
επαγόμενος φυσικός μετασχηματισμός

∐
i∈I
NCi → NC είναι ένας επιμορφισμός. ΄Ετσι, στο

βήμα 0 έχουμε την επί συνάρτηση:

K :
∐

(Ci)0 → (C)0

όπου K((C, i)) = Fi(C). ΄Εστω C ∈ C. Αφού η συνάρτηση K είναι επί, υπάρχει ένα
ζεύγος (Ci, i) με Ci ∈ Ci, έτσι ώστε C = Fi(Ci). Ορίζουμε τον συναρτητή F : C → D
στα αντικείμενα της C, F (C) = Gi(Ci). Ο ορισμός είναι καλός, αφού αν για κάποιο άλλο
ζευγάρι (Cj, j) με Cj ∈ Cj και C = Fj(Cj), τότε έχουμε ότι (Ci, Cj) ∈ Ci×C Cj και από το
γεγονός ότι {Gi}i∈I είναι συμβατή οικογένεια έχουμε ότι Gi(Ci) = Gj(Cj). Με τον ίδιο
τρόπο ορίζουμε τον συναρτητή F στους μορφισμούς της C.
Αν τώρα, [m], [n] ∈ ∆ και {Pk|k ∈ K} μία τελική οικογένεια κώνων για το διακριτό

διάγραμμα στην ∆ που αποτελείται από τα [m] και [n], τότε από την Πρόταση 2.2.15,
έχουμε άμεσα ότι η οικογένεια {inclPk

: U(Pk) → colimkU(Pk)} είναι καλύπτουσα για
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την τοπολογία της Cat που ορίσαμε. Συνεπώς από την Παρατήρηση 3.3.2, το συνόριο
colimkU(Pk) πληροί την συνθήκη PC1.

Τέλος, η sifted επιπεδότητα του συναρτητή U σε σχέση με την τοπολογία που ορίσαμε,
προκύπτει από την Πρόταση 2.2.15 και από το γεγονός ότι επειδή η κατηγορία ∆ είναι
πυκνή στην Cat (βλέπε Πόρισμα 2.2.7) έχουμε για κάθε κατηγορία, ένα κάλυμμα αυτής
αποτελούμενο από αντικείμενα της ∆. Πιο συγκεκριμένα, έστω C μία μικρή κατηγορία και
NC ∼= colim

(n,x)∈eltsNC
y([n]), η έκφραση του νεύρου της C ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων.

Τότε, ο μορφισμός
∐
(n,x)

y([n])→ NC είναι ένας επιμορφισμός στην SSet. Από το γεγονός

τώρα ότι y([n]) ∼= N(n) και επιπλέον ένα αντικείμενο (n, x) στην eltsNC αντιπροσωπεύει
ένα συναρτητή x : n→ C, έχουμε ότι η οικογένεια {n→ C|[n] ∈∆} είναι καλύπτουσα.
Ας δούμε τώρα ότι πληρούται η συνθήκη SF1. Αν C μία μικρή κατηγορία, θεωρούμε

ένα διάγραμμα στην Cat της μορφής:

C
F

~~}}
}}

}}
}} G

��>
>>

>>
>>

m n

Αν τώρα {k → C|[k] ∈ ∆}, το κάλυμμα της C που περιγράψαμε παραπάνω, τότε αν
xk : k → C ένα στοιχείο του καλύμματος, προκύπτει το ακόλουθο διάγραμμα στην Cat

k
F◦tk

��~~
~~

~~
~~ G◦tk

��=
==

==
==

=

m n

και από το γεγονός ότι ο U είναι πλήρης και πιστός, έχουμε το ῾ἵδιο᾿᾿ διάγραμμα στην ∆.
Από την Πρόταση 2.2.15, έχουμε την εξής παραγοντοποίηση στην ∆

[k]

F◦tk

����
��

��
��

��
��

��
��

�

G◦tk

��5
55

55
55

55
55

55
55

55

��
[m+ n]

##zz
[m] [n]
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Τελικά, έχουμε το παρακάτω αντιμεταθετικό διάγραμμα στην Cat

k
xk

$$H
HHHHHHHHHH

��

C

F

��		
		

		
		

		
		

		
		

G

��4
44

44
44

44
44

44
44

4

m+ n

##zz
m n

το οποίο επιβεβαιώνει ότι ισχύει η συνθήκη SF1 σε σχέση με την τοπολογία που ορίσαμε
στην Cat. Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να επιβεβαιώσουμε και την συνθήκη SF2.Σχόλιο: Στο Παράδειγμα 2.3.34 είδαμε ότι η συνθήκη της sifted επιπεδότητας (Ορι-
σμός 2.3.30) δεν είναι αναγκαία για την διατήρηση πεπερασμένων γινομένων από την αρι-
στερή επέκταση Kan. Η συνθήκη της sifted επιπεδότητας για το συγκεκριμένο παράδειγμα
μας ῾ἑπέβαλε᾿᾿ η κατηγορία C ↓ U να είναι co-sifted, δηλαδή την ύπαρξη κάποιων κώνων
σε αυτή την κατηγορία κάτι που όπως είδαμε δεν μπορεί να συμβαίνει (για κάθε μικρή
κατηγορία C). Οι συνθήκες όμως της sifted επιπεδότητας σε σχέση με μία τοπολογία j,
῾ἑπιβάλουν᾿᾿ η κατηγορία C ↓ U να έχει κώνους σε ῾ἑπίπεδο᾿᾿ ενός καλύμματος της C, κάτι
που όπως είδαμε είναι εφικτό για μία κατάλληλη τοπολογία.
Επιπλέον το Πόρισμα 4.1.5 έχει ως συνθήκη, κάποια και όχι όλα τα συνόρια της κα-

τηγορίας που λαμβάνει τιμές ο συναρτητής να είναι καθορισμένα. Για παράδειγμα η Cat
δεν έχει όλα τα συνόρια καθορισμένα, αφού ως κατηγορία δεν είναι ομαλή (regular) (βλέπε
[11], Αντιπαράδειγμα 2.4.6), άρα δεν είναι ∞-προτόπος (Πρόταση 3.3.12).

4.2.2 Η Γεωμετρική Πραγματοποίηση

Στο Παράδειγμα 2.2.10 αναφερθήκαμε στο συναρτητή της γεωμετρικής πραγματοποίησης

∆
y //

∆ ""E
EE

EE
EE

E SSet

Lany∆=|·|zzvvv
vv

vv
vv

Ke

S
::vvvvvvvvv

και αναφέραμε ότι ο συναρτητής αυτός διατηρεί πεπερασμένα όρια, άρα και γινόμενα ειδικό-
τερα. Το κλασικό (και θεμελιώδες στα πλαίσια της ομοτοπικής άλγεβρας) αυτό αποτέλεσμα
οφείλεται στους Gabriel και Zisman ([19], III, 3)6. Η κατηγορία των χώρων Kelley είναι

6Μία αρκετά κατανοητή απόδειξη αυτού του γεγονότος υπάρχει στο [43]
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μία ομαλή (regular) κατηγορία, αλλά όχι ακριβής (exact)([15]), άρα δεν είναι ∞-προτόπος.
Στην παρούσα παράγραφο, θα περιγράψουμε μία τοπολογία Grothendieck στην κατηγορία
Ke, κατάλληλη για να εξάγει κανείς την διατήρηση πεπερασμένων γινομένων από την γε-
ωμετρική πραγματοποίηση (και πιθανόν και για άλλες παρόμοιες περιπτώσεις), με βάση τα
αποτελέσματα της Ενότητας 4.1.4.2.1 Πρόταση. Υπάρχει μία υποκανονική τοπολογία στην κατηγορία Ke των χώρων
Kelley, τέτοια ώστε οι πεπερασμένες οικογένειες της μορφής {incli:Ki → colimiKi}, όπου
Ki συμπαγείς χώροι Hausdorff, να είναι καλύπτουσες.4.2.2 Απόδειξη. Θεωρούμε την τοπολογία Grothendieck που παράγεται από τις οικο-
γένειες {incli:Ki → colimiKi} πεπερασμένων διαγραμμάτων συμπαγών χώρων Hausdorff.
Τέτοιες οικογένειες δεν είναι ευσταθείς (stable) ως προς εφελκύσεις κατά μήκος μίας
συνεχούς συνάρτησης. Θεωρούμε λοιπόν τις εφελκύσεις αυτών των οικογενειών κατά μή-
κος οποιασδήποτε συνεχούς συνάρτησης προς ένα πεπερασμένο συνόριο συμπαγών χώρων
Hausdorff.
Αν {fi:Ki → Z|i ∈ I} είναι μία συμβατή οικογένεια από συνεχείς συναρτήσεις στην

Ke (δηλαδή το εξωτερικό του διαγράμματος 4.1 είναι αντιμεταθετικό), τότε ορίζουμε

f : colimiKi → Z

με f(x) = fi(xi), αφού για κάθε x ∈ colimiKi = K έχουμε ότι x = incli(xi), για κάποιο
xi ∈ Ki

7. Η συνάρτηση είναι καλώς ορισμένη και αυτό προκύπτει από την συμβατότητα της
οικογένειας. Η συνάρτηση f είναι συνεχής γιατί, αν C είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Z,
τότε f−1C =

⋃
i incli[f

−1
i C]. Κάθε σύνολο incli[f

−1
i C] είναι κλειστό γιατί η συνάρτηση

incli είναι κλειστή, ως μία συνεχής συνάρτηση μεταξύ συμπαγών χώρων Hausdorff, και η
ένωση είναι πεπερασμένη. ΄Αρα το σύνολο f−1C είναι κλειστό. Δείξαμε λοιπόν, ότι κάθε
αναπαραστάσιμος homKe(−, Z) στην κατηγορία των χώρων Kelley έχει την ιδιότητα του
δράγματος σε σχέση με τις οικογένειες που παράγουν την προτοπολογία.

Ki ×K Kj

π1
ij //

π2
ij

��

Ki

incli

�� fi

��

Kj
inclj //

fj ,,

K

f !!
Z

(4.1)

7Ο συλλογισμός αυτός προκύπτει από το γεγονός ότι το υποκείμενο σύνολο του συνορίου κατασκευά-
ζεται όπως στα σύνολα.
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Μένει να δείξουμε ότι ο αναπαραστάσιμος homKe(−, Z) έχει την ιδιότητα του δράγμα-
τος σε σχέση με μία οικογένεια {ti:Ti → T} η οποία προκύπτει από την εφέλκυση μίας
οικογένειας {incli:Ki → colimiKi} κατά μήκος μίας συνεχούς συνάρτησης T → colimiKi

Ki ×K T = Ti

ti
��

// Ki

incli
��

T
h

// colimiKi

Σε αυτή την περίπτωση, αν x ∈ T έχουμε ότι h(x) ∈ K = colimiKi και συνεπώς f(x) =
incli(xi) για κάποιο xi ∈ Ki. Επειδή τώρα, το υποκείμενο σύνολο της εφέλκυσης Ki×K T
είναι η εφέλκυση των υποκείμενων συνόλων, έχουμε ότι x = ti(ai) όπου ai = (xi, x) ∈
Ki ×K T = Ti. Με αυτή την παρατήρηση, αν τώρα {gi : Ti → Z} είναι μία συμβατή
οικογένεια, τότε η επέκταση g : T → Z ορίζεται με τον ίδιο τρόπο όπως και προηγουμένως
η f . Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής χρησιμοποιώντας το ίδιο επιχείρημα με πριν, γιατί
κάθε συνάρτηση ti:Ti → T είναι κλειστή. Το ότι η κάθε συνάρτηση είναι κλειστή ti:Ti → T
αιτιολογείται ως εξής:
Οι συναρτήσεις incli:Ki → colimiKi = K, ως συνεχείς συναρτήσεις μεταξύ συμπαγών
χώρων Hausdorff, είναι ευσταθώς κλειστές (stably closed)8 και επιπλέον οι εφελκύσεις
Ti ∼= Ki ×K T υπολογίζονται όπως στην κατηγορία όλων των τοπολογικών χώρων, αφού
οι χώροι Ki είναι συμπαγείς.

Ti ×T Tj
π1
ij //

π2
ij

��

Ti

ti

�� gi

��

Kj
tj //

gj ,,

T

g
  
Z

Από την παραπάνω Πρόταση και την Παρατήρηση 3.3.2, έχουμε:4.2.3 Πρόταση. ΄Εστω C μία κατηγορία με την ιδιότητα ότι για κάθε πεπερασμένο διά-
γραμμα D:D → C, το όριο του επαγόμενου διαγράμματος y · D : D → [Cop,Set] από
αναπαραστάσιμους είναι ισόμορφο μ΄ ένα πεπερασμένο συνόριο αναπαραστάσιμων,

lim y ·D ∼= colimk yPk

Αν F : C → Ke είναι ένας συναρτητής προς την κατηγορία των χώρων Kelley και οι
χώροι FPk είναι συμπαγείς, τότε το συνόριο colimkFPk πληροί την συνθήκη PC1 για την
τοπολογία της Πρότασης 4.2.1.

8Βλέπε [13].
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4.3. Διατήρηση του Τελικού Αντικειμένου 974.2.4 Πόρισμα. Αν C είναι η κατηγόρια∆, τότε το συνόριο που υπολογίζει την αριστερή
επέκταση Kan ενός ορίου lim

d∈D
yDd αναπαραστάσιμων, πληροί την συνθήκη PC1 σε σχέση

με την υποκανονική τοπολογία της Πρότασης 4.2.1.4.2.5 Απόδειξη. Στην Πρόταση 2.2.17 είδαμε ότι το όριο ενός πεπερασμένου ορίου ανα-
παραστάσιμων της∆ εκφράζεται ως ένα πεπερασμένο συνόριο αναπαραστάσιμων. Επιπλέον
οι αναπαραστάσιμοι της ∆ αντιστοιχίζονται από την αριστερή επέκταση Kan στα τοπολο-
γικά n-μονόπλοκα (βλέπε Παρατήρηση 2.2.11). Το συμπέρασμα τώρα, είναι άμεσο από την
παραπάνω Πρόταση.

4.3 Διατήρηση του Τελικού Αντικειμένου

Στην ενότητα αυτή θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε, ικανή και αναγκαία συνθήκη για
να διατηρεί η αριστερή επέκταση Kan το τελικό αντικείμενο, σε αναλογία με την Πρότα-
ση 2.3.35.
Αν C είναι μία μικρή κατηγορία. θεωρούμε την εξής πρόταση, διατυπωμένη στην γλώσσα

LC (βλέπε §3.2):

Για κάθε ζευγάρι αντικειμένων C, C ′

Con:∀x:C ∀x′:C ′ ∨
Z(C,C′)

(∃z1 : C1 ∃z2 : C2 ... ∃zn : Cn) d1,0(z1) = x ∧ d1,1(z1) =

z2 ∧ d3,0(z3) = z2 ∧ ... ∧ dn,1(zn) = x′))

όπου, με Z(C, C ′) συμβολίζουμε το σύνολο των ζιγκ-ζαγκ απο το C στο C ′.

C1
d1,0

~~~~
~~

~~
~~ d1,1

��>
>>

>>
>>

> Cn
dn,0

����
��

��
�� dn,1

  B
BB

BB
BB

B

C . . C ′

Αν τώρα (E , j) είναι ένα υποκανονικό site και F : C → E ένας συναρτητής, τότε έχουμε
ότι η παραπάνω πρόταση πληρούται (σε κάθε βήμα T ) αν:
Για κάθε T ∈ E και μορφισμούς (γενικευμένα στοιχεία)

T
x

||yy
yy

yy
yy x′

""F
FFFFFFF

FC FC ′

υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει
ένα ζιγκ-ζαγκ στην C που συνδέει τα C και C ′
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~~

~~
~~ d1,1

��>
>>

>>
>>

> Cn
dn,0

����
��

��
�� dn,1

  B
BB

BB
BB

B

C . . C ′

και μορφισμοί x1 : Tα → FC1, ..., xn : Tα → FCn, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να
είναι αντιμεταθετικό

Tα

tα
��x1

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}

xn

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

T
x

��

x′

��

FC1

Fd1,0||xxxxxxxx Fd1,1

  B
BB

BB
BB

BB
FCn

Fdn,0

}}||
||

||
||

|

Fdn,1 ##G
GGGGGGG

FC . . FC ′4.3.1 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία και (E , j) ένα συν-πλήρες υποκανονικό
site με τελικό αντικείμενο. Τότε, αν F : C → E είναι ένας συναρτητής και επιπλέον το
συνόριο colimF είναι καθορισμένο, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Ο συναρτητής F πληροί τις συνθήκες F1 και Con.

2. Η αριστερή Kan επέκταση LanyF , του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda, δια-
τηρεί το τελικό προδράγμα.4.3.2 Απόδειξη. 1) ⇒ 2) ΄Οπως και στην Απόδειξη 2.3.36, αρκεί να δείξουμε ότι το

συνόριο colimF είναι ισόμορφο με το τελικό αντικείμενο της E , 1E .
΄Εστω λοιπόν t1 : colimF → 1E , ο μοναδικός μορφισμός από το συνόριο colimF

προς το τελικό αντικείμενο. Θα δείξουμε ότι ο t1 είναι μονομορφισμός και καθορισμένος
επιμορφισμός, άρα και ισομορφισμός (βλέπε Πρόταση 3.3.8).
• t1 είναι μονομορφισμός:
΄Εστω u, v : T ⇒ colimF (είναι ίσοι αν συντεθούν με τον t1, αφού το συν-πεδίο

τους είναι το τελικό αντικείμενο). Εφαρμόζοντας την συνθήκη PC1, για τους μορφισμούς
u : T → colimF και v : T → colimF έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα R = {tα:Tα →
T | α ∈ A} του T 9, τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A, υπάρχουν αντικείμενα Cα και C ′

α στην
C και μορφισμοί uα : Tα → FCα, vα : Tα → FC ′

α έτσι ώστε τα ακόλουθα τετράγωνα να
είναι αντιμεταθετικά

9΄Οπως και στην Απόδειξη 4.1.2, παίρνουμε την κοινή εκλέπτυνση των δύο καλυμμάτων που προκύπτουν
από την διπλή εφαρμογή του PC1.
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Tα
tα //

uα
��

T

u

��
FCα inclCα

// colimF

Tα
tα //

vα
��

T

v

��
FC ′

α inclC′
α

// colimF

Τώρα, με εφαρμογή της συνθήκης Con για το διάγραμμα

Tα
uα

||xx
xx

xx
xx

x
vα

""F
FFFFFFF

FCα FC ′
α

έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tαξ : Tαξ → Tα| ξ ∈ Ξα} του Tα, έτσι ώστε για κάθε
ξ ∈ Ξα υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ που συνδέει τα Cα και C ′

α και μορφισμοί από το Tαξ προς
τις εικόνες των στοιχείων του ζιγκ-ζαγκ, έτσι ώστε να πληρούνται οι αντιμεταθετικότητες
που υποδεικνύονται από το παρακάτω διάγραμμα

Tαξ

tαξ

��

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

Tα
uα

��

vα

��

FC1

Fd1,0{{xx
xx

xx
xx

x
Fd1,1

  A
AA

AA
AA

AA
FCn

Fdn,0

~~}}
}}

}}
}}

}

Fdn,1 ##G
GGGGGGG

FCα . . FC ′
α

Από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος, συμπεραίνουμε ότι (βλέπε Παρατήρηση 3.3.1)
ότι inclCα · uα = inclC′

α
· vα και κατά συνέπεια, από την αντιμεταθετικότητα των τετραγώ-

νων, έχουμε ότι οι μορφισμοί u και v, ισούνται στο κάλυμμα R, άρα είναι ίσοι αφού το site
είναι υποκανονικό.

• t1 είναι καθορισμένος επιμορφισμός

΄Εστω T ∈ E και t2 : T → 1 ο μοναδικός μορφισμός από το T στο τελικό αντικείμενο.
Με εφαρμογή της συνθήκης F1 στο βήμα T (βλέπε σελ.66), έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα
{tα:Tα → T | α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Cα ∈ C
και ένας μορφισμός fα : Tα → FCα. ΄Αρα για κάθε α ∈ A υπάρχει ένας μορφισμός
inclCα ◦ fα : Tα → colimF , έτσι ώστε το ακόλουθο τετράγωνο να είναι αντιμεταθετικό 10

10Το τετράγωνο προφανώς είναι αντιμεταθετικό, αφού οι δύο διαφορετικοί δρόμοι καταλήγουν στο τελικό
αντικείμενο
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colimF
t1 // 1

Tα

inclCα◦fα

OO

tα
// T

t2

OO

2) ⇒ 1)
Από την υπόθεση ότι LanyF (1[Cop,Set]) ∼= 1E (βλέπε Απόδειξη 2.3.36) συμπεραίνουμε

ότι colimF ∼= 1E (1).
΄Εστω τώρα T ∈ E . Από την σχέση (1), έχουμε ότι υπάρχει ένας (μοναδικός) μορφισμός

t : T → colimF . Αφού το συνόριο colimF είναι καθορισμένο, με εφαρμογή της συνθήκης
PC1 (για τον μορφισμό T → colimF ), συμπεραίνουμε ότι πληρούται η συνθήκη F1.
Αν τώρα, θεωρήσουμε το ακόλουθο διάγραμμα στην E

T
x

||yy
yy

yy
yy y

""E
EE

EE
EE

E

FC FD

τότε, αφού colimF ∼= 1, έχουμε ότι το ακόλουθο διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό
T

x

yyssssssssss
y

%%KKKKKKKKKK

FC

inclC %%KKKKKKKKKK FD

inclDyyssssssssss

colimF

Με εφαρμογή της συνθήκης PC2, έχουμε ως συμπέρασμα ότι και η συνθήκη Con πληρούται.
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Κεφάλαιο 5

Αριστερές Επεκτάσεις Kan που
διατηρούν Πεπερασμένα Συνεκτικά
΄Ορια

Στο προηγούμενο Κεφάλαιο είδαμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την διατήρηση ο-
ρίων πεπερασμένων διακριτών διαγραμμάτων από αριστερές επεκτάσεις Kan. Σε αυτό το
Κεφάλαιο θα μελετήσουμε το πρόβλημα της διατήρησης ορίων πεπερασμένων συνεκτικών
διαγραμμάτων από αριστερές επεκτάσεις Kan. Επιπλέον θα μελετήσουμε την περίπτωση
της διατήρησης μονομορφισμών, από αριστερές επεκτάσεις Kan μεταξύ αλγεβρικών κατη-
γοριών, που επάγονται από μορφισμούς μεταξύ αλγεβρικών θεωριών. Τα αποτελέσματα
αυτού του Κεφαλαίου υπάρχουν ως επί το πλείστον στην εργασία μας [31].

5.1 Διατήρηση Πεπερασμένων Συνεκτικών Ορί-
ων

΄Εστω (E , j) ένα site και F : C → E ένας συναρτητής από μία μικρή κατηγορία. Αν
T ∈ E , τότε ένας ταιριαστός όρος για την κόμμα κατηγορία T/F , θα ήταν ῾῾γενικευμένη
κατηγορία των στοιχείων του F σε βήμα T ᾿᾿.1

΄Ενα (πεπερασμένο) διάγραμμα στην T/F , αποτελείται από ένα διάγραμμα C : I → C

1Στο [40], σελ. 397, χρησιμοποιείται ο όρος: ῾῾ η κατηγορία των γενικευμένων στοιχειών που ορίζονται
πάνω από το T ᾿᾿ (the category of generalized elements defined over T ) του συναρτητή F , για να δηλώσει

την κατηγορία των στοιχείων του συναρτητή C F // E
homE(T,−) // Set , την οποία συμβολίζουν με FT .

Η κατηγορία των στοιχείων αυτού του συναρτητή είναι ισοδύναμη με την κόμμα κατηγορία T/F , όποτε
μιλάμε για το ίδιο πράγμα χρησιμοποιώντας διαφορετικό συμβολισμό, που μας επιτρέπει να ῾῾κινηθούμε πιο
άνετα᾿᾿ στις αποδείξεις μας.
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στην C, όπου I πεπερασμένη κατηγορία και επιπλέον για κάθε i ∈ I έχουμε μορφισμούς
(γενικευμένα στοιχεία) xi : T → FCi, έτσι ώστε για κάθε μορφισμό i → j στην I κάθε
τρίγωνο της μορφής:

T
xi

||yyyyyyyy
xj

""E
EE

EE
EE

E

FCi // FCj

να είναι αντιμεταθετικό.
Θα λέμε ότι υπάρχει τοπικά ένας κώνος γι΄ αυτό το διάγραμμα, αν υπάρχει ένα κάλυμμα

{tα : Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα αντικείμενο Cα
της C και μορφισμοί uia : Ca → Ci (ένας για κάθε i ∈ I) έτσι ώστε το Cα να είναι κώνος
για το διάγραμμα C, και υπάρχει και ένας μορφισμός (γενικευμένο στοιχείο σε βήμα Tα )
xα : Tα → FCα, έτσι ώστε για κάθε i ∈ I το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS

xα

��4
44

44
44

44
44

44
44

T

xi

��

FCα

F (uiα) $$H
HH

HH
HH

HH

FCi

δηλαδή: F (uiα) · xα = xi · tα5.1.1 Παρατήρηση. Με αυτή την ορολογία, η συνθήκη CLF1 για παράδειγμα θα μπο-
ρούσε να διατυπωθεί ως εξής: Για κάθε T ∈ E , κάθε διάγραμμα στην T/F παραμετρικο-
ποιημένο από την κατηγορία I0 = { • //

// • } έχει τοπικά κώνο. Αντίστοιχα μπορούν να
διατυπωθούν και οι άλλες συνθήκες (SF1, SF2,...) που είδαμε στην Παράγραφο 3.2.

Στο [40]2 αποδεικνύεται ότι αν ένας συναρτητής F : C → E από μία μικρή κατηγορία
προς ένα στοιχειώδη τόπο είναι φιλτραρισμένος (δηλαδή j-επίπεδος, όπου j η τοπολογία
των επιμορφικών καλυμμάτων), τότε για κάθε T ∈ E , κάθε πεπερασμένο διάγραμμα στην
κατηγορία T/F έχει κώνο. ΄Οπως μπορεί κανείς να παρατηρήσει από την απόδειξη αυτού
του αποτελέσματος, το γεγονός ότι η κατηγορία E είναι ένας στοιχειώδης τόπος, χρησιμεύει
μόνο στην μεταβατικότητα της κλάσης των επιμορφικών οικογενειών, δηλαδή στο γεγονός
ότι οι επιμορφικές οικογένειες πληρούν την τρίτη συνθήκη του Ορισμού την προτοπολογίας
Grothendieck (Ορισμός 3.1.1). Πιο γενικά λοιπόν, έχουμε το παρακάτω Λήμμα.

2Κεφ. VII, §8, Λήμμα 4.
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5.1. Διατήρηση Πεπερασμένων Συνεκτικών Ορίων 1035.1.2 Λήμμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα site και F : C → E ένας συναρ-
τητής. Ο F είναι j-επίπεδος αν και μόνο αν για κάθε T ∈ E , κάθε πεπερασμένο διάγραμμα
στην κατηγορία T/F έχει κώνο.

Στην παράγραφο 2.3.3 είδαμε ότι αν μία κατηγορία έχει κώνο για κάθε συνεκτικό διά-
γραμμα που παραμετρικοποιείται από την κατηγορία I0 = { • //

// • } και την κατηγορία
J 0 = { • // • •oo }, τότε έχει κώνο για κάθε πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα.
Πιο γενικά τώρα και σε αναλογία με το παραπάνω Λήμμα, έχουμε:5.1.3 Λήμμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα site και F : C → E ένας συναρ-
τητής. Ο F είναι j-επίπεδος ως προς συνεκτικά όρια αν και μόνο αν για κάθε T ∈ E , κάθε
πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία T/F έχει κώνο.Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο F είναι j-επίπεδος ως προς συνεκτικά όρια. Θα αποδείξουμε
ότι κάθε συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία T/F έχει κώνο χρησιμοποιώντας επαγωγή
στον αριθμό των μορφισμών του διαγράμματος. Σε κάθε συνεκτικό διάγραμμα, υπάρχει
τουλάχιστον ένας μορφισμός. Στην περίπτωση που το διάγραμμα έχει ένα μόνο μορφισμό

T

}}{{
{{

{{
{{

!!C
CC

CC
CC

C

FC1
// FC2

τότε προφανώς έχει τοπικά (για το ταυτοτικό κάλυμμα) κώνο.
΄Εστω ότι στην κατηγορία T/F έχουμε ένα συνεκτικό διάγραμμα

T

||xxxxxxxxx

�� ""F
FFFFFFFF (CD)

FC1
// FC2 FC3

oo // ...

Αν προσθέσουμε σε αυτό ένα επιπλέον μορφισμό, χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε
να θεωρήσουμε ότι προκύπτει το διάγραμμα

T

||xxxxxxxxx

�� ""F
FFFFFFFF (CD+)

FC1 u
// // FC2 FC3

oo // ...
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Από την υπόθεση της επαγωγής, το διάγραμμα (CD) έχει τοπικά κώνο:

Tα

��

tα

##G
GG

GG
GG

GG
G

FCα

�� ## ))

T

{{wwwwwwwww

�� ##G
GGGGGGGG

FC1
// FC2 FC3

oo // ...

Τώρα, εφαρμόζοντας την συνθήκη CLF1 για το διάγραμμα

Tα

��
FC1

u
//
//
FC2

έχουμε τον εξής τοπικό κώνο:

Tαξ
tαξ //

��

Tα

��
FCαξ // FC1

u
//
//
FC2

Τέλος, εφαρμόζοντας την συνθήκη CLF2 για το διάγραμμα

Tαξ //

��

FCα

��
FCαξ // FC1

έχουμε τον εξής τοπικό κώνο:

Tαξζ
tαξζ //

xαξζ ))

T

))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

��4
44

44
44

44
44

44
44

44

FCαξζ //

��

FCα

��
FCαξ // FC1
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Η οικογένεια {Tαξζ
tαξζ // Tαξ

tαξ // Tα
tα// T |α ∈ A, ξ ∈ Ξα, ζ ∈ Jξ} είναι καλύπτουσα οι-

κογένεια του T (βλέπε συνθήκη 3 του Ορισμού 3.1.1) και κατά συνέπεια έχουμε ένα τοπικό
κώνο

Tαξζ

xαξζ

��

tαξζ

##H
HHHHHHHHH

FCαξζ

�� $$ ))

T

zzvvvvvvvvvv

�� ##F
FFFFFFFF

FC1
u

//
//
FC2 FC3

oo // ...

για το διάγραμμα (CD+).N
Για το αντίστροφο, βλέπε Παρατήρηση 5.1.1. �
Στην αρχή του προηγούμενου Κεφαλαίου, είδαμε πως αν F : C → E είναι ένας συ-

ναρτητής από μία μικρή κατηγορία C προς μία κατηγορία E η οποία είναι συν-πλήρης και
έχει πεπερασμένα γινόμενα, τότε για οποιαδήποτε δύο αντικείμενα C1, C2 της C επάγεται
ένας μορφισμός προς το γινόμενο FC1 × FC2, από ένα κατάλληλο συνόριο. Ξαναπαρου-
σιάζουμε εδώ την ίδια διαδικασία με λιγότερες λεπτομέρειες, στην περίπτωση που έχουμε
ένα οποιοδήποτε πεπερασμένο διάγραμμα στην κατηγορία C.
΄Εστω λοιπόν, C : I → C ένα πεπερασμένο διάγραμμα στην C. Το διάγραμμα y ◦ C

έχει όριο στην κατηγορία [Cop,Set] των προδραγμάτων της C, έστω L. Αν εκφράσουμε
το L ως συνόριο αναπαραστάσιμων (βλέπε Θεώρημα 2.1.5), τότε η δείκτρια κατηγορία που
παραμετρικοποιεί το συνόριο αυτό, είναι η κατηγορία των στοιχείων του L, η όποια είναι η
κατηγορία των συμβατών κώνων για το διάγραμμα C. ΄Εστω τώρα ότι η κατηγορία elts(L)
έχει μία τελική υποκατηγορία3 και {Pk|k ∈ K} το σύνολο (αφού η C είναι μικρή) των
αντικειμένων της. ΄Εχουμε λοιπόν ότι:

colimkyPk ∼= limiyCi.

Αν τώρα η E έχει πεπερασμένα όρια, από το γεγονός ότι το όριο lim
i∈I

FCi αποτελεί συν-

κώνο για το διάγραμμα που αποτελείται από τα FPk, επάγεται ένας κανονικός μορφισμός
f : colimk∈KFPk → limi∈IFCi, όπως υποδεικνύεται από τα παρακάτω διαγράμματα, όπου
με li συμβολίζουμε τους οριακούς μορφισμούς από το όριο limi∈IFCi προς τις συνιστώσες
του και με ink : FPk → colimkFPk τους κανονικούς μορφισμούς προς το συνόριο.

3Σε κάθε περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε την ίδια την κατηγορία των στοιχείων του L.
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f

��
limFCi (CL)5.1.4 Παρατήρηση. Αν ο μορφισμός f που ορίστηκε παραπάνω, είναι ισομορφισμός,

τότε η αριστερή επέκταση Kan LanyF του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda (η
οποία υπάρχει γιατί υποθέσαμε ότι η κατηγορία E είναι συν-πλήρης) διατηρεί το όριο του
διαγράμματος y ◦ C (από αναπαραστάσιμους) και αντίστροφα. Πράγματι:

LanyF (limiyCi) ∼= LanyF (colimkyPk)
∼= colimkLanyF (yPk)
∼= colimkFPk
∼= limiFCi
∼= limiLanyF (yCi)

Με όλα τα παραπάνω μπορούμε τώρα να αποδείξουμε ότι:5.1.5 Πρόταση. ΄Εστω (E , j) ένα συν-πλήρες και πεπερασμένα πλήρες υποκανονικό site,
C μία μικρή κατηγορία και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον, I μία πεπερασμέ-
νη κατηγορία τέτοια ώστε για κάθε I-διάγραμμα C : I → C στην C, να υπάρχει μία τελική
οικογένεια κώνων {Pk|k ∈ K} για την οποία το συνόριο colimFPk πληροί την συνθήκη
PC1. Αν ο LanyF διατηρεί όρια I-διαγραμμάτων από αναπαραστάσιμους, τότε για κάθε
T ∈ E κάθε I-διάγραμμα στην κατηγορία T/F έχει τοπικά κώνο.5.1.6 Απόδειξη. ΄Εστω T ∈ E και ένα I-διάγραμμα στην κόμμα κατηγορία T/F

T
xi

}}zzzzzzzz
xj

!!D
DD

DD
DD

D

FCi // FCj (∗)
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Το T , ως κώνος στην E , παραγοντοποιείται μέσω του οριακού κώνου limiFCi

T

xi

����
��

��
��

��
��

��
��

�

xj

��8
88

88
88

88
88

88
88

88

x
��

limiFCi
li

yytttttttttt
lj

%%JJJJJJJJJ

FCi // FCj

και επιπλέον, από την υπόθεση ότι ο LanyF διατηρεί I-όρια αναπαραστάσιμων και την
Παρατήρηση 5.1.4 έχουμε ότι ο επαγόμενος μορφισμός f : colimkFPk → limiFCi είναι
ισομορφισμός.

Αν εφαρμόσουμε την συνθήκη PC1 για τον μορφισμό f−1 ·x : T → colimkFPk, έχουμε
ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει
ένας δείκτης k(α) ∈ K και ένας μορφισμός xα : Tα → FPk(α), έτσι ώστε το ακόλουθο
τετράγωνο να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα //

xα
��

T

f−1·x
��

FPk(α)
ink(α)

// colimFPk

δηλαδή: ink(α) · xα = f−1 · x · tα. Τελικά έχουμε ότι xα : Tα → FPk(α) είναι ο ζητούμενος
τοπικός κώνος για το διάγραμμα (*).

Πράγματι:

Για κάθε α ∈ A, Pk(α) είναι κώνος για το αντίστοιχο I-διάγραμμα στην C και επιπλέον

Fpik(α) · xα = li · fk(α) · xα
= li · f · ink(α) · xα
= li · f · f−1 · x · tα
= li · x · tα
= xi · tα
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Tα
tα //

xα

$$

T

xi

��		
		

		
		

		
		

		
		

xj

��5
55

55
55

55
55

55
55

5

FCα

Fpi
k(α){{vvvvvvvvv

Fpj
k(α) $$H

HH
HH

HH
HH

FCi // FCj5.1.7 Πόρισμα. ΄Εστω (E , j) ένα συν-πλήρες, πεπερασμένα πλήρες, υποκανονικό site,
C μία μικρή κατηγορία και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον, για κάθε
πεπερασμένο διάγραμμα στην C υπάρχει μία τελική οικογένεια κώνων {Pk|k ∈ K} γι΄ αυτό
το διάγραμμα, για την οποία το συνόριο colimFPk πληροί την συνθήκη PC1. Τότε, αν ο
LanyF διατηρεί πεπερασμένα όρια αναπαραστάσιμων, ο F είναι j-επίπεδος.Απόδειξη: ΄Αμεσα εξάγουμε το συμπέρασμα από την Πρόταση 5.1.5 σε συνδυασμό με
το Λήμμα 5.1.2. �5.1.8 Πόρισμα. ΄Εστω (E , j) ένα συν-πλήρες, με πεπερασμένα συνεκτικά όρια, υποκα-
νονικό site, C μία μικρή κατηγορία και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον,
για κάθε πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα στην C υπάρχει μία τελική οικογένεια κώνων
{Pk|k ∈ K} γι΄ αυτό το διάγραμμα, για την οποία το συνόριο colimFPk πληροί την συν-
θήκη PC1. Τότε, αν ο LanyF διατηρεί πεπερασμένα συνεκτικά όρια αναπαραστάσιμων, ο
F είναι j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια.Απόδειξη: ΄Αμεσα εξάγουμε το συμπέρασμα από την Πρόταση 5.1.5 σε συνδυασμό με
το Λήμμα 5.1.3. �5.1.9 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες, με πεπερασμένα
συνεκτικά όρια, υποκανονικό site και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον,
C : I → C ένα συνεκτικό διάγραμμα στην C (δηλαδή η κατηγορία I είναι συνεκτική)
και ότι υπάρχει μία τελική οικογένεια κώνων {Pk|k ∈ K} γι΄ αυτό το διάγραμμα για την
οποία το συνόριο colimkFPk πληροί την συνθήκη PC1. Τότε, αν ο F είναι j-επίπεδος ως
προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, ο κανονικός μορφισμός f : colimkFPk → limiFCi είναι
ισομορφισμός.5.1.10 Απόδειξη. Για λόγους ευκολίας και για να είναι πιο κατανοητή η διαδικασία
της απόδειξης, θα αποδείξουμε την Πρόταση στην περίπτωση που η I είναι η κατηγορία
I0 = {• ⇒ •}. Από την διαδικασία της απόδειξης γίνεται κατανοητό πως μπορούμε να
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γενικεύσουμε για οποιαδήποτε άλλη συνεκτική κατηγορία. ΄Εστω λοιπόν, C1
b

//
a //

C2

ένα παράλληλο ζεύγος μορφισμών στην C και (E, e) ο εξισωτής στην E του επαγόμενου
διαγράμματος μέσω του F :

E
e // FC1

Fb
//

Fa //
FC2

Επιπλέον, κάθε Pk είναι εφοδιασμένο μ΄ ένα μορφισμό pk : Pk → C1, που έχει την ιδιό-
τητα a · pk = b · pk. Με τον συμβολισμό της Πρότασης, έχουμε ότι E = limi∈IFCi και
f : colimkFPk → E ο επαγόμενος μορφισμός. Επιπλέον, το συνόριο colimkyPk είναι ο

εξισωτής του διαγράμματος yC1
yb

//

ya //
yC2 στην [Cop,Set].

• Ο f είναι μονομορφισμός.

΄Εστω T
v

//
u //

colimkFPk με f · u = f · v.

Χρησιμοποιώντας την συνθήκη PC1 για τον μορφισμό u : T → colimkFPk και για τον
μορφισμό v : T → colimkFPk, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tα:Tα → T | α ∈ A}
του T 4τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχουν δείκτες k(α), k′(α) ∈ K και μορφισμοί
uα : Tα → FPk(α), vα : Tα → FPk′(α), έτσι ώστε τα ακόλουθα δύο τετράγωνα να είναι
αντιμεταθετικά

Tα
tα //

uα
��

T

u

��
FPk(α)

ink(α)

// colimkFPk

Tα
tα //

vα
��

T

v

��
FPk′(α)

ink′(α)

// colimkFPk

δηλαδή ink(α) · uα = u · tα και ink′(α) · vα = v · tα. Από αυτές τις ισότητες και επειδή
το site είναι υποκανονικό, για να δείξουμε την ισότητα u = v, αρκεί να δείξουμε ότι
ink(α) · uα = ink′(α) · vα για κάθε α ∈ A. Από τις ισότητες:

Fpk(α) · uα = e · fk(α) · uα
= e · f · ink(α) · uα
= e · f · u · tα
= e · f · v · tα
= e · f · ink′(α) · vα
= e · fk′(α) · vα
= Fpk′(α) · vα

4΄Οπως και στην Απόδειξη 4.1.2, θεωρούμε το ίδιο κάλυμμα στην διπλή εφαρμογή του PC1, ως την
κοινή εκλέπτυνση των δύο καλυμμάτων.
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έχουμε ότι το διάγραμμα

Ta
ua

zzttttttttt
va

%%JJJJJJJJJJ

FPk(a)

Fpk(a) $$I
IIIIIIII

FPk′(a)

Fpk′(a)zzttttttttt

FC1

Fb

��

Fa

��

(∗)

FC2

είναι ένα πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία Tα/F (των γενικευμένων στοι-
χείων του F σε βήμα Tα). ΄Αρα, από το Λήμμα 5.1.3 έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα
{tαξ : Tαξ → Tα|α ∈ A, ξ ∈ Ξα} του Tα, τέτοιο ώστε για κάθε ξ ∈ Ξα, υπάρχει ένας
κώνος Pk(αξ) στην C για το διάγραμμα

Pk(α)

pk(α) ##F
FFFFFFF

Pk′(α)

pk′(α){{wwwwwwww

C1

b

��

a

��
C2

και ένας μορφισμός xαξ : Tαξ → FPk(αξ), έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να είναι
αντιμεταθετικό 5

5Θεωρήσαμε κάποιο αντικείμενο Pk(αξ) από την τελική οικογένεια των κώνων του διαγράμματος

C1
b

//
a //

C2 , γιατί αυτό το αντικείμενο είναι κώνος για ένα διάγραμμα που περιέχει το διάγραμμα

C1
a

//
b //

C2
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Tαξ
tαξ

%%LLLLLLLLLLL

xαξ

��:
::

::
::

::
::

::
::

::

Tα

uα

����
��

��
��

��
��

��
��

��

vα

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
:

FPk(αξ)

Fr %%LLLLLLLLLL

Fqyyssssssssss

FPk(α)

Fpk(α) %%LLLLLLLLLL
FPk′(α)

Fpk′(a)xxrrrrrrrrrr

FC1

Fb

��

Fa

��
FC2

Από την αντιμεταθετικότητα αυτού του διαγράμματος οι μορφισμοί p και q είναι συμβατοί

μορφισμοί μεταξύ κώνων του διαγράμματος C1
b

//
a //

C2 . ΄Αρα, βρήκαμε ένα ζιγκ-ζαγκ,

που συνδέει το Pk(α) και το Pk′(α), και συνεπώς από το αντίστροφο της συνθήκης PC2
(βλέπε Παρατήρηση 3.3.1) έχουμε ότι ink(α) · uα = ink′(α) · vα.

• Ο f είναι διασπώμενος.
΄Εστω x : T → E. ΄Εχουμε ότι: Fa · e · x = Fb · e · x. Από την συνθήκη CLF1 έχουμε

ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει
ένας δείκτης k(α) ∈ K και ένας μορφισμός xα : Tα → FPk(α), έτσι ώστε το παρακάτω
διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

FPk(α)
Fpk(α) // FC1

Fb
//

Fa //
FC2

Tα
tα //

xα

OO

T

e·x

OO

δηλαδή, e · x · tα = Fpk(α) · xα
Δείχνουμε τώρα ότι η οικογένεια {ink(α) · xα|α ∈ A}, στοιχείων του συναρτητή

homE(−, colimFPk), είναι συμβατή για το κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A}.
Για τυχαία α, α′ ∈ A, θεωρούμε το διάγραμμα
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Tα
xα //

tα

!!B
BB

BB
BB

B
FPk(α)

ink(α)

&&NNNNNNNNNNN

Tα ×T Tα′

π1
αα′

99ssssssssss

π2
αα′ %%KKKKKKKKKK T colimFPk

Tα′ xα′
//

tα′

==||||||||
FPk(α′)

ink(α′)

88ppppppppppp

Από τις ισότητες:

e · f · ink(α) · xα · π1
αα′ = e · fk(α) · xα · π1

αα′

= Fpk(α) · xα · π1
αα′

= e · x · tα · π1
αα′

= e · x · tα′ · π2
αα′

= Fpk(α′) · xα′ · π2
αα′

= e · fk(α′) · xα′ · π2
αα′

= e · f · ink(α′) · xα′ · π2
αα′

και από το γεγονός ότι οι μορφισμοί e, f είναι μονομορφισμοί,6 έχουμε ότι

ink(α) · xα · π1
αα′ = ink(α′) · xα′ · π2

αα′

Από την τελευταία ισότητα έχουμε ότι η οικογένεια {ink(α) ·xα|α ∈ A} είναι συμβατή. Το
site (E , j) είναι υποκανικό, οπότε από το γεγονός ότι ο αναπαραστάσιμος homE(−, colimFPk)
είναι δράγμα, έχουμε ότι υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός r : T → colimFPk, έτσι ώστε
για κάθε α ∈ A ισχύει η ισότητα r · tα = ink(α) · xα.

Tα
xα //

tα   B
BB

BB
BB

B
FPk(α)

ink(α)

&&NNNNNNNNNNN

T r
// colimFPk

Τώρα, για κάθε α ∈ A έχουμε ότι:

e · f · r · tα = e · f · ink(α) · xα = e · fk(α) · xα = Fpk(α) · xα = e · x · tα

και από το γεγονός ότι ο e είναι μονομορφισμός και το site είναι υποκανονικό, έχουμε
τελικά ότι f · r = x. �
6Ο e είναι μονομορφισμός γιατί είναι εξισωτής ενός παράλληλου ζεύγους μορφισμών και για τον f

αποδείξαμε πριν ότι είναι μονομορφισμός.
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5.1. Διατήρηση Πεπερασμένων Συνεκτικών Ορίων 1135.1.11 Παρατήρηση. Στην παραπάνω απόδειξη αν αντί του διαγράμματος I0 είχαμε
ένα οποιοδήποτε άλλο συνεκτικό διάγραμμα, τότε αντί του διαγράμματος (*) θα προέκυπτε
ένα άλλο συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία Tα/F , και πάλι από το Λήμμα 5.1.3 θα
είχαμε τον τοπικό κώνο που χρειαζόμαστε. Επιπλέον, αντί του γεγονότος ότι ο e είναι
μονομορφισμός, θα χρησιμοποιούσαμε το γεγονός ότι η οικογένεια {li : limiFCi → FCi}
είναι από κοινού μονομορφική.5.1.12 Πόρισμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες, με πεπερασμέ-
να συνεκτικά όρια, υποκανονικό site και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον, τα
συνόρια που υπεισέρχονται στον υπολογισμό της αριστερής επέκτασης Kan ενός πεπερα-
σμένου συνεκτικού ορίου αναπαραστάσιμων πληρούν την συνθήκη PC1. Τότε οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναμες:

1. Ο F είναι j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια.

2. Ο LanyF διατηρεί πεπερασμένα συνεκτικά όρια αναπαραστάσιμων.Απόδειξη: Από την παραπάνω Πρόταση και την Παρατήρηση 5.1.4, προκύπτει ότι 1⇒ 2.
Η αντίστροφη συνεπαγωγή είναι το Πόρισμα 5.1.8 �

Μέχρι τώρα σε αυτό Κεφάλαιο έχουμε βρει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να
διατηρεί ο LanyF πεπερασμένα συνεκτικά όρια αναπαραστάσιμων. Στο προηγούμενο κε-
φάλαιο που μελετήσαμε την περίπτωση των πεπερασμένων γινομένων, για το ῾῾πέρασμα᾿᾿
από την διατήρηση πεπερασμένων γινομένων αναπαραστάσιμων στην διατήρηση όλων των
πεπερασμένων γινομένων, αρκούσε η καρτεσιανή κλειστότητα της κατηγορίας E (βλέπε
Πόρισμα 4.1.5). Στην περίπτωση τώρα των πεπερασμένων συνεκτικών ορίων χρειαζόμα-
στε ῾῾περισσότερη δομή᾿᾿ για την κατηγορία E . Το παρακάτω Λήμμα μας λέει ότι αρκεί η
κατηγορία E να είναι ένας στοιχειώδης τόπος. Στην απόδειξη του Λήμματος αυτού ([40],
Κεφ. VII, §10, Λήμμα C), υπάρχει μία ασάφεια ως προς την δικαιολόγηση κάποιων ισο-
μορφισμών.7 Μας επισημάνθηκαν από τον Peter Johnstone οι λόγοι που βεβαιώνουν την
ορθότητα αυτών των ισομορφισμών. Ξαναγράφουμε λοιπόν την απόδειξη αυτού του λήμ-
ματος, και για τον επιπλέον λόγο, ότι από την απόδειξη φαίνεται ότι μπορεί να γενικευτεί
το παραπάνω αποτέλεσμα και σε περιπτώσεις που η κατηγορία E είναι ῾῾κάτι λιγότερο᾿᾿ από
στοιχειώδης τόπος.5.1.13 Λήμμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, E ένα στοιχειώδης τόπος καιG : [Cop,Set]→
E ένας συναρτητής. Αν ο G διατηρεί συνόρια και εφελκύσεις διαγραμμάτων από αναπαρα-
στάσιμους, τότε ο G διατηρεί όλες τις εφελκύσεις.

7Αναφερόμαστε στους ισομορφισμούς της εξίσωσης 21.
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ΣΥΝΕΚΤΙΚΑ ΟΡΙΑ5.1.14 Απόδειξη. Πρώτα απ΄ όλα, όταν μιλάμε για εφελκύσεις διαγραμμάτων από ανα-
παραστάσιμους, εννοούμε εφελκύσεις στον τόπο των προδραγμάτων [Cop,Set] της C, της
μορφής

yC1 ×yD yC2
p1 //

p2

��

yC1

yf=f◦−
��

yC2 yg=g◦−
// yD

΄Εστω τώρα, ένα τυχαίο διάγραμμα εφέλκυσης στην κατηγορία [Cop,Set]

Q×P R //

��

R

��
Q // P

΄Εστω P ∼= colim
i∈I

Pi όπου Pi = yCi η παράσταση του P ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων.

Για κάθε i ∈ I, θεωρούμε τις εφελκύσεις Ri = Pi ×P R, Qi = Pi ×P Q
Ri

//

��

Pi

��
R // P

Qi
//

��

Pi

��
Q // P

Αν τώρα Ri
∼= colim

j∈Ji
Rij όπου Rij = yCij και Qi

∼= colim
k∈Ki

Qik όπου Qik = yCik και για

κάθε k θεωρήσουμε την εφέλκυση

Rij ×Pi
Qik

//

��

Qik

��
Qi

��
Rij

// Ri
// Pi

τότε από τον ισομορφισμό Qi
∼= colim

k∈Ki

Qik και το γεγονός ότι σε κάθε τόπο (άρα και στον

τόπο των προδραγμάτων) έχουμε αντιμετάθεση συνορίων με εφελκύσεις,8 έχουμε ότι το
παρακάτω διάγραμμα, είναι διάγραμμα εφέλκυσης

colimk(Rij ×Pi
Qik) //

��

Qi

��
Rij

// Ri
// Pi

8Κάθε τόπος είναι μία τοπικά καρτεσιανά κλειστή κατηγορία.
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δηλαδή
colimk(Rij ×Pi

Qik) ∼= Rij ×Pi
Qi (5.1)

Με το ίδιο σκεπτικό έχουμε ότι

colimj(Rij ×Pi
Qi) ∼= Ri ×Pi

Qi (5.2)

΄Αμεσα τώρα μπορεί κάποιος να δείξει ότι: (Q ×P R) ×P Pi ∼= Ri ×Pi
Qi. Από αυ-

τό τον ισομορφισμό και χρησιμοποιώντας μία φορά ακόμα την αντιμετάθεση συνορίων με
εφελκύσεις, έχουμε ότι το παρακάτω διάγραμμα είναι διάγραμμα εφέλκυσης

colimk(Ri ×Pi
Qi) //

��

colimiPi

��
Q×P R // // P

και επειδή ο δεξιός κάθετος μορφισμός της παραπάνω εφέλκυσης είναι ισομορφισμός, έχουμε
ότι:

colimk(Ri ×Pi
Qi) ∼= Q×P R (5.3)

Από τους ισομορφισμούς 5.1, 5.2, 5.3, έχουμε ότι:

colimicolimjcolimk(Rij ×Pi
Qik) ∼= Q×P R (5.4)

Χρησιμοποιώντας τον ίδιο συλλογισμό (δουλεύοντας τώρα στον τόπο E), και από το
γεγονός ότι ο G διατηρεί εφελκύσεις αναπαραστάσιμων, έχουμε ότι

colimicolimjcolimk(G(Rij)×G(Pi
)G(Qik)) ∼= G(Q)×G(P ) G(R) (5.5)

Από την υπόθεση, έχουμε ότι ο G διατηρεί εφελκύσεις της μορφής Rij ×Pi
Qik καθώς και

συνόρια, άρα το αριστερό μέρος της παραπάνω εξίσωσης ισούται με

G(colimicolimjcolimk(Rij ×Pi
Qik))

και συνεπώς από την 5.4 έχουμε ότι ισούται με G(Q×P R). Δηλαδή

G(Q×P R) ∼= G(Q)×G(P ) G(R) �5.1.15 Παρατήρηση. Η υπόθεση ότι η κατηγορία E είναι ένας στοιχειώδης τόπος,
χρειάστηκε στην παραπάνω απόδειξη μόνο για το το γεγονός ότι σε στοιχειώδεις τόπους
ισχύει η αντιμετάθεση των συνορίων με εφελκύσεις. Αυτό ισχύει γιατί σ΄ ένα στοιχειώ-
δη τόπο, αν f : A → B είναι ένας μορφισμός, τότε ο συναρτητής της αλλαγής βάσης
f ∗ : E/B → E/A έχει δεξιά προσαρτημένο (άρα ως αριστερά προσαρτημένος διατηρεί
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συνόρια). Οι κατηγορίες που έχουν αυτή την ιδιότητα είναι οι τοπικά καρτεσιανά κλει-
στές κατηγορίες (βλέπε Ορισμός 2.1.18). ΄Ομως είναι δυνατόν σε μία κατηγορία να έχουμε
αντιμετάθεση συνορίων με εφελκύσεις χωρίς απαραίτητα η κατηγορία να είναι τοπικά καρ-
τεσιανά κλειστή. Για παράδειγμα οι ∞-προτόποι έχουν αυτή την ιδιότητα (βλέπε Παρατή-
ρηση 3.1.18).5.1.16 Πόρισμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, E ένας ∞-προτόπος και F : C → E
ένας συναρτητής. Ο F είναι j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια αν και μόνο
αν η αριστερή επέκταση Kan LanyF : [Cop,Set] → E του F κατά μήκος της εμφύτευσης
Yoneda, διατηρεί πεπερασμένα συνεκτικά όρια.Απόδειξη: Σ΄ ένα∞-προτόπο όλα τα συνόρια είναι καθορισμένα αναφορικά με την τοπο-
λογία των επιμορφικών καλυμμάτων (βλέπε Πρόταση 3.3.11). Αν τώρα ο F είναι j-επίπεδος
ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, τότε από το Πόρισμα 5.1.12 έχουμε ότι ο LanyF
διατηρεί συνεκτικά όρια αναπαραστάσιμων και ειδικότερα εφελκύσεις αναπαραστάσιμων. Ο
LanyF ως αριστερά προσαρτημένος συναρτητής διατηρεί συνόρια, άρα από την Παρατή-
ρηση 5.1.15 συμπεραίνουμε ότι θα διατηρεί εφελκύσεις. Από το Θεώρημα 2.3.45, έχουμε
τελικά ότι ο LanyF διατηρεί όλα τα πεπερασμένα συνεκτικά όρια.
Το αντίστροφο τώρα, είναι άμεση συνέπεια του Πορίσματος 5.1.8. �
Το παρακάτω Πόρισμα, έχει διατυπωθεί και αποδειχτεί με λογικό-κατηγορικές μεθόδους

από τον Anders Kock ([34], Πόρισμα 3.3), κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Diaconescu.
Το αποδεικνύουμε εδώ με βάση την δική μας ανάλυση και παίρνουμε ως πόρισμα το Θεώρημα
Diaconescu.5.1.17 Πόρισμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, E ένας ∞-προτόπος και F : C → E . Ο
F είναι j-επίπεδος αν και μόνο αν η αριστερή επέκταση Kan LanyF : [Cop,Set] → E , του
F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda, διατηρεί πεπερασμένα όρια.Απόδειξη: Ο F είναι j-επίπεδος, άρα και j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά
όρια. Από το προηγούμενο Πόρισμα τώρα, έχουμε ότι ο LanyF διατηρεί εφελκύσεις. Από
το Λήμμα 5.1.2 ο F πληροί τις συνθήκες Con και F1, άρα από το Πρόταση 4.3.1, έχουμε
ότι ο LanyF διατηρεί και το τελικό αντικείμενο. �

5.2 Επίπεδοι Μορφισμοί Θεωριών

Οι μορφισμοί μεταξύ αλγεβρικών θεωριών επάγουν ανταλλοίωτους συναρτητές μεταξύ των
κατηγοριών από μοντέλα τους (κατηγορίες αλγεβρών). Στην περίπτωση των θεωριών La-
wvere, είναι γνωστό (ήδη από την διδακτορική διατριβή του Lawvere [36]), ότι τέτοιοι συ-
ναρτητές έχουν αριστερά προσαρτημένο. Επιπλέον είναι γνωστό ότι σε κάποιες από αυτές

116



5.2. Επίπεδοι Μορφισμοί Θεωριών 117

τις περιπτώσεις, ο αριστερά προσαρτημένος διατηρεί μονομορφισμούς. Τέτοιες περιπτώ-
σεις είναι μεταξύ άλλων, η εμφύτευση της κατηγορίας των ομάδων σε αυτή των μονοϊδών
και η εμφύτευση της κατηγορίας των αλγεβρών Boole στην κατηγορία των επιμεριστικών
δικτυωτών (distributive lattices).
Στην ενότητα αυτή, εξετάζουμε το γενικότερο πλαίσιο στο οποίο υπάγονται τα παρα-

πάνω, και δίνουμε ικανές συνθήκες (με όρους επιπεδότητας) για τους μορφισμούς μεταξύ
θεωριών, για τους οποίους ο αριστερά προσαρτημένος που αναφέραμε παραπάνω (ο οποίος
προκύπτει ως μία αριστερή επέκταση Kan) διατηρεί μονομορφισμούς.

5.2.1 Κατηγορίες Αλγεβρών ως Ελεύθερες Πληρώσεις

Κεντρικό ρόλο στο βασικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας (Θεώρημα 5.2.8), είναι το γε-
γονός ότι οι κατηγορίες αλγεβρών για μία αλγεβρική θεωρία, προκύπτουν ως ελεύθερες
πληρώσεις (free cocompletions) ως προς sifted συνόρια (των δυϊκών) των αντίστοιχων
θεωριών τους ([3]). Παρουσιάζουμε σε αυτή την παράγραφο, τα στοιχεία που θα χρεια-
στούμε για την απόδειξη του αποτελέσματός μας. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά
με τέτοιου είδους ελεύθερες πληρώσεις μπορεί κανείς να δει στο [2], §4.5.2.1 Ορισμός. Με τον όρο αλγεβρική θεωρία, εννοούμε μία μικρή κατηγορία A
με πεπερασμένα γινόμενα. ΄Ενας μορφισμός μεταξύ δύο αλγεβρικών θεωριών A και A′,
είναι ένας συναρτητής που διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα. Μία άλγεβρα για μία αλ-
γεβρική θεωρία A, είναι ένας συναρτητής A : A → Set, ο οποίος διατηρεί γινόμενα. Η
κατηγορία με αντικείμενα τις άλγεβρες για μία αλγεβρική θεωρία A και μορφισμούς φυσι-
κούς μετασχηματισμούς συμβολίζεται με AlgA. Μία κατηγορία καλείται αλγεβρική, αν
είναι ισοδύναμη με μία κατηγορία της μορφής AlgA, για κάποια αλγεβρική θεωρία A.5.2.2 Ορισμός. ΄Εστω A μία (μικρή) κατηγορία. Η ελεύθερη πλήρωση (free co-
completion) της A ως προς sifted συνόρια, αποτελείται από μία κατηγορία την οποία συμ-
βολίζουμε SindA, η οποία έχει sifted συνόρια και από ένα πλήρη και πιστό συναρτητή
ηA : A → SindA, έτσι ώστε να πληρούται η ακόλουθη καθολική ιδιότητα:
Για κάθε κατηγορία B η οποία έχει sifted συνόρια και για κάθε συναρτητή F : A → B,

υπάρχει ένας μοναδικός (με προσέγγιση φυσικού ισομορφισμού) συναρτητής F ∗ : SindA →
B, τέτοιος ώστε ο F να είναι φυσικά ισόμορφος με τον F ∗ ◦ ηA.

A
ηA //

F !!B
BB

BB
BB

B SindA

F ∗
{{
B

Αποδεικνύεται ότι αν η κατηγορία A έχει πεπερασμένα συν-γινόμενα, τότε η ελεύθερη
πλήρωση της A ως προς sifted συνόρια, είναι η κατηγορία [Aop,Set]pp, η οποία είναι η
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πλήρης υποκατηγορία των προδραγμάτων της A, με αντικείμενα τους ανταλλοίωτους συ-
ναρτητές από την A προς την κατηγορία των συνόλων, οι οποίοι διατηρούν πεπερασμένα
γινόμενα. Ο συναρτητής ηA είναι η εμφύτευση Yoneda9 και αν F : A → B, ένας συναρ-
τητής προς μία κατηγορία B με sifted συνόρια, τότε ο συναρτητής F ∗ είναι η αριστερή
επέκταση Kan του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda. Επιπλέον, κάθε προδράγμα X
της κατηγορίας [Aop,Set]pp μπορεί να παρασταθεί ως ένα sifted συνόριο αναπαραστάσιμων.5.2.3 Παρατήρηση. Με βάση τα παραπάνω. έχουμε ότι αν A είναι μία αλγεβρική θεω-
ρία, τότε AlgA = SindAop και κάθε άλγεβρα μπορεί να παρασταθεί ως ένα sifted συνόριο
αναπαραστάσιμων.5.2.4 Ορισμός. ΄Εστω C μία κατηγορία με sifted συνόρια και C ∈ C. Το C καλείται ι-
σχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο (strongly finitely presentable) αντικείμενο της
C , αν ο συναλλοίωτος hom-συναρτητής homC(C,−) : C → Set, διατηρεί sifted συνόρια.5.2.5 Παρατήρηση. Αν A είναι μία αλγεβρική θεωρία, τότε η κατηγορία AlgA των
αλγεβρών της A, έχει sifted συνόρια, τα οποία διατηρούνται από την εμφύτευση AlgA ↪→
[A,Set], άρα τα sifted συνόρια στην AlgA υπολογίζονται κατά σημείο (βλέπε [2], Πρόταση
2.5). Επιπλέον, τα αντικείμενα της AlgA τα οποία είναι στην εικόνα του ηA (δηλαδή οι
συναλλοίωτοι αναπαραστάσιμοι), είναι ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμα αντικείμενα της
κατηγορίας AlgA.
Πράγματι:
΄Εστω ηAA = homA(A,−) : A → Set και colimiXi ένα sifted συνόριο στην AlgA (Xi :
A → Set συναρτητές που διατηρούν γινόμενα). Τότε, από το λήμμα του Yoneda και το
γεγονός ότι η AlgA ως υποκατηγορία της [A,Set] είναι κλειστή ως προς sifted συνόρια,
έχουμε ότι:

homAlgA(homA(A,−), colimiXi) ∼= (colimiXi)(A)
∼= colimiXi(A)
∼= colimihomAlgA(homA(A,−), Xi)

Από τον τρόπο κατασκευής συνορίων στην κατηγορία των συνόλων (βλέπε σελ. 67),
έχουμε:5.2.6 Πρόταση. ΄Εστω C μία κατηγορία με sifted συνόρια και C ∈ C. Οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναμες:

9Για κάθε αντικείμενο A της κατηγορίας A, ο ανταλλοίωτος hom- συναρτητής yA = homA(−, A) :
Aop → Set, έχει την ιδιότητα ότι, αν A1 tA2 είναι το συν-γινόμενο δύο αντικειμένων στην κατηγορία A,
τότε homA(A1 tA2, A) = homA(A1, A)× homA(A2, A). ΄Αρα, η εμφύτευση Yoneda λαμβάνει τιμές στην
κατηγορία [Aop,Set]pp.
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1. Το C είναι ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο

2. Για κάθε sifted συνόριο colimiCi στην C και για κάθε μορφισμό f : C → colimiCi,
υπάρχει μία συνιστώσα Ci του συνορίου, τέτοια ώστε ο f να παραγοντοποιείται μέσω
του μορφισμού ini : Ci → colimiCi

Ci

ini

��
C

fi

::

f
// colimiCi

και αν υπάρχουν δύο τέτοιες παραγοντοποιήσεις

Ci

ini $$I
III

III
III

C

fi
??

fj ��

f
// colimiCi

Cj

inj

::vvvvvvvvvv

τότε υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ (στην C που προέρχεται από την δείκτρια κατηγορία του
συνορίου) που συνδέει τα Ci, Cj

C1

d1,0

~~~~
~~

~~
~~ d1,1

��=
==

==
==

==
Cn

dn,0

����
��

��
��

� dn,1

  A
AA

AA
AA

A

Ci . . Cj

και μορφισμοί από το C προς τα C1, ..., Cn, έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να
είναι αντιμεταθετικό
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Ci

ini

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
99

99
99

99

C1

>>||||||||

""E
EE

EE
EE

E

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

.

))SSSSSSSSSSSSSSS

C

fi

55

fj
))

//

FF

��

colimiCi

.

55kkkkkkkkkkkkkkk

Cn

<<yyyyyyyy

  A
AA

AA
AA

A

77ppppppppppppppppppppppppp

Cj

inj

BB�������������������������

΄Εστω τώρα A και B αλγεβρικές θεωρίες και I : A → B ένας μορφισμός μεταξύ τους.
Τότε επάγεται ένας συναρτητής μεταξύ αλγεβρικών κατηγοριών

− ◦ I : AlgB → AlgA

με την προφανή δράση, δηλαδή αντιστοιχίζει ένα συναρτητή F : B → Set που διατηρεί πε-

περασμένα γινόμενα στον συναρτητή A I // B F // Set . Ο I ως ένας μορφισμός μεταξύ
αλγεβρικών θεωριών διατηρεί γινόμενα, όποτε ο συναρτητής − ◦ I είναι καλά ορισμένος.

Αν τώρα θεωρήσουμε τον συναρτητή Aop Iop // Bop
ηB // AlgB , τότε από το λήμμα του

Yoneda, ο ιδιάζων συναρτητής που του αντιστοιχεί (βλέπε σελ. 10) είναι ο συναρτητής
−◦I.10. Αν επιπλέον, με I∗ : AlgA → AlgB συμβολίσουμε την αριστερή επέκταση Kan του
συναρτητή ηB ◦ Iop κατά μήκος του συναρτητή ηA : Aop → AlgA, 11 τότε εξακολουθεί να
υφίσταται η προσάρτηση μεταξύ της αριστερής επέκτασης Kan και του ιδιάζοντα συναρτητή

10Για την ακρίβεια ο ιδιάζων συναρτητής είναι φυσικά ισόμορφος με τον − ◦ I.
11Ο συναρτητής ηA είναι ο περιορισμός στο συν-πεδίο της ανταλλοίωτης εμφύτευσης Yoneda.
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(βλέπε [2], Παρατήρηση 4.15), δηλαδή: I∗ a − ◦ I

Aop

Iop ##F
FF

FF
FF

FF
ηA // Alg(A)

I∗

��

Bop

ηB $$JJJJJJJJJ

Alg(B)

−◦I

OO
(5.6)

5.2.2 Συνθήκες Επιπεδότητας για Μορφισμούς μεταξύ Θε-
ωριών

Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας (Θεώρημα 5.2.8), παρέχει ικανή συνθήκη για
τους μορφισμούς I : A → B μεταξύ δύο αλγεβρικών θεωριών A, B, για τους οποίους η
επαγόμενη αριστερή επέκταση Kan I∗ : AlgA → AlgB μεταξύ αλγεβρικών κατηγοριών,
διατηρεί μονομορφισμούς. Η συνθήκη που χαρακτηρίζει τέτοιους μορφισμούς I, είναι η
επιπεδότητα ως προς συνεκτικά όρια του συναρτητή Iop : Aop → Bop αναφορικά με την
τετριμμένη τοπολογία της κατηγορίας B. Προτού περάσουμε στην απόδειξη αυτού του
αποτελέσματος, αναλύουμε την παραπάνω συνθήκη:

• Οποτεδήποτε έχουμε ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα στην B, της μορφής:

IA1
Iα //

Iβ
��

IA2

ω1

��
IA3 ω2

// B

τότε υπάρχουν μορφισμοί θ1 : A2 → A, θ2 : A3 → A στην A και ένας μορφισμός
ρ: IA → B στην B, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα της κατηγορίας B να είναι
αντιμεταθετικό

IA1

I(α) //

I(β)
��

IA2

Iθ1
��

ω1

��2
22

22
22

22
22

22
22

IA3
Iθ2 //

ω2

))SSSSSSSSSSSSSSSSS IA
ρ

""
B

• Οποτεδήποτε έχουμε ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα στην B, της μορφής:

IA1
I(α)

//

I(β) //
IA2

ω // B,
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τότε υπάρχει ένας μορφισμός θ : A2 → A στην A και ένας μορφισμός ρ: IA → B
στην B, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα της κατηγορίας B να είναι αντιμεταθετικό

IA1
I(α)

//

I(β) //
IA2

ω
##G

GGGGGGG
I(θ) // IA

ρ

��
B5.2.7 Παρατήρηση. Από την Λήμμα 5.1.3, έχουμε ότι αν πληρούνται οι δύο παραπάνω

συνθήκες, τότε για κάθε B ∈ B, κάθε συνεκτικό διάγραμμα στην κόμμα κατηγορία I/B =
(B/Iop)op έχει συν-κώνο.5.2.8 Θεώρημα. ΄Εστω I : A → B ένας μορφισμός μεταξύ αλγεβρικών θεωριών. Αν ο
Iop είναι επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, τότε ο I∗ : AlgA → AlgB διατηρεί
μονομορφισμούς.Απόδειξη: Θεωρούμε το διάγραμμα επέκτασης Kan

Aop

Iop ##F
FF

FF
FF

FF
ηA // Alg(A)

I∗

��

Bop

ηB $$JJJJJJJJJ

Alg(B)

(5.7)

και έστω m:X → Y ένας μονομορφισμός στην Alg(A). ΄Εστω επιπλέον, X ∼= colimiηACi
και Y ∼= colimkηADk, η γραφή των X και Y ως sifted συνορίων αντικείμενων στην εικόνα
της ηA (βλέπε Παρατήρηση 5.2.3). Από την αντιμεταθετικότητα του παραπάνω διαγράμ-
ματος και το γεγονός ότι ο I∗ διατηρεί συνόρια (ως αριστερά προσαρτημένος), έχουμε
ότι:

I∗(m) : colimiηBICi → colimkηBIDk

Από το γεγονός ότι τα αντικείμενα της κατηγορίας AlgB τα οποία είναι στην εικόνα της ηB,
αποτελούν ένα σύνολο γεννητόρων της AlgB, για να δείξουμε ότι ο I∗(m) είναι μονομορ-
φισμός, αρκεί να δείξουμε ότι για τυχαίο B ∈ B και μορφισμούς u, v : ηBB ⇒ colimiηBICi,
για τους οποίους I∗(m) · u = I∗(m) · v, ισχύει ότι u = v. ΄Εστω λοιπόν, τέτοιοι u και v

ηBB
v

//
u //

colimiηBICi
I∗(m)// colimkηBIDk
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Από το γεγονός ότι το πεδίο των u και v είναι ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο (βλέπε
Παρατήρηση 5.2.5) και το συνόριο colimiηBICi είναι sifted, έχουμε παραγοντοποιήσεις των
u και v, μέσω κάποιων συνιστωσών του συνορίου (βλέπε Πρόταση 5.2.6)

ηBICi
ini

''OOOOOOOOOOO

ηBB
v

//
u //

ui
::uuuuuuuuu

vj $$I
IIIIIIII

colimiηBICi
I∗m // colimkηBIDk

ηBICj

inj

77ooooooooooo

δηλαδή u = ini · ui και v = inj · vj. Από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος 5.7 και
το γεγονός ότι ο I∗ διατηρεί συνόρια, έχουμε το παρακάτω διάγραμμα στην Alg(A)

ηACi
ini

&&NNNNNNNNNNN

colimiηACi
m // colimkηADk

ηACj

inj

88qqqqqqqqqqq

και πάλι από το γεγονός ότι τα αντικείμενα στην εικόνα της ηA είναι ισχυρά πεπερασμένα
παρουσιάσιμα και το colimkηADk είναι sifted, έχουμε ότι οι μορφισμοί m · ini και m · inj,
παραγοντοποιούνται μέσω κάποιων συνιστωσών του συνορίου colimkηADk

ηACi
ini

&&MMMMMMMMMMM
mi // ηADk(i)

ink(i)

''OOOOOOOOOOO

colimiηACi
m // colimkηADk

ηACj

inj

88qqqqqqqqqqq mj // ηADk(j)

ink(j)

77ooooooooooo

(5.8)

δηλαδή m · ini = ink(i) · mi και m · inj = ink(j) · mj και επιπλέον από το γεγονός ότι
ο συναρτητής ηA : A → AlgA είναι πλήρης και πιστός, έχουμε ότι υπάρχουν μοναδικοί
μορφισμοί m̌i : Ci → Dk(i) και m̌j : Cj → Dk(j) τέτοιοι ώστε ηA(m̌i) = mi και ηA(m̌j) =
mj. Εφαρμόζοντας τον I∗ στο παραπάνω διάγραμμα, έχουμε ότι το εξωτερικό του παρακάτω
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διαγράμματος είναι αντιμεταθετικό

ηBICi
ini

''NNNNNNNNNNN

I∗(mi) // ηBIDk(i)

ink(i)

((PPPPPPPPPPPP

ηBB

vj $$I
IIIIIIII

ui
::uuuuuuuuu

colimiηBICi
I∗(m) // colimkηBIDk

ηBICj

inj

77ppppppppppp

I∗(mj)
// ηBIDk(j)

ink(j)

66nnnnnnnnnnnn

δηλαδή ink(i) · (I∗mi · ui) = ink(j) · (I∗mj · vj). Από τις παραπάνω ισότητες, έχουμε ότι ο
μορφισμός I∗m · u = I∗m · v με πεδίο το ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο αντικείμενο
ηBB, παραγοντοποιείται μέσω δύο συνιστωσών του sifted συνορίου colimkηBIDk. ΄Αρα
(Πρόταση 5.2.6), υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ Z στην A που συνδέει τα Dk(i) και Dk(j)

Dz1
z1,0

||yy
yy

yy
yy z1,1

��>
>>

>>
>>

>>
Dzn

zn,0

����
��

��
��

� zn,1

""F
FFFFFFF

Dk(i) . . Dk(j)

και μορφισμοί t1 : ηBB → ηBIDz1 , ..., tn : ηBB → ηBIDzn , έτσι ώστε να ισχύουν οι
ισότητες ηBI(mi) · ui = ηBI(z1,0) · t1, ηBI(z1,1) · t1 = ηBI(z3,0) · t3 = t2, ..., ηBI(mj) · vj =
ηBI(zn,1) · tn. Από το γεγονός ότι ο ανταλλοίωτος συναρτητής ηB : Bop → AlgB είναι
πλήρης και πιστός, έχουμε ότι για τον μορφισμό ui : ηBB → ηBICi, υπάρχει ένας μοναδικός
μορφισμός ǔi : ICi → B, τέτοιος ώστε ηB(ǔi) = ui. ΄Ομοια και για τους μορφισμούς vi,
t1, ... , tn. ΄Εχουμε λοιπόν το ακόλουθο αντιμεταθετικό διάγραμμα στην κατηγορία B

ICi

ǔi

����
��
��
��
��
��
��
��

IDk(i)
I(m̌i)oo

I(z1,0)zzttttttttt

IDz1

ť1
uukkkkkkkkkkkkkkkkk

I(Z)

�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O

B

IDzn

ťn

iiSSSSSSSSSSSSSSSSS

ICj

v̌j

YY2222222222222222

IDk(j)

I(zn,1)

ddJJJJJJJJJ

I(m̌j)
oo
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Το παραπάνω διάγραμμα είναι ένα συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία I/B. Από την
συνεκτική επιπεδότητα του Iop, έχουμε ότι υπάρχει ένας συν-κώνος (C, si : Ci → C,
s1 : Dz1 → C, ..., sn : Dzn → C, sj : Cj → C) στηνA και ένας μορφισμός r:B → IC στην
B, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα στην B να είναι αντιμεταθετικό (έχουμε παραλείψει
τους μορφισμούς ťi)

ICi

I(si)

����
��

��
��

��
��

��
��

ǔi

||zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
IDk(i)

I(mi)oo

I(z1,0)zzttttttttt

IDz1

I(s1)uukkkkkkkkkkkkkkkkk

I(Z)

�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O

B ICr
oo

IDzn

I(sn)

iiSSSSSSSSSSSSSSSSS

ICj

v̌j

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

I(sj)

YY3333333333333333

IDk(j)

I(zn,1)
ddJJJJJJJJJ

I(mj)
oo

δηλαδή, r · I(si) = ǔi, r · I(sl) = ťl, για όλα τα l = 1, 2, ..., n και r · I(sj) = v̌j.
Από τώρα και στο εξής, για να αποφύγουμε επιπλέον συμβολισμό και διαγράμματα που

ίσως κάνουν δυσνόητη την απόδειξη, θα συμβολίζουμε (όπου δεν δημιουργείται σύγχυση)
απλά με A, ένα αντικείμενο της κατηγορίας AlgA της μορφής ηAA και αντίστοιχα για τους
μορφισμούς της μορφής ηAf , όπου f ένας μορφισμός της A. Το ίδιο υιοθετούμε και για
την κατηγορία AlgB. Επιπλέον, για να μην δημιουργηθεί σύγχυση, θα χρησιμοποιούμε
κανονικά τον συμβολισμό με τα ηA και ηB, στη γραφή ενός συνορίου.
Από το παραπάνω διάγραμμα τώρα, μπορούμε να δούμε ότι οι μορφισμοί s = ini ·

si, s′ = inj · sj στην κατηγορία AlgA με πεδίο το ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο
αντικείμενο ηAC και συν-πεδίο το sifted συνόριο colimiηACi, είναι ίσοι. Πράγματι, από
τις ισότητες που προκύπτουν από παραπάνω διάγραμμα και το διάγραμμα 5.8, καθώς και
από τις αντιμεταθετικότητες που προκύπτουν από το γεγονός ότι το συνόριο colimiηACi
αποτελεί συν-κώνο, έχουμε:

m · s = m · ini · si
= ink(i) ·mi · si
= ink(i) · I(z1,n) · s1
= inz1 · s1
= ...
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= inzn · sn
= ink(j) · I(zn,1) · sn
= ink(j) ·mj · sj
= m · s′.

και αφού ο m είναι μονομορφισμός, έχουμε ότι: ini · s′i = inj · sj. ΄Εχουμε δηλαδή το
παρακάτω αντιμεταθετικό διάγραμμα στην AlgA

Ci
mi //

ini

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
9

Dk(i)

ink(i)

��

Dz1

z0,1
88qqqqqqqqqqq

�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O

C

s1 //

sn
//sj

��0
00

00
00

00
00

00
00

0

si

FF����������������

s′
//

s //
colimiηACi

m // colimkηADk

Dzn
zn−1,n

&&MMMMMMMMMM

Cj

inj

BB����������������� mj // Dk(j)

ink(j)

OO

΄Αρα από γεγονός ότι το αντικείμενο ηAC είναι ισχυρά πεπερασμένα παρουσιάσιμο αντικεί-
μενο της AlgA και ο μορφισμός s = s′ : ηAC → colimiηACi, έχει δύο παραγοντοποιήσεις
μέσω συνιστωσών του συνορίου colimiηACi, έχουμε ότι υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ ζ που συν-
δέει τα Ci και Cj στην A

Cα1

ζ1,0

~~}}
}}

}}
}} ζ1,1

��>
>>

>>
>>

>>
Cαq

ζq,0

����
��

��
��

� ζq,1

  B
BB

BB
BB

B

Ci . . Cj

και μορφισμοί pλ:C → Cαλ
, λ = 1, 2, ..., q, προς τις (εικόνες μέσω της ηA) κορυφές του

ζιγκ-ζαγκ, έτσι ώστε να ισχύουν οι κατάλληλες αντιμεταθετικότητες. Αν θεωρήσουμε
τώρα, την εικόνα των παραπάνω στην κατηγορία Alg(B) και στο αντιμεταθετικό διάγραμμα
που προκύπτει, επισυνάψουμε τους μορφισμούς ui:B → ICi, vj:B → ICj και r:B → IC,
έχουμε τελικά το ακόλουθο διάγραμμα στην Alg(B)
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ICi

ini

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
=

ICα1

I(ζ1,0)

OO

I(ζ)

�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O
�O

B
r //

ui

<<zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

vj

!!D
DDDDDDDDDDDDDDDDDDDD IC

si

DD
















p1

;;wwwwwwwww

pq

##F
FF

FF
FF

FF

sj

��4
44

44
44

44
44

44
44

44
colimiηBICi

ICαq

I(ζq,1)

��
ICj

inj

@@������������������

u = ini · ui = ini · I(pi) · r
= ini · I(ζ0,1) · I(p1)
= ...

= inαq · I(pq) · r
= inαq · I(ζq,1) · sj · r
= inj · I(sj) · r
= inj · vj = v �

5.2.3 Η περίπτωση των Θεωριών Lawvere5.2.9 Ορισμός. Με τον όρο θεωρία Lawvere, εννοούμε μια μικρή κατηγορία A με
πεπερασμένα γινόμενα (και τελικό αντικείμενο), με την ιδιότητα ότι υπάρχει ένα αντικεί-
μενο A ∈ A, τέτοιο ώστε κάθε άλλο αντικείμενο της κατηγορίας A να είναι ισόμορφο με
μία n-οστή δύναμη An ∼= A × A × ... × A του αντικειμένου A. Το A καλείται το βασικό
αντικείμενο της θεωρίας. ΄Ενας μορφισμός μεταξύ δύο θεωριών Lawvere, είναι ένας συ-
ναρτητής που διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα (και το τελικό αντικείμενο) και αντιστοιχίζει
το βασικό αντικείμενο της μίας θεωρίας, στο βασικό αντικείμενο της άλλης.

Αν A είναι μία θεωρία Lawvere, με βασικό αντικείμενο A, τότε θα αναφερόμαστε στα
στοιχεία του συνόλου homA(A

n, A) ως n-μελείς A-πράξεις (n-ary operations)
Αν A, B είναι δύο θεωρίες Lawvere, με βασικά αντικείμενα A και B αντίστοιχα και

I : A → B ένας μορφισμός μεταξύ θεωριών. Από την καθολική ιδιότητα των γινομένων,
έχουμε ότι για τις συνθήκες επιπεδότητας (του Iop) που είδαμε στην αρχή της προηγούμενης
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παραγράφου, χρειάζεται να διατυπωθούν μόνο για μορφισμούς της μορφής IAn → B.
Αναλυτικά έχουμε:

• Για όλες τις n-άδες από (r-μελείς)A-πράξεις (αi)ni=1,m-άδες από (r-μελείς)A-πράξεις
(βj)

m
j=1 και n-μελείς και m-μελείς B-πράξεις ω1, ω2, αντίστοιχα, τέτοιες ώστε

ω1(Iα1, ..., Iαn) = ω2(Iβ1, ..., Iβm),

IAr
(Iαi) //

(Iβj)

��

IAn

ω1

��
IAm

ω2 // B

υπάρχουν k το πλήθος A-πράξεις (γl)
k
l=1, k το πλήθος A-πράξεις (δl)

k
l=1 και μία

B-πράξη ρ

IA
(Iαi) //

(Iβj)

��

IAn

(Iγl)
��

ω1

��3
33

33
33

33
33

33
33

3

IAm
(Iδl) //

ω2

))SSSSSSSSSSSSSSSSS IAk
ρ

""
B

έτσι ώστε (γl(α1, ...αn))
k
l=1 = (δl(β1, ...βm))

k
l=1 και ρ(Iγ1, ...Iγn) = ω1, ρ(Iδ1, ...Iδn) =

ω2.

• Οποτεδήποτε έχουμε δύο m-άδες από n-μελείς A-πράξεις α1, ..., αm, β1, ..., βm και
μία m-μελή B-πράξη ω έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

IAn
(Iαi)

//

(Iβi) //
IAm

ω // B,

δηλαδή: ω(Iα1, ..., Iαm) = ω(Iβ1, ..., Iβm), τότε υπάρχουν k το πλήθος m-μελείς A-
πράξεις θi, i = 1, ...k και μία k-μελής B-πράξη ρ, έτσι ώστε το παρακάτω διάγραμμα
να είναι αντιμεταθετικό

IAn
(Iαi)

//

(Iβi) //
IAm

ω //

(Iθi)

##

B,

IAk

ρ
<<
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5.2. Επίπεδοι Μορφισμοί Θεωριών 129Η περίπτωση των δακτυλιωτών (annular) θεωριών Αν A είναι ένας μοναδιαίος
δακτύλιος, τότε η κατηγορία Mod(A) (των δεξιων A-modules) αποτελεί μία κατηγορία
αλγεβρών για μία Θεωρία Lawvere TMod(A). Η κατηγορία TMod(A) έχει ως αντικείμενα
τους φυσικούς αριθμούς, και μορφισμοί από το n στο k είναι πίνακες με n στήλες και k
γραμμές που αποτελούνται από στοιχεία του δακτυλίου A. Η σύνθεση ενός μορφισμού
P : m → n και ενός μορφισμού Q : n → k είναι ο πολλαπλασιασμός πινάκων Q · P . Με
αυτό τον τρόπο, κάθε A-module, μπορεί να ειδωθεί ως ένας συναρτητής TMod(A) → Set
που διατηρεί πεπερασμένα γινόμενα (βλέπε [2], Παράδειγμα 1.12).
Αν τώρα A και B είναι δύο μοναδιαίοι δακτύλιοι, τότε ένας ένας μορφισμός μεταξύ

των θεωριών TMod(A) και TMod(B), είναι ένας ομομορφισμός δακτυλίων I : A → B και ο
συναρτητής I∗ (5.6) είναι ο συναρτητής

−⊗A B : Mod(A)→ Mod(B)

με δεξιά προσαρτημένο τον συναρτητή που μέσω του ομομορφισμού I, ῾῾βλέπει᾿᾿ ένα B-
module ως ένα A-module (restriction of scalars)12

Οι θεωρίες της μορφής TMod(A) όπου A ένας μοναδιαίος δακτύλιος κατασκευάζονται ως
οι δυϊκες υποκατηγορίες των πεπερασμένα ελεύθερων modules. Σε αυτή την περίπτωση
η πρώτη συνθήκη για την επιπεδότητα, ανάγεται στην δεύτερη. Αυτό γιατί, μπορούμε να
θεωρήσουμε την διαφορά δύο συναρτήσεων από το IAr προς το αμφιγινόμενο (biproduct)
IAm ⊕ IAn, αντί ενός ζεύγους συναρτήσεων σε καθένα από τους παράγοντες. Η δεύτερη
συνθήκη τώρα, εξειδικεύεται (πάλι θεωρώντας την διαφορά συναρτήσεων) ως εξής:

• Για κάθε n-άδα στοιχείων του A,

 a1
...
an

 :A→ An

και κάθε n-άδα στοιχείων του B,

(x1, ..., xn): IA
n = Bn → B

έτσι ώστε
n∑
i=1

aixi = 0

12Ο συναρτητής αυτός, αντιστοιχίζει ένα B-module Y , στο A-module πού έχει την ίδια υποκείμενη
αβελιανή ομάδα, και αν a ∈ A και y ∈ Y , τότε a · y = I(a) · y.
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υπάρχει ένας m× n- πίνακας από στοιχεία του A u11 . . . u1n
...

...
...

um1 . . . umn

 :An → Am

και μία m-άδα στοχείων του B,

(y1, ..., ym): IA
m = Bm → B

έτσι ώστε  u11 . . . u1n
...

...
...

um1 . . . umn


 a1
...
an

 = 0

και

(y1, ..., ym)

 u11 . . . u1n
...

...
...

um1 . . . umn

 = (x1, ..., xn)

Αν ο δακτύλιος B ειδωθεί μέσω του ομομορφισμού I, ως ένα A-module, τότε οι δύο
παραπάνω συνθήκες είναι ο κλασικός χαρακτηρισμός της επιπεδότητας για το B (βλέπε
[52], Κεφάλαιο I, Πρόταση 10.7).
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Παράρτημα

Διατήρηση Εξισωτών

Μελετάμε τώρα την περίπτωση της διατήρησης εξισωτών (μόνο), από την αριστερή επέκτα-
ση Kan ενός συναρτητή με τιμές σ΄ ένα υποκανονικό site.

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε συνθήκες (Πόρισμα 5.1.12) για να διατηρεί μία αρι-

στερή επέκτασηKan τον εξισωτή ενός παράλληλου ζεύγους ανπαραστάσιμων yC1
yb

//

ya //
yC2 .

Θα μελετήσουμε αρχικά την περίπτωση που έχουμε ένα διάγραμμα στην [Cop,Set], της

μορφής: yC
g

//

f //
Z . Στο ([27]) περιγράφεται αναλυτικά η κατασκευή του εξισωτή ενός

τέτοιου παράλληλου ζεύγους μορφισμών. Στην προσέγγισή μας για την διατήρηση από μία
μία αριστερή επέκταση Kan του εξισωτή ενός τέτοιου διαγράμματος, θα χρησιμοποιήσουμε
αυτή την κατασκευή, την περιγραφή της οποίας δίνουμε τώρα.

Αν λοιπόν, Z ∼= colimi∈IyCi η γραφή του Z ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων (Θε-
ώρημα 2.1.5), τότε από το λήμμα του Yoneda, οι φυσικοί μετασχηματισμοί f και g αντι-
στοιχίζονται σε μορφισμούς f̌ :C → Ci και ǧ:C → Cj για κάποια i και j13. Τότε, αν
X = Eq(f, g), ισχύει ότι:

X ∼= colimzcolimk yPz,k (5.9)

όπου {Pz,k|k ∈ K} είναι μία οποιαδήποτε τελική οικογένεια κώνων για το διάγραμμα Dz το
οποίο αποτελείται από ένα ζιγκ-ζαγκ z που συνδέει τα Ci και Cj και από τους μορφισμούς
f̌ και ǧ

13Ο φυσικός μετασχηματισμός f : yC → colimi∈IyCi, αντιστοιχίζεται μέσω του λήμματος του Yoneda
σ΄ ένα αντικείμενο του συνόλου colimi∈I(yCi(C)) ∼=

∐
i∈I

homC(Ci, C)/ ∼. Ο f λοιπόν, αντιστοιχίζεται

στην κλάση [f̌ ]∼, όπου f̌ :C → Ci για κάποιο i ∈ I, ένας αντιπρόσωπος της κλάσης αυτής. ΄Ομοια και για
τον φυσικό μετασχηματισμό g.
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Περιγράφουμε τώρα τα συνόρια που υπεισέρχονται στην εξίσωση 5.9

• colimk yPz,k
Αν z είναι ένα ζιγκ-ζαγκ στην C που συνδέει τα Ci και Cj και Dz το (επαυξημένο)
διάγραμμα που αποτελείται από το ζιγκ-ζαγκ και τους μορφισμούς f̌ και ǧ, τότε η
δείκτρια κατηγορία αυτού του συνορίου είναι μία (οποιαδήποτε) τελική υποκατηγορία
της κατηγορίας elts(limy(Dz)).

• colimzcolimk yPz,k
Η δείκτρια κατηγορία αυτού του συνορίου είναι η κατηγορία με αντικείμενα όλα τα
ζιγκ-ζαγκ που συνδέουν τα Ci και Cj και ένας μορφισμός μεταξύ δύο τέτοιων ζιγκ-
ζαγκ, αποτελείται από μορφισμούς της C μεταξύ των αντιστοιχών κορυφών των ζιγκ-
ζαγκ, έτσι ώστε τα τρίγωνα και τα τετράγωνα που προκύπτουν να είναι αντιμετα-
θετικά. Αν τα ζιγκ-ζαγκ δεν έχουν το ίδιο μήκος, τότε προσθέτουμε ταυτοτικούς
μορφισμούς σε αυτό με το μικρότερο μήκος. Συμβολίζουμε με ZZ(Ci, Cj) αυτή την
κατηγορία.14 ΄Εστω τώρα z, z′ δύο ζιγκ-ζαγκ που συνδέουν τα Ci και Cj και έστω
{Pz,k|k ∈ K} μία τελική οικογένεια κώνων για το διάγραμμα Dz και {Pz′,λ|λ ∈ Λ}
μία τελική οικογένεια κώνων για το διάγραμμα Dz′ . Τότε αν z → z′ είναι ένας μορ-
φισμός μεταξύ των δύο ζιγκ-ζαγκ, τότε κάθε Pz,k αποτελεί κώνο για το διάγραμμα
Dz′ , άρα θα παραγοντοποιείται μέσω κάποιου Pz′,λ. Από την καθολική ιδιότητα τώρα
του συνορίου colimk yPz,k επάγεται ένας μορφισμός colimk yPz,k → colimλ yPz′,λ.
΄Εχουμε λοιπόν ότι το διάγραμμα του οποίου το συνόριο δηλώνεται στην 5.9 είναι:

ZZ(Ci, Cj)→ [Cop,Set]
z 7−→ colimk yPz,k

΄Εστω τώρα F : C → E ένας συναρτητής από μία μικρή κατηγορία C προς μία συν-πλήρη
και πεπερασμένα πλήρη κατηγορία E . Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό F ∗ για την αριστε-

14Στο [3], Παρατήρηση 1.4, περιγράφεται η κατηγορία ZZ(D) των ζιγκ-ζαγκ σε μία κατηγορία D. Η
περίπτωση εδώ είναι διαφορετική και δεν πρέπει να συγχέεται.
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ρή επέκταση Kan LanyF του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda, έστω (E, e) ο εξισω-

τής των F ∗f , F ∗g στην E . Εφαρμόζοντας τον F ∗ στον εξισωτή X
a // yC

g
//

f //
colimyCi ,

από το γεγονός ότι ο F ∗ διατηρεί συνόρια, έχουμε το ακόλουθο διάγραμμα στην E

colimzcolimk FPz,k

h

��

F ∗a

((PPPPPPPPPPPPP
(Eq)

E
e // FC

F ∗g
//

F ∗f //
colimFCi

όπου h είναι ο μορφισμός της E , ο οποίος επάγεται από τη καθολική ιδιότητα του εξισωτή
(E, e). Ο μορφισμός F ∗a ως ένας μορφισμός που προκύπτει από την δράση μίας αριστερής
επέκτασης Kan (βλέπε περιγραφή σελ. 16), χαρακτηρίζεται σε αυτή την περίπτωση από την
ακόλουθη ιδιότητα: Για κάθε ζιγκ-ζαγκ z και κάθε κώνο Pz,k

Pz,k

λC
��

λC1
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C
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ǧ
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~~
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��<
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το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό

FPz,k
inz,k

''NNNNNNNNNNN

FλC

,,

colimk FPz,k
inz

))SSSSSSSSSSSSSSS

colimzcolimk FPz,k

F ∗a
��
FC

Για την διατήρηση του εξισωτή (X, a) από την αριστερή επέκταση Kan, αρκεί ο ε-
παγόμενος μορφισμός h να είναι ισομορφισμός. Το παρακάτω λήμμα μας λέει υπό ποιες
προϋποθέσεις πληρούται αυτή η συνθήκη.
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134 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ5.2.10 Λήμμα. ΄Εστω F : C → E ένας συναρτητής από μία μικρή κατηγορία προς ένα
συν-πλήρες και περασμένα πλήρες υποκανονικό site (E , j). ΄Εστω επιπλέον, ένα διάγραμμα

της μορφής: yC
g

//

f //
Z στην [Cop,Set] και χρησιμοποιώντας το συμβολισμό που υιο-

θετήσαμε παραπάνω, ισχύει ότι το συνόριο colimzcolimk FPz,k πληροί την συνθήκη PC1
και το συνόριο colimk FPz,k είναι καθορισμένο. Τότε, αν ο F είναι j-επίπεδος ως προς
συνεκτικά όρια, ο h είναι ο μονομορφισμός. Αν επιπλέον το συνόριο colimiFCi πληροί την
συνθήκη PC2, τότε ο h είναι ισομορφισμός.Απόδειξη: • Ο h είναι μονομορφισμός

΄Εστω T
v

//
u //

colimzcolimkFPz,k
h // E , με h · u = h · v.

Εφαρμόζοντας την συνθήκη PC1 για τον μορφισμό u : T → colimzcolimk FPz,k και για
τον μορφισμό v : T → colimzcolimk FPz,k, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tα : Tα →
T |α ∈ A} του T ,15 τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχουν ζιγκ-ζαγκ z, z′ (αντικείμενα της
δείκτριας κατηγορίας του συνορίου), που συνδέουν τα Ci και Cj, έτσι ώστε τα ακόλουθα
τετράγωνα να είναι αντιμεταθετικά

Tα
tα //

uα
��

T

u
��

colimkFPz,k
inz

// colimzcolimkFPz,k

Tα
tα //

vα
��

T

v
��

colimλFPz′,λ
inz′

// colimz′colimλFPz′,λ

δηλαδή, inz · uα = u · tα και inz′ · vα = v · tα.
Τώρα, αν εφαρμόσουμε την συνθήκη PC1 για τους μορφισμούς uα : Tα → colimk FPz,k
και vα : Tα → colimλ FPz,λ, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {tαξ : Tαξ → Tα| ξ ∈ Ξα}
του Tα, τέτοιο ώστε για κάθε ξ ∈ Ξα, υπάρχουν δείκτες k(= k(αξ)) και λ(= λ(αξ)) και
μορφισμοί uαξ : Tαξ → FPz,k, vαξ : Tαξ → FPz′,λ, τέτοιοι ώστε τα ακόλουθα τετράγωνα
να είναι αντιμεταθετικά

Tαξ
tαξ //

uαξ

��

Tα

uα
��

FPz,k
inz,k

// colimkFPz,k

Tαξ
tαξ //

vαξ

��

Tα

vα
��

FPz′,λ
inz′,λ

// colimkFPz′,λ

δηλαδή, inz,k · uαξ = uα · tαξ και inz′,λ · vαξ = vα · tαξ. Από την υποκανονικότητα της
τοπολογίας, έχουμε ότι για να δείξουμε την ισότητα u = v αρκεί να δείξουμε ότι u ·tα ·tαξ =
15 ΄Οπως και στην Απόδειξη 4.1.2 , θεωρήσαμε το ίδιο κάλυμμα στην διπλή εφαρμογή του PC1, ως την
κοινή εκλέπτυνση των δύο καλυμμάτων.
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v · tα · tαξ (για κάθε α ∈ A και κάθε ξ ∈ Ξα). Τότε, από την αντιμεταθετικότητα των
παραπάνω τεσσάρων τετραγώνων αρκεί να δείξουμε ότι inz · inz,k · uαξ = inz′ · inz′,λ ·
vαξ. Τα παρακάτω διαγράμματα τώρα, αποτυπώνουν τα διαγράμματα Dz και Dz′ (όπου για
ευκολία, θεωρήσαμε τα ζιγκ-ζαγκ να είναι μήκους τρία), μαζί με τους κώνους Pz,k και Pz′,λ
αντίστοιχα.
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(5.10)

΄Εχουμε τώρα τις παρακάτω ισότητες:

FλC · uα,ξ = F ∗a · inz · inz,k · uα,ξ
= e · h · inz · inz,k · uα,ξ

= e · h · inz · uα · tα,ξ
= e · h · u · tα · tα,ξ
= e · h · v · tα · tα,ξ

= e · h · inz′ · vα · tα,ξ
= e · h · inz′ · inz′,λ · vα,ξ
= F ∗a · inz′ · inz′,λ · vα,ξ

= FµC · vα,ξ

Από την ισότητα FλC ·uα,ξ = FµC ·vα,ξ και την αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων
5.10 έχουμε ότι το διάγραμμα
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είναι ένα πεπερασμένο συνεκτικό διάγραμμα στην κατηγορία Tαξ/F . ΄Αρα από το Λήμ-
μα 5.1.3, έχουμε ότι υπάρχει τοπικά ένας κώνος γι΄ αυτό το διάγραμμα. Αυτό σημαίνει ότι
υπάρχει ένα κάλυμμα {tαξζ : Tαξζ → Tαξ|α ∈ A, ξ ∈ Ξα, ζ ∈ Jξ} του Tαξ, τέτοιο ώστε για
κάθε ζ υπάρχει ένα κώνος Pz∪z′,p για το διάγραμμα Dz∪z′
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και επιπλέον υπάρχει ένας μορφισμός wα,ξ,ζ : Tαξζ → FPz∪z′,p, τέτοιος ώστε το παρακάτω
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διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tαξζ //

wα,ξ,ζ   A
AA

AA
AA

Tαξ
FλC ·uξ,α

��
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Τώρα, από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (Α1) έχουμε ότι (Pz∪z′,p, ν) αποτελεί
κώνο (στην C) για καθένα από τα διαγράμματα Dz και Dz′ , και κατά συνεπεία θα παρα-
γοντοποιείται από ένα στοιχείο (Pz,k1 , η) της τελικής οικογένειας κώνων του διαγράμματος
Dz και ομοίως, θα παραγοντοποιείται από ένα στοιχείο (Pz,λ1 , θ) της τελικής οικογένειας
κώνων του διαγράμματος Dz′ , όπως υποδεικνύεται στα παρακάτω αντιμεταθετικά διαγράμ-
ματα
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Επειδή τώρα το διάγραμμα Dz είναι συνεκτικό, από την Πρόταση 5.1.9 έχουμε ότι ο κα-
νονικά επαγόμενος μορφισμός rz : colimk FPz,k → limF (Dz) = Lz είναι ισομορφισμός.
Με ψC , ψC1 , , , συμβολίζουμε τους μορφισμούς από το όριο Lz προς τις συνιστώσες του
διαγράμματος F (Dz)

Lz
ψC

$$I
IIIIIIII

ψC1

��
ψC2

��.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.. ψC3

��

FC
F f̌

		

F ǧ
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Από την αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων CL (βλέπε σελ. 106), έχουμε ότι τα πα-
ρακάτω δύο διαγράμματα είναι αντιμεταθετικά
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Από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (Β), έχουμε ότι (Tαξζ , FνC · wα,ξ,ζ , FνC1 ·
wα,ξ,ζ , ...) αποτελεί κώνο στην κατηγορία E για το διάγραμμα F (Dz). Από την αντιμετα-
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θετικότητα των διαγραμμάτων (D1), (B), έχουμε ότι

ψC · rz · inz,k · uα,ξ · tαξζ =(D1) FλC · uα,ξ · tαξζ =(B)

FνC · wα,ξ,ζ

και ομοίως, ψCr · rz · inz,k · uα,ξ · tαξζ = FνCr · wα,ξ,ζ , για r = 1, 2, 3.
Από τις παραπάνω ισότητες, έχουμε ότι ο κώνος Tαξζ παραγοντοποιείται μέσω του οριακού
κώνου απο τον μορφισμό rz · inz,k · uα,ξ · tαξζ .
Τώρα, από την αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων (D2), (C1), έχουμε ότι

ψC · rz · inz,k1 · Fγ · wα,ξ,ζ =(D2) FηC · Fγ · wα,ξ,ζ =(C1)

FνC · wα,ξ,ζ

και ομοίως ψCr · rz · inz,k1 · Fγ · wα,ξ,ζ = FνCr · wα,ξ,ζ , για r = 1, 2, 3.
Από τις παραπάνω ισότητες, έχουμε ότι ο κώνος Tαξζ παραγοντοποιείται μέσω του οριακού
κώνου (και) από τον μορφισμό rz · inz,k1 · Fγ · wα,ξ,ζ .
΄Αρα, από την μοναδικότητα της παραγοντοποίησης και το γεγονός ότι ο rz είναι ισομορφι-
σμός, έχουμε ότι inz,k ·uα,ξ · tαξζ = inz,k1 ·F (γ) ·wα,ξ,ζ , δηλαδή ότι το παρακάτω διάγραμμα
είναι αντιμεταθετικό

Tαξj
uα,ξ·tαξζ

wwppppppppppp
Fγ·wα,ξ,ζ

''OOOOOOOOOOOO

FPz,k

inz,k ''NNNNNNNNNNN
FPz,k1

inz,k1wwooooooooooo
(E1)

colimk FPz,k

Πάλι από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (B), έχουμε ότι (Tαξζ , FνC ·wα,ξ,ζ , FνC1 ·
wα,ξ,ζ , ...) αποτελεί κώνο στην κατηγορία E για το διάγραμμα F (Dz′). ΄Οπως ακριβώς δου-
λέψαμε για το διάγραμμα F (Dz), δείχνουμε ότι ο κώνος αυτός έχει δύο διαφορετικές παρα-
γοντοποιήσεις μέσω του οριακού κώνου limF (Dz′). Η μία παραγοντοποίηση είναι μέσω του
μορφισμού rz′ · inz′,λ ·uα,ξ · tαξζ , και η άλλη είναι μέσω του μορφισμού rz′ · inz′,λ1 ·Fδ ·wα,ξ,ζ .
Από το γεγονός ότι ο μορφισμός rz′ είναι ισομορφισμός έχουμε την αντιμεταθετικότητα
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του παρακάτω διαγράμματος

Tαξζ
vα,ξ·tαξζ

''OOOOOOOOOOOO
Fδ·wα,ξ,ζ

wwoooooooooooo

FPz′,λ1

inz′,λ1 ''OOOOOOOOOOOO
FPz′,λ

inz′,λwwooooooooooo
(E2)

colimλ FPz′,λ

Θεωρούμε τώρα στην C,το ζιγκ-ζαγκ:z: Cj Pz∪z′,p
f̌ ·νCoo ǧ·νC // Cj , που συνδέει τα Ci

και Cj. Επιπλέον έχουμε ότι υπάρχει ένας μορφισμός z → z, όπως δείχνει το παρακάτω
αντιμεταθετικό διάγραμμα

Pz∪z′,p

{{xx
xx

xx
xx

x
id

%%KKKKKKKKK

νC1

��

Pz∪z′,p

yyttttttttt

""F
FF

FF
FF

FF

νC3

��

Ci Pz∪z′,p

νC2

��

Cj

C2

C1

ZZ4444444444444444

99sssssssssss
C3

eeKKKKKKKKKK

EE

















Τώρα, το Pz∪z′,p αποτελεί κώνο για το διάγραμμα Dz

Pz∪z′,p
νC //

id

%%KKKKKKKKK C

f̌

��

ǧ



Pz∪z′,p
f̌ ·νC

yysssssssssss
ǧ·νC

##F
FF

FF
FF

FF

Ci Cj

και επιπλέον παραγοντοποιείται (διάγραμμα (C1)) από τον κώνο Pz,k1 του διαγράμματος
Dz. Από την κατασκευή τώρα του colimzcolimkFPz,k, έχουμε ότι ο μορφισμός z → z
μεταξύ των ζιγκ-ζαγκ, επάγει ένα μορφισμό h1 : colimφ FPz,φ → colimk FPz,k στην E , και
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από την καθολική ιδιότητα αυτού, έχουμε ότι το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό

FPz∪z′,p

Fγ

�� ''OOOOOOOOOOOO
(U1)

FPz,k1

inz,k1 ''OOOOOOOOOOO
colimφ FPz,φ

h1
��

colimk FPz,k

Εργαζόμενοι με τον ίδιο τρόπο, έχουμε ότι υπάρχει ένας μορφισμός h2 : colimφ FPz,φ →
colimλ FPz′,λ, που από την καθολική ιδιότητα αυτού, έχουμε την αντιμεταθετικότητα του
παρακάτω διαγράμματος

FPz∪z′,p

Fδ
�� ''PPPPPPPPPPPP

(F2)

FPz′,λ1

inz′,λ1 ''PPPPPPPPPPPP
colimφ FPz,φ

h2
��

colimλ FPz′,λ

Τελικά, συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε ότι:
Από την αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων (E1) και (U1) έχουμε ότι:

inz · inz,k · uα,ξ · tα,ξ,ζ = inz · inz,k1 · Fγ · wα,ξ,ζ = inz · h1 · inz∪z′,p · wα,ξ,ζ

Από το συν-κώνο colimzcolimk FPz,k έχουμε ότι:

inz · h1 · inz∪z′,p · wα,ξ,ζ · = inz · inz∪z′,p · wα,ξ,ζ = inz′ · h2 · inz∪z′,p · wα,ξ,ζ

και από αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων (U2) και (E2) έχουμε ότι:

inz′ · h2 · inz∪z′,p · wα,ξ,ζ = inz′ · inz′,λ1 · Fδ · wα,ξ,ζ = inz′ · inz′,λ · vα,ξ · tα,ξ,ζ

Από τα παραπάνω έχουμε ότι inz · inz,k ·uα,ξ · tα,ξ,ζ = inz′ · inz′,λ ·vα,ξ · tα,ξ,ζ και αφού το site
είναι υποκανονικό, έχουμε ότι inz · inz,k ·uα,ξ = inz′ · inz′,λ ·vα,ξ. ΄Οπως τώρα παρατηρήσαμε
στην αρχή της απόδειξής, αυτή η ισότητα μας εξασφαλίζει ότι u = v, άρα τελικά δείξαμε
ότι ο h είναι μονομορφισμός. N
• Ο h είναι διασπώμενος μορφισμός
΄Εστω y : T → E, ένας μορφισμός από ένα τυχαίο αντικείμενο της E προς το συν-πεδίο

του μορφισμού h.
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colimzcolimk FPz,k

h

��
T

y // E
e // FC

F ∗g
//

F ∗f //
colimFCi

Ο μορφισμός F ∗f είναι ένας μορφισμός που προκύπτει από την δράση μίας αριστερής
επέκτασης Kan. Ως τέτοιος χαρακτηρίζεται ως ο μοναδικός μορφισμός με μία συγκεκριμένη
ιδιότητα (βλέπε περιγραφή σελ. 16). Μπορούμε να δούμε ότι και ο μορφισμός inclCi

· F f̌ ,
όπου f̌ : Ci → C ο μορφισμός που αντιστοιχεί μέσω του λήμματος του Yoneda στον
φυσικό μετασχηματισμό f : yC → Z (βλέπε σελ. 131), έχει την ίδια ιδιότητα με τον F ∗f .
΄Αρα έχουμε ότι inclCi

·F f̌ = F ∗f . ΄Ομοια έχουμε ότι inclCj
·F ǧ = F ∗g. Αν συμβολίσουμε

με x τον μορφισμό e · y, τότε έχουμε την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος

T
F ǧ·x

&&MMMMMMMMMMM
F f̌ ·x

xxrrrrrrrrrrr

FCi

inclCi %%LLLLLLLLLL
FCj

inclCjxxrrrrrrrrrr

colimFCi

Με εφαρμογή της συνθήκης PC2 για το συνόριο colimFCi, έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα
{Tα → T |α ∈ A} του T τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει ένα ζιγκ-ζαγκ z

C1

d1,0

~~||
||

||
|| d1,1

!!C
CC

CC
CC

C C3

d3,0

}}||
||

||
|| d3,1

  A
AA

AA
AA

Ci C2 Cj

που συνδέει τα Ci και Cj, και μορφισμοί x1 : Tα → FC1, x2 : Tα → FC2, x3 : Tα → FC3,
έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tα
tα

##H
HH

HHH
HH

H

x1

��
x2

��.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.. x3

��

T
F f̌ ·x

		

F ǧ·x

��

FC1

Fd01||xxxxxxxx

##G
GG

GG
GG

GG
FC3

{{ww
ww

ww
ww

w

##G
GGGGGGG

FCi FC2 FCj
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ισοδύναμα το ακόλουθο διάγραμμα

Tα
x·tα

##H
HH

HH
HH

HH

x1

��
x2

��.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.. x3

��

FC
F f̌

		

F ǧ

��

FC1

||xxxxxxxx

##G
GG

GG
GG

GG
FC3

{{ww
ww

ww
ww

w

##G
GGGGGGG

FCi FC2 FCj

είναι αντιμεταθετικό. Συνεπώς το παραπάνω διάγραμμα είναι ένα διάγραμμα στην κατηγορία
Tα/F , παραμετρικοποιημένο από την συνεκτική κατηγορία Dz. Ο F είναι j-επίπεδος ως
προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, άρα από το Λήμμα 5.1.3, υπάρχει ένα κάλυμμα {Tαξ →
Tα|α ∈ A, ξ ∈ Ξα} του Tα, τέτοιο ώστε για κάθε ξ ∈ Ξα υπάρχει ένας κώνος P

α,ξ
z,k για το

διάγραμμα Dz και ένας μορφισμός uα,ξ : Tαξ → FP α,ξ
z,k , έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα

να είναι αντιμεταθετικό

Tαξ
tαξ //

uα,ξ

��

Tα

x·tα

��

x3



FP α,ξ
z,k

FλC1

��

FλC

##H
HHHHHHHH

��.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.

FC
F f̌

��

F ǧ

��

(F)

FC1

zzvvvvvvvvv

$$I
IIIIIIII FC3

{{ww
ww

ww
ww

w

##G
GGGGGGG

FCi FC2 FCj

Δείχνουμε τώρα ότι η οικογένεια

{ Tα,ξ
uα,ξ // FPz,k

inz ·inz,k// colimzcolimk FPz,k |α ∈ A, ξ ∈ Ξα}

, αποτελεί μία συμβατή οικογένεια στοιχείων του συναρτητή homE(−, colimzcolimk FPz,k)
για το κάλυμμα {tα · tα,ξ : Tα,ξ → T |α ∈ A, ξ ∈ Aα}. Για τυχαία ξ ∈ Ξα και ξ′ ∈ Ξα′
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έχουμε το παρακάτω διάγραμμα

Tαξ
uα,ξ //

tα·tαξ

""D
DDDDDDD

FPz,k
inz ·inz,k

((QQQQQQQQQQQQQ

Tα,ξ ×T Tα′ξ′

π1
αξ,α′ξ′

88ppppppppppp

π2
αξ,α′ξ′ &&NNNNNNNNNNN T colimzcolimk FPz,k

Tα′ξ′ uα′,ξ′
//

tα′ ·tα′ξ′

==zzzzzzzz
FPz,λ

inz′ ·inz′,λ

66mmmmmmmmmmmmm

Από τις ισότητες

e · h · inz · inz,k · uα,ξ · π1
αξ,α′ξ′ = F ∗a · inz · inz,k · uα,ξ · π1

αξ,α′ξ′

= Fλc · uα,ξ · π1
αξ,α′ξ′

= x · tα · tαξ · π1
αξ,α′ξ′

= x · tα′ · tα′ξ′ · π2
αξ,α′ξ′

= Fµc · uα′,ξ′ · π2
αξ,α′ξ′

= F ∗a · inz′ · inz′,k′ · uα′,ξ′ · π2
αξ,α′ξ′

= e · h · inz′ · inz′,k′ · uα′,ξ′ · π2
αξ,α′ξ′

και το γεγονός ότι οι e, h είναι μονομορφισμοί, έχουμε ότι

inz · inz,k · uα,ξ · π1
αξ,α′ξ′ = inz′ · inz′,k′ · uα′,ξ′ · π2

αξ,α′ξ′

άρα η οικογένεια είναι συμβατή. Από το γεγονός τώρα ότι το site είναι υποκανονικό,
ο αναπαραστάσιμος homE(−, colimzcolimk FPz,k) έχει την ιδιότητα του δράγματος, άρα
υπάρχει ένας μοναδικός μορφισμός u : T → colimzcolimk FPz,k, τέτοιος ώστε το ακόλουθο
διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό

Tαξ
uα,ξ //

tα·tαξ !!B
BB

BB
BB

B
FPz,k

inz ·inz,k

((QQQQQQQQQQQQQ

T
u // colimzcolimk FPz,k

΄Εχουμε λοιπόν ότι

e · h · u · tα · tαξ = F ∗a · u · tα · tαξ
= F ∗a · inz · inz,k · uα,ξ
= Fλc · uα,ξ
= x · tα · tαξ
= e · y · tα · tαξ
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και από το γεγονός ότι ο e είναι μονομορφισμός και η τοπολογία υποκανονική, έχουμε
τελικά ότι h · u = y, δηλαδή ο h είναι διασπώμενος.

colimzcolimk FPz,k
h // E

T

y
>>}}}}}}}}

u

hh

�5.2.11 Παρατήρηση. Η κατηγορία [Cop,Set] είναι μία ομαλή (regular) κατηγορία, οπό-
τε κάθε μονομορφισμός σε αυτή την κατηγορία, είναι ο εξισωτής ενός παράλληλου ζεύγους
φυσικών μετασχηματισμών. Συνεπώς, το παραπάνω λήμμα μας εφοδιάζει με συνθήκη για
την διατήρηση από μία αριστερή επέκταση Kan, μονομορφισμών που είναι εξισωτές δια-

γραμμάτων της μορφής yC
g

//

f //
Z .5.2.12 Πόρισμα. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες με πεπερασμένα

συνεκτικά όρια, υποκανονικό site και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον ότι για
κάθε διάγραμμα στην [Cop,Set] της μορφής

yC //
//
Z

στην [Cop,Set], το συνόριο που υπεισέρχεται στον υπολογισμό της αριστερής επέκτασης
Kan του εξισωτή του παραπάνω διαγράμματος να είναι καθορισμένο και το συνόριο που
υπεισέρχεται στον υπολογισμό της αριστερής επέκτασης Kan του Z να πληροί την συνθήκη
PC2. Τότε, αν ο F είναι j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, ο LanyF διατηρεί
εξισωτές τέτοιων διαγραμμάτων.

΄Εστω τώρα ένα τυχαίο διάγραμμα εξισωτή στην [Cop,Set]

E // e // Q
g

//

f //
Z

Αν Q ∼= colim
i∈I

yCi είναι η γραφή του Q ως ένα συνόριο αναπαραστάσιμων, τότε το Q

(όπως και κάθε συνόριο) είναι ο συνεξισωτής ενός παράλληλου ζεύγους μορφισμών μεταξύ
συν-γινομένων (βλέπε [2], 0.7) ∐

a∈A
yCa

q
//

s //
∐
i∈I
yCi r // // Q
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Για κάθε i ∈ I έχουμε και ένα διάγραμμα εξισωτή

Ei //
ei // yCi

g·inCi

//

f ·inCi //
Z

στην [Cop, Set], όπου inCi
: yCi → colimi∈IyCi i ∈ I είναι οι κανονικοί μορφισμοί προς το

συνόριο, και ομοίως για κάθε a

Ea // ea // yCa //
//
Z

΄Εστω τώρα F : C → (E , j) ένας j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια συναρ-
τητής, από μία μικρή κατηγορία προς ένα συν-πλήρες και πεπερασμένα πλήρες υποκανονικό
site, έτσι ώστε να πληρούνται οι συνθήκες που διατυπώσαμε στο Πόρισμα 5.2.12 για τον
καθορισμό των συνορίων. Τότε:

• Από το γεγονός ότι στην κατηγορία [Cop, Set] τα συν-γινόμενα είναι καθολικά, έχουμε
ότι (βλέπε Πρόταση 2.1.12) το διάγραμμα

∐
iEi

e′ //
∐

i yCi
g1

//

f1 //
Z

είναι ένα διάγραμμα εξισωτή στην [Cop, Set], και ομοίως έχουμε για το διάγραμμα∐
aEa

//
∐

a yCa //
//
Z

Τώρα, στην [Cop, Set] έχουμε το ακόλουθο διάγραμμα

∐
Ea

�� ��

// //
∐
yCa

�� ��

����

∐
Ei //

e′ //

u
����

∐
yCi

r
����

f1

��

g1

((PPPPPPPPPPPPPP
(Α)

E
e // colimyCi

g
//

f //
Z

Οι μορφισμοί
∐
Ea ⇒

∐
Ei επάγονται από την καθολική ιδιότητα που χαρακτηρίζει

τον εξισωτή
∐
Ei. Η μεσαία στήλη είναι συνεξισωτής και όλες οι γραμμές είναι

εξισωτές. Επιπλέον, τα διαγράμματα
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∐
Ei // //

����

∐
yCi

����
E

e // Q

∐
Ea // //

��

∐
yCa

��
E

e // Q

είναι εφελκύσεις στην [Cop, Set], άρα από την καθολικότητα των συνεξισωτών16 στην
[Cop, Set], έχουμε ότι και η αριστερή στήλη του διαγράμματος (Α) είναι επίσης συνε-
ξισωτής.

• Από το Πόρισμα 5.2.12 έχουμε ότι το διάγραμμα

F ∗Ei //
F ∗ei // FCi

F ∗(g·inCi
)
//

F ∗(f ·inCi
)
//
F ∗Z

είναι ένα διάγραμμα εξισωτή στην E (για κάθε i). Επιπλέον, αν στην E τα συν-
γινόμενα είναι καθολικά, τότε και το επαγόμενο διάγραμμα

∐
i F

∗Ei // //
∐

i FCi //
//
F ∗Z

είναι ένα διάγραμμα εξισωτή στην E . ΄Ομοια και για το διάγραμμα∐
a F

∗Ea // //
∐

a FCa //
//
F ∗Z

• Η αριστερή επέκταση Kan του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda διατηρεί συνό-
ρια, ως ένας αριστερά προσαρτημένος συναρτητής. ΄Αρα έχουμε τελικά το ακόλουθο
διάγραμμα στην E

∐
F ∗Ea

�� ��

// //
∐
FCa

�� ��

����

∐
F ∗Ei //

F ∗e′ //

F ∗u
����

∐
FCi

F ∗r
����

F ∗f1

  

F ∗g1

((RRRRRRRRRRRRRR (Α′)

F ∗E
F ∗e // colimFCi

F ∗g
//

F ∗f //
F ∗Z

όπου τώρα, οι στήλες είναι συνεξισωτές και η επάνω και η μεσαία γραμμή είναι εξι-
σωτές.

16Για το τι σημαίνει ότι ένας συνεξισώτης είναι καθολικός, βλέπε [10], Ορισμός 2.14.1.
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Αποδεικνύουμε τώρα το παρακάτω Λήμμα.5.2.13 Λήμμα. ΄Εστω (E , j) ένα συν-πλήρες και πεπερασμένα πλήρες υποκανονικό site.
΄Εστω επιπλέον ένα αντιμεταθετικό διάγραμμα στην E

E2

f ′

��

g′

��

//
e2

// B2

f

��

g

��
t1

��

t2

��

E1
// e1 //

q′

����

B1

q
����

s2

��
s1

&&MMMMMMMMMMMMM (∗)

E
e // Q

r2
//

r1 //
Z

δηλαδή, ri · q = si, , si · f(= si · g) = ti, i = 1, 2, όπου οι στήλες είναι συνεξισωτές
και η επάνω και η μεσαία γραμμή είναι εξισωτές. Τότε, αν οι συνεξισωτές στην E είναι
καθορισμένοι, ο μορφισμός e είναι μονομορφισμός.Απόδειξη: Για τις ιδιότητες που χαρακτηρίζουν έναν καθορισμένο εξισωτή, βλέπε σελ.
73.
΄Εστω x, y : T ⇒ E με e · x = e · y. Αφού ο q′ είναι καθορισμένος επιμορφισμός, έχουμε
ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα → T |α ∈ A} του T , 17 τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A υπάρχει
ένας μορφισμός xα : Tα → E1 και ένας μορφισμός yα : Tα → E1, έτσι ώστε τα ακόλουθα
τετράγωνα να είναι αντιμεταθετικά

Tα

tα
��

xα // E1

q′

��
T x

// E

Tα

tα
��

yα // E1

q′

��
T y

// E

δηλαδή,

q′ · xα = x · tα (5.11)

q′ · yα = y · tα (5.12)

Από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (*) και τις παραπάνω ισότητες, έχουμε ότι:

q · e1 · xα = e · q′ · xα = e · x · tα = e · y · tα = e · q′ · yα = q · e1 · yα
17 ΄Οπως και σε προηγούμενες αποδείξεις, θεωρήσαμε το ίδιο κάλυμμα στην διπλή εφαρμογή της συνθήκης
ότι ο q είναι καθορισμένος επιμορφισμός.
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΄Αρα, από το γεγονός ότι (Q, q) είναι καθορισμένος συνεξισωτής, έχουμε ότι υπάρχει ένα
κάλυμμα {Tαξ → Tα|α ∈ A, ξ ∈ Ξα} του Tα, τέτοιο ώστε για κάθε ξ ∈ Ξα υπάρχει ένα
ζιγκ-ζαγκ (στην E) της μορφής
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και μορφισμοί
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Tαξ

x1
<<yyyyyyyy

x2 //

xn

��6
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6 B2

B2

τέτοιοι ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό
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B2

f~~||
||

||
|| g

!!D
DD

DD
DD

D B2

f

}}zz
zz

zz
zz g

��>
>>

>>
>>

>>
B2

f

����
��

��
��

�

g
  B

BB
BB

BB
B

B1 B1 B1

δηλαδή, ισχύουν οι παρακάτω ισότητες

f ·x1 = e1 ·xα · tαξ, g ·x1 = f ·x2, g ·x2 = f ·x3, ..., g ·xn−1 = f ·xn, g ·xn = e1 · yα · tαξ

Τώρα, από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (*) και από τις παραπάνω ισότητες
προκύπτει ότι καθένας από τους μορφισμούς x1, , x2, ..., xn, εξισώνει το παράλληλο ζεύγος
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B2
t2

//

t1 //
Z . Πράγματι:

t1 · x1 = s1 · f · x1 = r1 · q · f · x1
= r1 · q · e1 · xα · tα,ξ = r1 · e · q′ · xα · tα,ξ
= r1 · e · x · tα · tα,ξ = r2 · e · x · tα · tα,ξ
= r2 · e · q′ · xα · tα,ξ = r2 · q · e · xα · tα,ξ
= r2 · q · f · x1 · tα,ξ = s2 · f · x1 = t2 · x1

Επιπλέον για k = 2, ..., n έχουμε ότι,

t1 · xk = r1 · q · f · xk
= r1 · q · g · xk−1 = r1 · q · f · xk−1 = r1 · q · g · xk−2 = ...

... = r1 · q · f · x2 = r1 · q · g · x1 =
r1 · q · f · x1 = t1 · x1

και ομοίως ότι, t2 · xk = t2 · x1.
΄Αρα, από την καθολική ιδιότητα του εξισωτή (E2, e2) έχουμε ότι υπάρχουν μορφισμοί
y1, y2, ..., yn : Tαξ → E2, τέτοιοι ώστε τα ακόλουθα τρίγωνα να είναι αντιμεταθετικά

Tαξ

y1

��

x1

""D
DD

DD
DD

D

E2 e2
// B2

Tαξ

y2

��

x2

""D
DD

DD
DD

D

E2 e2
// B2

... Tαξ

yn

��

xn

""D
DD

DD
DD

D

E2 e2
// B2

Τέλος, από την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος (*) και τις παραπάνω ισότητες έχουμε
ότι το παρακάτω διάγραμμα
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είναι αντιμεταθετικό. Πράγματι:

e1 · f ′ · y1 = f · e2 · y1 = f · x1 = e1 · xα · tαξ

και αφού ο e1 είναι μονομορφισμός, έχουμε ότι: f ′ · y1 = xα · tαξ. ΄Ομοια δείχνουμε και τις
υπόλοιπες ισότητες που απαιτούνται για την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος. Από

το γεγονός τώρα ότι το διάγραμμα E2
g′

//

f ′ //
E1

q′ // E είναι συνεξισωτής, έχουμε ότι

(βλέπε Παρατήρηση 3.3.1): q′ · xα · tαξ = q′ · yα · tαξ. Από τις ισότητες (5.11) στην αρχή
της απόδειξης, έχουμε ότι

x · tα · tαξ = y · tα · tαξ
και αφού το site είναι υποκανονικό έχουμε τελικά ότι x = y. �5.2.14 Πρόταση. ΄Εστω C μία μικρή κατηγορία, (E , j) ένα συν-πλήρες, με πεπερασμένα
συνεκτικά όρια, υποκανονικό site και F : C → E ένας συναρτητής. ΄Εστω επιπλέον ότι για
κάθε διάγραμμα εξισωτή στην [Cop,Set], τα συνόρια που υπεισέρχονται στον υπολογισμό
της αριστερής επέκτασης Kan ενός τέτοιου διαγράμματος, είναι καθορισμένα στην E . Τότε,
αν ο F είναι j-επίπεδος ως προς πεπερασμένα συνεκτικά όρια, η αριστερή επέκταση Kan
του F κατά μήκος της εμφύτευσης Yoneda διατηρεί εξισωτές.Απόδειξη: ΄Εστω E // e // Q

g
//

f //
Z , ένα διάγραμμα εξισωτή στην [Cop,Set] και Q ∼=

colim
i∈I

yCi. Από το γεγονός ότι τα συνόρια που που υπεισέρχονται στον υπολογισμό της

αριστερής επέκτασης Kan του παραπάνω εξισωτή είναι καθορισμένα, έχουμε ότι τα συν-
γινόμενα και οι συνεξισωτές που εμφανίζονται στο διάγραμμα (Α΄) στην σελίδα 147 είναι
καθορισμένα. ΄Αρα τα συν-γινόμενα αυτά είναι καθολικά (βλέπε Συμπέρασμα 3.3.4). Κατά
συνέπεια, με βάση τις υποθέσεις της Πρότασης, έχουμε ότι στο διάγραμμα (Α΄), οι στή-
λες είναι συνεξισωτές και η επάνω και η μεσαία γραμμή είναι εξισωτές, Συνεπώς από το
Λήμμα 5.2.13, έχουμε ότι ο μορφισμός F ∗e : F ∗E → F ∗Q είναι μονομορφισμός.
Δείχνουμε τώρα ότι το ζευγάρι (F ∗E,F ∗e) είναι ο εξισωτής του διαγράμματος

F ∗Q = colimiyCi
F ∗g

//

F ∗f //
F ∗Z , στην E .

΄Εστω λοιπόν x : T → colimiFCi, ένας μορφισμός ο οποίος εξισώνει τους F ∗f, F ∗g,
δηλαδή F ∗f · x = F ∗g · x. Εφαρμόζοντας την συνθήκη PC1 για το συνόριο colimiFCi
έχουμε ότι υπάρχει ένα κάλυμμα {Tα → T |α ∈ A} του T , τέτοιο ώστε για κάθε α ∈ A
υπάρχει ένας δείκτης i(α) ∈ I και ένας μορφισμός xα : Tα → FCi(α), έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό
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Tα

xα
��

tα // T

x

��
FCi(α)

incli(α)

// colimiFCi

Τώρα, αν με li : FCi →
∐
FCi συμβολίσουμε τους μορφισμούς προς το συν-γινόμενο,

έχουμε ότι για κάθε i το ακόλουθο διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό

FCi

incli &&LLLLLLLLLL
li //

∐
FCi

F ∗r
��

colimiFCi

΄Εχουμε τώρα ότι για κάθε α ο μορφισμός li(α)·xα : Tα →
∐
FCi, εξισώνει τους F ∗f1, F

∗g1.
Πράγματι,

F ∗f1 · li(α) · xα = F ∗f · F ∗r · li(α) · xα
= F ∗f · incli(α) · xα
= F ∗f · x · tα
= F ∗g · x · tα
= F ∗g · incli(α) · xα
= F ∗g · F ∗r · li(α) · xα
= F ∗g1 · li(α) · xα

΄Αρα (από την καθολικότητα του εξισωτή (
∐

i F
∗Ei, F

∗e′), υπάρχει ένας μοναδικός μορ-
φισμός yα : Tα →

∐
i F

∗Ei, τέτοιος ώστε F ∗e′ · yα = li(α) · xα. Δείχνουμε τώρα ότι η
οικογένεια {F ∗u · yα : Tα → F ∗E|α ∈ A}, στοιχείων του συναρτητή homE(−, F ∗E), είναι
μία συμβατή οικογένεια για το κάλυμμα {tα : Tα → T |α ∈ A}. Για τυχαία α, α′ ∈ A,
έχουμε το παρακάτω διάγραμμα

Tα
yα //

tα

!!B
BB

BB
BB

B

∐
i F

∗Ei
F ∗u

%%KKKKKKKKKK

Tα ×T Tα′

π1
αα′

99ssssssssss

π2
αα′ %%KKKKKKKKKK T F ∗E

Tα′ yα′
//

tα′

==|||||||| ∐
i F

∗Ei

F ∗u

99ssssssssss
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Από τις ισότητες τώρα

F ∗e · F ∗u · yα · π1
α,α′ = F ∗r · F ∗e′ · yα · π1

α,α′

= F ∗r · li(α) · xα · π1
α,α′

= incli(α) · xα · π1
α,α′

= x · tα · π1
α,α′

= x · tα′ · π2
α,α′

= incli(α′) · xα′ · π2
α,α′

= F ∗r · li(α′) · xα′ · π2
α,α′

= F ∗r · F ∗e′ · yα′ · π2
α,α′

= F ∗e · F ∗u · yα′ · π2
α,α′

και το γεγονός ότι ο F ∗e είναι μονομορφισμός έχουμε ότι το εξωτερικό του παραπάνω
διαγράμματος είναι αντιμεταθετικό, άρα αποδείξαμε την συμβατότητα της οικογένειας. Από
το γεγονός ότι ο αναπαραστάσιμος homE(−, F ∗E) είναι δράγμα, έχουμε ότι υπάρχει ένας
μοναδικός μορφισμός w : T → F ∗E, τέτοιος ώστε για κάθε α ∈ A να έχουμε ότι w · tα =
F ∗u · yα

Tα
yα //

tα !!B
BB

BB
BB

B

∐
i F

∗Ei
F ∗u

%%KKKKKKKKKK

T w
// F ∗E

Τέλος, από τις ισότητες

F ∗e · w · tα = F ∗e · F ∗u · yα
= F ∗r · F ∗e′ · yα
= F ∗r · li(α) · xα
= incli(α) · xα
= x · tα

και το γεγονός ότι το site είναι υποκανονικό, έχουμε ότι ο x παραγοντοποιείται (x = F ∗e·w)
μοναδικά μέσω του F ∗e. �5.2.15 Παρατήρηση. Αν στην κατηγορία E ισχύει ότι φιλτραρισμένα συνόρια αντιμε-
τατίθενται με εξισωτές (για παράδειγμα αν η E είναι μία τοπικά πεπερασμένα παρουσιάσιμη
κατηγορία), τότε μπορούμε να ῾῾χαλαρώσουμε λίγο᾿᾿ τις υποθέσεις της παραπάνω πρότασης.
Με αυτό εννοούμε ότι αντί να υποθέσουμε ότι για κάθε διάγραμμα εξισωτή στην [Cop,Set],
τα συνόρια που υπεισέρχονται στον υπολογισμό της αριστερής επέκτασης Kan ενός τέτοιου
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διαγράμματος είναι καθορισμένα, αρκεί υποθέσουμε ότι η συνθήκη αυτή πληρούται για δια-

γράμματα εξισωτή στην [Cop,Set], της μορφής E // e // P
g

//

f //
Y , όπου προδράγμα P

είναι ισόμορφο μ΄ ένα πεπερασμένο συνόριο αναπαραστάσιμων, δηλαδή το P είναι ένα πεπε-
ρασμένα παρουσιάσιμο αντικείμενο της κατηγορίας [Cop,Set] (βλέπε [49], §2.1). Πράγματι,
από την προηγούμενη απόδειξη, έχουμε ότι αν τροποποιούσαμε όπως περιγράψαμε πριν, την
υπόθεση της Πρότασης, τότε θα είμαστε σε θέση να αποδείξουμε την διατήρηση εξισωτών
από την αριστερή επέκταση Kan, για διαγράμματα εξισωτών όπως το παραπάνω. Αν όμως
η E έχει την επιπλέον ιδιότητα ότι φιλτραρισμένα συνόρια αντιμετατίθενται με εξισωτές,

τότε αν E // e // Q
g

//

f //
Z είναι ένα τυχαίο διάγραμμα εξισωτή στην [Cop,Set], από το

γεγονός ότι κάθε προδράγμα γράφεται (είναι ισόμορφο) μ΄ ένα φιλτραρισμένο συνόριο πεπε-
ρασμένων παρουσιάσιμων αντικειμένων, έχουμε ότι αν X ∼= colim

j∈J
Pj, όπου Pj πεπερασμένα

παρουσιάσιμα προδράγματα και J φιλτραρισμένη κατηγορία, τότε:

F ∗(E) ∼= F ∗(Eq(colimjPj ⇒ Y ))
∼= F ∗(colimjEq(Pj ⇒ Y ))
∼= colimjF

∗(Eq(Pj ⇒ Y ))
∼= colimjEq(F

∗Pj ⇒ F ∗Y )
∼= Eq(colimjF

∗Pj ⇒ F ∗Y )
∼= Eq(F ∗(colimjPj)⇒ F ∗Y )
∼= Eq(F ∗X ⇒ F ∗Y ) �
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