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2 Ðåñéå÷üìåíá



ÊåöÜëáéï 1

ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ
ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÌÏÍÔÅËÙÍ

1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç åéóáãùãÞ êáé áíÜðôõîç ôùí ôõðéêþí Þ öïñìáëéóôéêþí ãëùóóþí (formal lan-
guages), åß÷å óáí êßíçôñï ôç «äõôéêÞ» áíôßëçøç üôé åðéóôçìïíéêü åßíáé ìüíïí
ôï áêñéâÝò êáé áõôü ðïõ ìðïñåß íá ìåôñçèåß. Ãéá íá áðïöåõ÷èïýí ëïéðüí ç
áóÜöåéåò êáé áíáêñßâåéåò ôçò öõóéêÞò ãëþóóáò åéóÞ÷èçêáí êáé áíáðôý÷èçêáí
ïé ôõðéêÝò ãëþóóåò. ÕðÜñ÷åé üìùò êáé åäþ Ýíá åßäïò åíôñïðßáò. ’Oôé êáíåßò
êåñäßæåé óå áêñßâåéá ôï ÷Üíåé óå åêöñáóôéêÞ éêáíüôçôá. Ïé öïñìáëéóôéêÝò
ãëþóóåò åîõðçñÝôçóáí óå ðïëý ìåãÜëï âáèìü ôá áðüëõôá Þ ÊáíôïñéáíÜ ìá-
èçìáôéêÜ. Ôåëåõôáßá üìùò êÜôù áðü ôçí Ýíôáóç êáé ðßåóç ðïõ äçìéïõñãïýíôáé
áðü ôçí áíÜðôõîç ôçò ðëçñïöïñéêÞò, êáé éäéáßôåñá ôçò ôå÷íçôÞò íïçìïóýíçò
êáé ñïìðïôéêÞò, Ý÷ïõí åéóá÷èåß êáé áíáðôýóóïíôáé åðéóôçìïíéêÜ áíôéêåßìåíá
üðùò ç «áóáöÞò ëïãéêÞ» , êáé ãåíéêüôåñá ïé «ðëåéüôéìåò ëïãéêÝò» (many-valued
logics), êáèþò åðßóçò êáé ïé áíôßóôïé÷åò ìç-ÊáíôïñéáíÝò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò.
Ìéá Üëëç åîÝëéîç ðïõ áîßæåé íá ìíçìïíåõèåß åßíáé ç «åêôáóéáêÞ óçìáóéïëïãßá»
(denotational semantics), ðïõ åßíáé ãéá ôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý, üôé åßíáé
ç Èåùñßá ÌïíôÝëùí ãéá ôç ËïãéêÞ Ðñþôçò ÔÜîçò.

Ï ðõñÞíáò ôùí äñáóôçñéïôÞôùí áõôþí ðåñéãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò: Îå-
êéíþíôáò áðü ôéò êëáóéêÝò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò êáé ôéò áíôßóôïé÷åò äßôéìåò
ëïãéêÝò, öèÜíïõìå óôéò ìç-ÊáíôïñéáíÝò èåùñßåò êáé óôéò ðëåéüôéìåò ëïãéêÝò,
áðïêáèéóôþíôáò Ýôóé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìÝñïò áðü ôçí åêöñáóôéêÞ éêáíüôçôá
ôùí öõóéêþí ãëùóóþí. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ïëïêëçñþíåôáé Ýíáò áðáñáßôçôïò
êýêëïò: Ìå ôçí «åéäåôéêÞ áíáãùãÞ» êáé ôçí ÷ñÞóç ôïõ åíåóôùôéêïý áðåßñïõ äç-
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ìéïõñãïýìå ôá áðüëõôá ÊáíôïñéáíÜ-ÐëáôùíéêÜ ìáèçìáôéêÜ, êáé óôç óõíÝ÷åéá
ìå áöåôçñßá áõôÜ ôá êáëþò ïñéóìÝíá áíôéêåßìåíá êáé ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ äõ-
íáìéêïý áðåßñïõ êáé ôçò áóÜöåéáò ðïõ óõíåðÜãåôáé, áíáðôýóóïõìå äéÜöïñåò
«üøåéò» ôçò öõóéêÞò ðñáãìáôéêüôçôáò. ÁõôÝò ïé äéÜöïñåò «üøåéò» Þ «èåÜóåéò»
ìÝóá áðü ôéò ïðïßåò ìðïñïýìå íá áíôéëçöèïýìå ôçí «ôçí áðüëõôç ðñáãìá-
ôéêüôçôá» áðïôåëïýí óôçí ïõóßá ôá äéÜöïñá ìïíôÝëá ôçò áðüëõôçò èåùñßáò.
Áðü ôçí Üðïøç ëïéðüí ôùí èåìåëßùí ôùí åöáñìïóìÝíùí ìáèçìáôéêþí, ãéá íá
ïñéóôåß Ýíá «öõóéêü» áíôéêåßìåíï, èá ðñÝðåé ðñþôá íá áíáðáñáóôáèåß óôá
êëáóóéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå Ýíá ìç - Êáíôï-
ñéáíü áíÜëïãï.

Ôá ìáèçìáôéêÜ ôçò ðñþôçò âéïìç÷áíéêÞò åðáíÜóôáóçò Þôáí ôá ëåãüìåíá
«ÍåõôùíéáêÜ ìáèçìáôéêÜ» ðïõ âáóßæïíôáí ðÜíù óôï «óõíå÷Ýò» êáé ôï «á-
öçñçìÝíï», ôï «åíåóôùôéêü Üðåéñï» êë.ð. ìå êýñéï êáé âáóéêü ðñïéüí ôïí
Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü, ìå ôéò ôåñÜóôéåò óå áñéèìü åöáñìïãÝò.

ÓÞìåñá ôá ðñÜãìáôá áëëÜæïõí. Ôá ÍåõôùíéáêÜ ìáèçìáôéêÜ, ðïõ óôç âÜóç
ôïõò Þôáí «ðïóïôéêÜ» åìðëïõôßæïíôáé êáé åíáñìïíßæïíôáé ìå ôá ëåãüìåíá «ðïéï-
ôéêÜ ìáèçìáôéêÜ», áëëÜ êáé ìå Ýíá óïâáñü åíäéáöÝñïí ãéá ôá «ðåðåñáóìÝíá
ìáèçìáôéêÜ», üðïõ ìå ôïí üñï «ðåðåñáóìÝíï» äåí åííïïýìå áíáãêáóôéêÜ «ðï-
óïôéêÜ ðåðåñáóìÝíï». Ìßá áðü ôéò êýñéåò áéôßåò ãé’ áõôü åßíáé ç åéóâïëÞ ôùí
õðïëïãéóôþí ïé ïðïßïé áíïßãïõí áðßóôåõôåò åíïðïéçôéêÝò êáé óõíèåôéêÝò äõ-
íáôüôçôåò. Ç ëåéôïõñãßá ôùí õðïëïãéóôþí âáóßæåôáé óå ðåðåñáóìÝíá ìáèç-
ìáôéêÜ óõóôÞìáôá. Ï õðïëïãéóôÞò ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï ñçôïýò áñéèìïýò, óôç
ìïñöÞ ðåñßðïõ ðïõ ôïõò ãíþñéæáí êáé ïé Ðõèáãüñåéïé, äåí êáôáëáâáßíåé ôé åß-
íáé ìçäÝí, ôï äå Üðåéñï ôï õðïäçëþíåé ùò «overflow» êÜôé óáí ôï «áêáôáíüçôï»
óôÜ ìç-óõìâáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ.

H éóüôçôá óôïí õðïëïãéóôÞ åßíáé ôåëåßùò äõíáìéêÞ êáé äåí åßíáé áíôéìåôá-
èåôéêÞ. Óõãêñßíïíôáò ôá ìáèçìáôéêÜ ôïõ õðïëïãéóôÞ ìå ôá ÍåõôùíéáêÜ ìáèç-
ìáôéêÜ ðáñáôçñïýìå ôéò áêüëïõèåò áíôéóôïé÷ßåò:

Áðåéñïóôéêüò Ëïãéóìüò ↔ ËïãéêÞ êáé «ÐåðåñáóìÝíá» ìáèçìáôéêÜ
ÓõíáñôÞóåéò ↔ Áëãüñéèìïé

Ðßíáêåò ↔ ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí
ÐñùôïâÜèìéåò Åîéóþóåéò ↔ Stacks êáé ÏõñÝò

ÄåõôåñïâÜèìéåò Åîéóþóåéò ↔ ÓõíáñìïëïãçìÝíåò ëßóôåò
êáé äõáäéêÜ ÄÝíôñá

ÂëÝðïõìå ëïéðüí ïôé ç ó÷Ýóç ôçò ÐëçñïöïñéêÞò êáé ôçò ËïãéêÞò óôç ãåíéêÞ
ôçò ìïñöÞ, åßíáé ðåñßðïõ õçò ßäéáò öýóçò ìå ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò ÁíÜëõóçò
êáé ôçò ÖõóéêÞò, ðïõ õðÜñ÷åé óôá ÍåõôùíéáêÜ-ÊáíôïñéáíÜ ÌáèçìáôéêÜ.

Áò Ýñèïõìå ôþñá óôá âáóéêÜ åííïéïëïãéêÜ óôïé÷åßá ôçò ìáèçìáôéêÞò ëï-
ãéêÞò. Äéáêñßíïõìå óõíÞèùò ôïõò áêüëïõèïõò ôýðïõò áíôéêåéìÝíùí:
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1) ÓõíôáêôéêÜ áíôéêåßìåíá. Ç êåíôñéêÞ Ýííïéá åäþ åßíáé áõôÞ ôçò ôõðéêÞò
Þ öïñìáëéóôéêÞò ãëþóóáò. Ç óýíôáîç ôùí êáëïó÷çìáôéóìÝíùí åêöñÜ-
óåùí ôçò ãëþóóáò, ç ëïãéêÞ ìïñöÞ áõôþí ôùí åêöñÜóåùí, ç Ýííïéá ôçò
áðüäåéîçò êáé ç Ýííïéá ôçò èåùñßáò, åßíáé üëåò óõíôáêôéêÝò Ýííïéåò. Èá
ìðïñïýóå êáíåßò ÷ïíôñéêÜ íá éó÷õñéóôåß, üôé Ýíá ìáèçìáôéêü âéâëßï ðïõ
äéáðñáãìáôåýåôáé ìéá ìáèçìáôéêÞ èåùñßá, äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ
ìéá óõíôáêôéêÞ Ýêöñáóç áõôÞò ôçò èåùñßáò, óå ìéá ãëþóóá, ðïõ åßíáé
áíÜìéîç ôõðéêÞò ãëþóóáò êáé ìåôáãëþóóáò, ðïõ óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò åß-
íáé ç ÅëëçíéêÞ ãëþóóá.

Óõíïøßæïíôáò ëïéðüí, ïé âáóéêÝò óõíôáêôéêÝò Ýííïéåò áðïôåëïýíôáé áðü:

(i) Ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá L ðïõ áðáñôßæåôáé: Áðü ôá ëïãéêÜ óýìâïëá
«¬,∧,∨, → , ↔ » áðü ìåôáâëçôÝò V = {x1, . . . , xn, . . .}, ðïóï-
äåßêôåò «∀, ∃», ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò «≈», êáé óýìâïëá óôßîçò
« (, ), [, ], . . .», êáèþò åðßóçò êáé êÜðïéïõò óõíôáêôéêïýò êáíüíåò ãéá
ôùí ó÷çìáôéóìü áðïäåêôþí åêöñÜóåùí êáé ôÝëïò áðü ôá ìç-ëïãéêÜ
óýìâïëá ôùí êáôçãïñçìÜôùí, ôùí óõíáñôÞóåùí êáé ôùí óôáèåñþí.

(ii) Ôçí Ýííïéá ôçò áðüäåéîçò Þ ëïãéêÞò ðáñáãùãÞò, ðïõ ðñïûðïèÝôåé
üôé Ý÷ïõìå äå÷ôåß êÜðïéïõò ëïãéêïýò êáíüíåò ( ð.x. modus ponens)
êáé êÜðïéåò ðñïôÜóåéò óáí ëïãéêÜ áîéþìáôá ðñþôçò ôÜîçò.

(iii) Ìéá èåùñßá åßíáé Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí T , ðïõ åßíáé êëåéóôü ùò
ðñïò ôçí áðïäåéîéìüôçôá, äçëáäÞ áí ìéá ðñüôáóç ìðïñåß íá áðï-
äåé÷ôåß áðü ôéò ðñïôÜóåéò óôçí T ôüôå ç ðñüôáóç áõôÞ áíÞêå Þäç
óôï T , óõìâïëéêÜ, ãéá êÜèå L-ðñüôáóç ìå T ` ϕ Ý÷ïõìå üôé ϕ ∈ T .
Åíá õðïóýíïëï Á ôïõ T èá ëÝãåôáé Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí ãéá ôçí
T áí üëåò ïé ðñïôÜóåéò ôçò T ìðïñïýí íá áðïäåé÷ôïýí ìå ôçí ÷ñÞóç
ìüíïí ôùí ðñïôÜóåùí óôï Á.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ Ý÷ïõìå ôéò óçìáíôéêÝò Þ óçìáóéïëïãéêÝò Ýííïéåò:

2) ÓçìáíôéêÜ Þ óçìáóéïëïãéêÜ áíôéêåßìåíá. ÁõôÜ åßíáé ôá âáóéêÜ ìáèçìá-
ôéêÜ áíôéêåßìåíá, Óýíïëá, Ãåùìåôñßá, Áëãåâñá, ÁíÜëõóç, êáé ãåíéêÜ ïé
ìáèçìáôéêÝò äïìÝò. Ìðïñïýìå áêüìá íá èåùñïýìå êáé ôéò ôõðéêÝò ãëþó-
óåò óáí ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï, ðïõ äéáèÝôïõí «ìïñöÞ» ðáñüìïéá ìå
ôçí ìïñöÞ ôùí ãåùìåôñéêþí áíôéêåéìÝíùí, áëëÜ êáé óõãêåêñéìÝíç äïìÞ.

Ôá áíôéêåßìåíá áõôÜ ðñÝðåé íá åêëáìâÜíïíôáé óáí áöáéñÝóåéò êáé åéäå-
ôéêÝò áíáãùãÝò ôïõ êüóìïõ ôçò åìðåéñßáò êáé óáí ôÝôïéá åßíáé íïçôéêÝò
êáôáóêåõÝò êáé Ý÷ïõí ìéá ñåáëéóôéêÞ ïíôïëïãéêÞ äéÜóôáóç. Èá ìðïñïý-
óáìå ßóùò íá ðïýìå üôé ç êåíôñéêÞ ìáèçìáôéêÞ Ýííïéá åßíáé ç Ýííïéá
ôçò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò êáé ïé äéÜöïñåò ãåíéêåýóåéò ôçò. Áðü ôçí Üëëç
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ìåñéÜ èá ìðïñïýóáìå íá éó÷õñéóôïýìå üôé, ôá âáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ áíôé-
êåßìåíá áðïôåëïýíôáé áðü ôá ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá êáé ôçí ãëùóóéêÞ
ôïõò ðåñéãñáöÞ áðü ìéÜ êáôÜëëçëç ãëþóóá, äçëÜäç ç âÜóç ôùí ìáèç-
ìáôéêþí åßíáé ç Ýíôáóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé áðü ôï äéáëåêôéêü ó÷Þìá:
Ãåùìåôñßá-ËïãéêÞ. Ç ç ìåí áíáëõôéêïëïãéêÞ ÝêöñáóÞ ôïõ äéáëåêôéêïý
áõôïý ó÷Þìáôïò äßíåé ôçí ÁíÜëõóç, ç äå äïìéêï-ïëéóôéêÞ ÝêöñáóÞ ôïõ,
ôçí Áëãåâñá. Óôç óõíÝ÷åéá èá èåùñïýìå ôçí Ýííïéá ôçò ìáèçìáôéêÞò
äïìÞò óáí ôçí êåíôñéêÞ óçìáíôéêÞ (≡ óçìáóéïëïãéêÞ) Ýííïéá.

Óõíïøßæïíôáò ëïéðüí ïé âáóéêÝò óçìáíôéêÝò Ýííïéåò áðïôåëïýíôáé áðü:

(i) Ôçí Ýííïéá ôçò L-åñìçíåßáò Þ L-äïìÞò, ðïõ åßíáé ìéá ìáèçìáôéêÞ
äïìÞ ìå ïìüëïãï ùò ðñïò ôïí ãëùóóéêü ïðëéóìü ôçò ôõðéêÞò ãëþó-
óáò L, óçìáíôéêü ïðëéóìü.

(ii) Ôçí Ýííïéá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò ðïõ åßíáé ç ïìüëïãç Ýííïéá ôçò
áðüäåéîçò, êáé âáóßæåôáé óôç ðáñáäï÷Þ êÜðïéùí áîéùìÜôùí ãéá ôçí
äïìÞ, êáé ôÝëïò,

(iii) Ôçí Ýííïéá ôïõ ìïíôÝëïõ ìéáò èåùñßáò ðïõ åßíáé áêñéâþò ìéá äïìÞ
óôçí ïðïßá éêáíïðïéåßôáé ìéá èåùñßá.

Ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá ôçò Èåùñßáò ÌïíôÝëùí åßíáé ôá ÈåùñÞìáôá Ðëçñü-
ôçôáò/Óõìðáãßáò, ðïõ óõíäÝïõí èåùñßåò êáé ìïíôÝëá êáé ìáò åîáóöáëßæïõí,
üôé êÜèå óõíåðÞò èåùñßá Ý÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ìïíôÝëï, ôá èåùñÞìáôá ôùí
Löwenheim-Skolem, êáèþò åðßóçò êáé äéÜöïñïé ôñüðïé êáôáóêåõÞò ìïíôÝëùí
ãéá óõãêñéìÝíåò èåùñßåò, Ýíáò åê ôùí ïðïßùí åßíáé êáé ç ìÝèïäïò ôùí õðåñãé-
íïìÝíùí, ìå ôïí ïðïßï èá áó÷ïëçèïýìå ðåñéóóüôåñï åäþ.

Óõíïøßæïíôáò ëïéðüí, ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò ìïíôåëïèåùñßáò åßíáé:

(i) Ìéá ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá L ìáæß ìå ôïõò üñïõò, ôéò ðñïôÜóåéò êáé ôïõò
ôýðïõò ôçò.

(ii) Ïé åñìçíåßåò-ðñáãìáôþóåéò 1 Þ L-äïìÝò A, ôçò L.

(iv) Ç Ýííïéá ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò óôç äïìÞ A, äçëáäÞ A |= ϕ (ç ϕ éêáíï-
ðïéåßôáé óôçí A).

Ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá åßíáé:

1.1.1 Èåþñçìá. (Óõìðáãßáò) Áí Ó åßíáé Ýíá óýíïëï áðü L-ðñïôÜóåéò, êáé êÜèå
ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Ó Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï, ôüôå êáé ôï Ó Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï.

1ÌéÜ ôÝôïéá åñìçíåßá-ðñáãìÜôùóç èá ìðïñïýóå íá ïíïìáóèåß êáé «óçìáóéïäüôçóç» .
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1.1.2 Èåþñçìá. (Êáèïäéêü Èåþñçìá ôùí Löwenheim - Skolem) Áí T Ý÷åé Ýíá
ìïíôÝëï M ìå ðëçèÜñéèìï k ≥ card (L), êáé X åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ M ,
ôüôå õðÜñ÷åé ìéá õðïäïìÞ N ôïõ M ìå, X ⊆ N ⊆ M, N |= T , êáé card (N) =
max[card (X), card (L)].

1.1.3 Èåþñçìá. (Áíïäéêü Èåþñçìá ôùí Löwenheim-Skolem) Áí T Ý÷åé Ýíá ìï-
íôÝëï M ìå ðëçèÜñéèìï k ≥ ℵ0 ôüôå ç T Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï
≥ card (L).

1.1.4 Ó÷üëéï. (i) Ôá ÈåùñÞìáôá Löwenheim-Skolem Ý÷ïõí ôåñÜóôéåò åðéðôþ-
óåéò ãéá ôá ÈåìÝëéá ôùí Ìáèçìáôéêþí, áöïý óôá èåùñÞìáôá áõôÜ óôçñß-
æåôáé ç ýðáñîç ìç-óõìâáôéêþí ìïíôÝëùí. Åßíáé áêüìá öáíåñü üôé ïé
Ýííïéåò ôïõ «ðåðåñáóìÝíïõ», ôïõ «áñéèìÞóéìïõ» êáèþò åðßóçò êáé ôïõ
«ìç-áñéèìÞóéìïõ» äåí åßíáé ðñùôïâáèìßùò ïñßóéìåò, êáé åðïìÝíùò åßíáé
ó÷åôéêÝò áðü ìïíôÝëï óå ìïíôÝëï. ÏñéóìÝíåò áðü áõôÝò ôéò Ýííïéåò åßíáé
ïñßóéìåò óå ëïãéêÝò áíþôåñçò ôÜîçò.

(ii) Áðü ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá ôïõ P. Lindström (On model- completenes,
Theoria, 30, (194), 183-196) ãíùñßæïõìå üôé ç ëïãéêÞ ðñþôçò ôÜîçò åß-
íáé ç ìüíç ëïãéêÞ, ðïõ åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò ëïãéêÝò ðñÜîåéò ∧,¬,∃
êáé éêáíïðïéåß, ôï Êáèïäéêü Èåþñçìá ôùí Löwenheim - Skolem, êáé ôï
Èåþñçìá ôçò Óõìðáãüôçôáò. ÅðïìÝíùò ãéá ôéò ëïãéêÝò áíþôåñçò ôÜîçò
÷ñåéáæüìáóôå êáéíïýñãéåò éäÝåò êáé âáèéÜ åííïéïëïãéêÞ êáôáíüçóç ôùí
óõíåðåéþí ôùí áíùôÝñù äýï áðïôåëåóìÜôùí. Áîßæåé áêüìá íá ðñïóèÝ-
óïõìå üôé ôï Èåþñçìá ôùí Löwenheim - Skolem óõíåðÜãåôáé ôï Áîßùìá
ôçò EðéëïãÞò (AC).

(iii) Åßíáé áêüìç äéáéóèçôéêÜ öáíåñü üôé ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá ôçò èåùñßáò
ìïíôÝëùí åéóÜãïõí Ýíá åßäïò «åðéðÝäïõ ðñáãìáôéêüôçôáò» ãéá ôçí «ìá-
èçìáôéêÞ ýëç» . Åôóé ð.÷. ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ìðïñïýí íá «ðáñáôç-
ñçèïýí» áðü ðïëëïýò «ðáñáôçñçôÝò» äßíïíôáò êÜèå öïñÜ êáé áðü Ýíá
ìïíôÝëï ìå äéáöïñåôéêü ðëçèÜñéèìï. Ï ðëçèÜñéèìïò áõôüò åîáñôÜôáé
áðü ôçí äéáêñéôéêÞ éêáíüôçôá ôïõ ðáñáôçñçôÞ áõôïý. ÊáôÜ ôçí Üðïøç
ôïõ ãñÜöïíôïò êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò «íÝåò» éäÝåò åßíáé ç óýíèåóç ôùí
áêüëïõèùí äéáëåêôéêþí ó÷çìÜôùí:

1 Ãåùìåôñßá−ËïãéêÞ

� Åêôáóç (Extention)− Åíôáóç (Intention)

� Aíáëõôéêï-ëïãéêü -- Ïëéóôéêü-äïìéêü

� Ìç-êëáóóéêÜ ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá --Ðëåéüôéìåò ëïãéêÝò

� Óôáèåñü--ìåôáâáëëüìåíï
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2 Ôïðéêü (local)−Áðüëõôï (absolute)

� äõíáìéêü--åíåóôùôéêü Üðåéñï

� åóùôåñéêü--åîùôåñéêü

� óõìâáôéêü & Êáíôïñéáíü−ìç-óõìâáôéêü & ìç-Êáíôïñéáíü

� áóáöÝò − åíáñãÝò.

3 ÅðéðÝäï ðñáãìáôéêüôçôáò, & ïñßæïíôáò áíáöïñÜò

� Äéáêñéôü − óõíå÷Ýò

� Äéáêñéôü − áäéÜêñéôï êáé ìç-óõìâáôéêüôçôá

� äõíáìéêü Üðåéñï ≡ ðåðáóìÝíï + áïñéóôßá êáé áóÜöåéá

3 Ðïóïôéêü − ðïéïôéêü

� Áëãåâñåò Boole & Heyting − ìÝôñá åðß áõôþí ôùí áëãåâñþí
& MV-Üëãåâñåò

� ÌïíôÝëá ôïõ Boole & Heyting − ÌïíôÝëá ìå ôéìÝò áëÞèåéáò
óå ìéÜ ÌV-Üëãåâñá

Áò äïýìå ôþñá Ýíá ãíùóôü ðáñÜäåéãìá ìáèçìáôéêÞò äïìÞò êáé ôçò áíôßóôïé÷çò
ãëþóóáò ôçò. Åóôù ç äïìÞ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí 〈R ; {+, ·}, {≤}, {0, 1}〉.
Ç ãëþóóá L(R) áðïôåëåßôáé áðü ôá áêüëïõèá óôïé÷åßá:

(I) Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá.

1) Ëïãéêïß óýíäåóìïé: ¬,∧,∨,→,←→
2) Ðïóïäåßêôåò: ∀, ∃.

3) ÌåôáâëçôÝò: x1, x2, . . . , x, y, z, . . .

4) Ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò: ≈2

5) Óýìâïëá Óôßîçò: (, ), [, ], . . .

(II) Ôá ìç-ëïãéêÜ óýìâïëá Þ ðáñÜìåôñïé.

1) Óýìâïëá ó÷Ýóåùí: Ç ãëþóóá L(R), ðåñéÝ÷åé Ýíá óýìâïëï ó÷Ýóçò,
ôï R≤, ðïõ èá ôï ôáõôßæïõìå ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ó÷Ýóç ≤.

2×ñçóéìïðïéïýìå áõôÞí ôçí ðáñáëëáãÞ ôïõ óõìâüëïõ éóüôçôáò, ãéá íá ôïíßóïõìå üôé ç äÞëùóç
«ti ≈ tj» äåí óçìáßíåé üôé ïé óõìâïëéêÝò åêöñÜóåéò «ti, tj» åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ßóåò ùò
ôÝôïéåò, áëëÜ áðëÜ üôé ç äÞëùóç «ti ≈ tj» åßíáé ìéá áêüìá óõíôáêôéêÞ óõìâïëéêÞ Ýêöñáóç. Áí
ãéá ðáñÜäåéãìá f+(x1, x2) ≈ f+(x2, x1), áõôü äåí óçìáßíåé üôé ùò óõìâïëéêÝò åêöñÜóåéò åßíáé
ßóåò (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí åßíáé), áëëÜ üôé óå ìéá åñìçíåßá ð.÷. óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,
Ý÷ïõìå üôé n1 + n2 = n2 + n1, üðïõ ðñÜãìáôé ôï óýìâïëï ≈ ðáßñíåé ìéá óçìáóßá ðñáãìáôéêÞò
éóüôçôáò.
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2) Óýìâïëá óõíáñôÞóåùí: f+ , f. óáí ïíüìáôá ôùí ðñÜîåùí «+» êáé
«.».

3) Óýìâïëá äéáêåêñéìÝíùí óôáèåñþí: 0, 1.

4) Óýìâïëá óôáèåñþí: Ãéá êÜèå c ∈ R, Ý÷ïõìå Ýíá óýìâïëï c.

Ïé üñïé L(R) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï Term, ó÷çìáôéóìþí ìå ôéò áêüëïõèåò
éäéüôçôåò:

(i) 0, 1 ∈ Term, êáé ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ x, x ∈ Term.

(ii) Áí t1, t2 ∈ Term ôüôå t1 + t2, t1 · t2 ∈ Term.

Ïé ôýðïé ôçò L(R) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï Form ìå ôéò éäéüôçôåò:

(i) Áí t1, t2 ∈ Term ôüôå R≤(t1, t2) ∈ Form.

(ii) Áí t1, t2 ∈ Term ôüôå t1 ≈ t2 ∈ Form.

(iii) Áí ϕ,ψ ∈ Form ôüôå φ2 ψ ∈ Form, üðïõ 2 ∈ {∧,∨ →,↔}.

(iv) Ãéá êÜèå ϕ ∈ Form ,¬ϕ ∈ Form.

(v) Áí ϕ,ψ ∈ Form ôüôå (∀x)ϕ (∃x)ψ ∈ Form.

Ãéá ôçí áõôïíïìßá ôïõ âéâëßïõ áõôïý êñßíåôáé óêüðéìï íá áíáðáñáãÜãïõìå
áðü ôï [24], êÜðïéá ãåíéêÜ åéóáãùãéêÜ ó÷üëéá êáèþò åðßóçò êáé ôçí êáôá-
óêåõÞ ôùí õðåñðñáãìáôéêþí áñéèìþí, üðïõ ãßíåôáé êáôáíïçôü ôï âÜèïò ôçò
ìåèüäïõ ôùí õðåñäõíÜìåùí. Óôï åðüìåíï ëïéðüí ôìÞìá èá êáôáóêåõÜóïõìå
ëåðôïìåñåéáêÜ ôçí õðåñäýíáìç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Óôçí êáôáóêåõÞ
áõôÞ èá äéáõãáóôïýí üëåò ïé Ýííïéåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá õðåñãéíüìåíá êáé
ôéò õðåñäõíÜìåéò, ìå ôñüðï ôÝôïéï ðïõ ïé ãåíéêåýóåéò ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí íá
åßíáé ôåëåßùò öõóéïëïãéêÝò.

Ç õðåñäýíáìç ∗R, èá êáôáóêåõáóèåß äéáëåêôéêÜ ìå âÜóç ôçí äéáëåêôéêÞ
áñ÷Þ ôçò «Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò» åìáñìïóìÝíçò óôï äéáëåêôéêü ó÷Þìá: óôáèåñü
- ìåôáâáëëüìåíï.

ÊáôÜ ôçí èåþñçóç ìåôáâáëëüìåíùí óôïé÷åßùí óå äéáêñéôü ÷ñüíï RN, êáé
åðïìÝíùò êáôÜ ôçí Üñíçóç ôçò óôáèåñüôçôáò ôïõ R, èåùñÞóáìå ôçí äïìÞ R =
〈R;+, ·,≤, 0, 1〉 óôáèåñÞ ãéá êÜèå n ∈ N, ç äå ìåôáâïëÞ ãéíüôáí óôï åóùôåñéêü
ôïõ R. AêñéâÝóôåñá åß÷áìå ôçí äïìÞ RN =

〈
RN;⊕,¯,<, 0̄, 1̄

〉
üðïõ, áí f =

(a1, . . . , an . . .) êáé g = (b1, . . . , bn . . .) ôüôå,

g ⊕ f = (a1 + b1, . . . , an + bn, . . .)
g ¯ f = (a1 · b1, . . . , an · bn . . .)
g < f ⇔ ai ≤ bi i = 1, 2, . . .
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êáé 0̄ := (0, 0, . . . , 0, . . .) êáé 1̄ := (1, 1, . . . , 1, . . .).
Ç ðñïêåßðôïõóá äïìÞ RN åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ç äå äéÜôáîç åßíáé ìåñéêÞ

êáé ü÷é ïëéêÞ. Óôç óõíÝ÷åéá, åöáñìüæïíôáò ôï äéáëåêôéêü âÞìá ôçò Üñíçóçò ôçò
Üñíçóçò, êáôáöÝñáìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôç äïìÞ ∗R = 〈∗R;+, ·,≤, 0, 1〉 ðïõ
éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôïõ äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò.

1.2 Ç Õðåñäýíáìç ôïõ R: Ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ìå áðåéñïóôÜ.

1.2.1 ÅéóáãùãÞ

Óôü÷ïò ôïõ ôìÞìáôïò áõôïý, ðïõ åßíáé ìÝñïò ôïõ Êåöáëáßïõ 3 ôïõ [24], åßíáé íá
äþóåé ìéá åíïñáôéêÞ åéóáãùãÞ óôéò óýã÷ñïíåò Ýííïéåò ôïõ áðåéñïóôïý êáé ôïõ
Üðåéñá ìåãÜëïõ áñéèìïý. Ôáõôü÷ñïíá ôï åäÜöéï áõôü áðïôåëåß ìéá åéóáãùãÞ
óôçí ïõóßá ôçò ìåèüäïõ ôùí õðåñäõíÜìåùí, ðïõ åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò
ìåèüäïõ ôùí õðåñãéíïìÝíùí, ðïõ èá åîåôÜóïõìå áñãüôåñá. Ç èåþñçóç èá åß-
íáé äéáëåêôéêÞ, üðùò äéáëåêôéêüò Þôáí åîÜëëïõ êáé ï áñ÷éêüò ôñüðïò åéóáãùãÞò
ôïõò, êáé óôçí ïõóßá ÷ñçóéìïðïéåß åëÜ÷éóôåò ãíþóåéò áðü ôçí ËïãéêÞ.

Óôéò äéáéóèçôéêÝò ìáò åîçãÞóåéò, èá áêïëïõèïýìå ôçí Üðïøç ôïõ Paul Co-
hen (ìåôÜëëéï fields): «...üëç ç äéáßóèçóÞ ìáò ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ðßóôç ìáò ó’
Ýíá öõóéêü, ó÷åäüí õëéêü ìïíôÝëï ôïõ ìáèçìáôéêïý óýìðáíôïò.» 3 H áíôßëçøç
áõôÞ Ý÷åé ñéæïóðáóôéêÝò óõíÝðåéåò. ÊáôÜ ðñþôïí, êÜèå ìç óõìâáôéêü ðëáßóéï
ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé óõãêñïôåßôáé óå äýï ôïõëÜ÷éóôïí «åðßðåäá ðñáãìáôéêü-
ôçôáò» . Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôá óôïé÷åßá ìéáò äïìÞò åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèïýí
«ùò ìüñéá Ý÷ïíôá äïìÞ» . Åðß ðëÝïí åéóÜãåôáé ç âáóéêÞ Ýííïéá ôïõ «ôïðéêïý
ðáñáôçñçôÞ ãíþóçò» . ¸ôóé ôá äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá ôïõ ìïíôÝëïõ ìáò êáé ïé
åíóùìáôùìÝíïé ó’áõôÜ ðáñáôçñçôÝò, åéóÜãïõí ìéá ëïãéêÞ áëÞèåéá ðïõ âáóß-
æåôáé óôçí åðéêïéíùíßá (ð.÷. ìÝóù ôçëåöþíïõ) ôùí äýï ôïðéêþí ðáñáôçñçôþí
âë. ð.÷. [38]4. ¼ëá áõôÜ ðïõ óõìâáßíïõí óôç Öéëïóïößá ôùí Ìáèçìáôé-
êþí, èõìßæïõí Ýíôïíá áíÜëïãá öáéíüìåíá ôçò Öéëïóïößáò ôçò ÖõóéêÞò, üðïõ
ç Áñ÷Þ ôçò Áâåâáéüôçôáò ôïõ Heisenberg, óôçí ïõóßá åéóÞãáãå ôçí Ýííïéá ôïõ
«ðáñáôçñçôÞ» óôç öõóéêÞ. Ãéá ôá èÝìáôá áõôÜ, âë. ôá [?, 7, 44] 5.

3‘‘... all our intuition comes from our belief in a natural, almost physical, model of mathematical
universe." (P. Cohen: Set Theory and the Continuum Hypothesis. Benjamin, 1966, p.107)

4Óôç óåëßäá 170 ôïõ [38], âñßóêïõìå: ‘‘In a qualitative sense, the notion of Boolean-valued
model includes a new concept of modelling, which could be termed modelling by communication,
or modelling by telephone."

5Ó÷åôéêÞ ìå ôç âáóéêÞ ìáò Üðïøç ãéá ôï ðáñüí êåöÜëáéï, üôé äçëáäÞ «ôá óçìåßá Ý÷ïõí äïìÞ
êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí åðßðåäá ðñáãìáôéêüôçôáò» åßíáé êáé ç ó÷ïëÞ ôïõ «êñéôéêïý ñåáëéóìïý»
(critical realism) óôï ôÝëïò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ áéþíá, ç ïðïßá õðïóôÞñéæå «åðßðåäá ðñáãìáôéêü-
ôçôáò» êáé «áíáäõüìåíç åîÝëéîç» (emergent evolution) âë. ôï [10] êáèþò åðßóçò êáé ôá [32, óåë.
220],[?]. Áðü ôå÷íéêÞò üìùò ðëåõñÜò áîßæåé íá ìåëåôÞóåé êáíåßò ôçí åîáéñåôéêÞ åñãáóßá [13]
üðïõ äßíåôáé ìéÜ óöáéñéêÞ ðåñéãñáöÞ ôùí Ðñùôåúêþí åííïéþí ôïõ «óçìåßïõ» êáé ôïõ «÷þñïõ»
êáèþò åðßóçò êáé ôùí ó÷åôéêþí äïìþí ôùí!
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Áîßæåé áêüìá íá áíáöÝñïõìå åäþ üôé õðÜñ÷ïõí ðïëëþí åéäþí áðåéñï-
óôÜ. Oé âáóéêÝò êáôçãïñßåò áðåéñïóôþí, âë. êáé [43], åßíáé: Tá «åêôáóéáêÜ-
ÊáíôïñéáíÜ» áðåéñïóôÜ ôïõ Robinson [35, 41, 31, 1, 33], ôá «ÅíôáóéáêÜ-ìç

ÊáíôïñéáíÜ» áðåéñïóôÜ ôùí Íelson-Vop�enka [50, ?, 18, ?], êáé ôá ãåùìåôñéêÜ
áðåéñïóôÜ [8, 9]. Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá åêôáóéáêÜ-ÊáíôïñéáíÜ
áðåéñïóôÜ ôïõ Robinson.

Ïé éäÝåò ôùí áðåéñïóôþí, õðÞñ÷áí áêüìç áðü ôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá. Âñß-
óêïõìå ð.÷. óôá Óôïé÷åßá ôïõ Åõêëåßäç, üôé ç êåñáôïåéäÞò ãùíßá, âë. Ó÷Þìá
1.1, -- Ýíá åßäïò ìç-óõìâáôéêÞò ãùíßáò -- åßíáé Ýíá áðåéñïóôü, óôï óýíïëï üëùí
ôùí óõìâáôéêþí èåôéêþí ãùíéþí6 Åóôù G ôï óýíïëï üëùí ôùí èåôéêþí óõì-

Ó÷Þìá 1.1: H êåñáôïåéäÞò ãùíßá ùò áðåéñïóôü.

âáôéêþí ãùíéþí, üðùò ç ∠(BA). Ìéá èåôéêÞ «áðåéñïóôéêÞ ãùíßá» èá Þôáí
ìéá ãùíßá, äéáöïñåôéêÞ áðü ôç ìçäåíéêÞ êáé ìéêñüôåñç áðü êÜèå Üëëç èåôéêÞ
ìåôáîý 0◦ êáé 360◦. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôÝôïéá ãùíßá äåí õðÜñ÷åé óôï óýíïëï
G. Ãéáôß áí õðïèÝóïõìå üôé ∠() ∈ G ìå,
(i) ∠(0) < ∠() êáé
(ii) ∠() < ∠(φ) ãéá êÜèå ∠(φ) ∈ G,

ôüôå êáé ç
∠()
2

∈ G êáé ∠(0) <
∠()
2

< ∠(), ðïõ åßíáé âåâáßùò Üôïðï, áöïý

ç ∠() õðïôÝèçêå áðåéñïóôü. Áí èÝëïõìå íá Ý÷ïõìå ôçí Ýííïéá ôçò «áðåéñï-
óôéêÞò ãùíßáò» èá ðñÝðåé íá ãåíéêåýóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ãùíßáò, ó’ áõôÞí ôçò
êåñáôïåéäïýò ãùíßáò, üðùò ç ∠() ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.1. Ï Åõêëåßäçò ëïéðüí áðï-
äåéêíýåé (âë. [30, óåë. 223]), üôé êÜèå «êåñáôïåéäÞò ãùíßá» åßíáé ìéêñüôåñç
áðü êÜèå èåôéêÞ óõìâáôéêÞ, ìéêñüôåñç ôùí 360o. Ç åýñåóç ôïõ ðáñáðÜíù

6Óôï [4, óåë. 53] áíáöÝñïíôáé üëá ôá åßäç ãùíéþí ðïõ èåùñïýóáí ïé Áñ÷áßïé ¸ëëçíåò, ð.÷.
åõèåßá-êõñôÞ (ãñáììÞ), åõèåßá-êïßëç, åõèåßá-åõèåßá (óõìâáôéêÞ ãùíßá), êõñôÞ-êïßëç, êõñôÞ-
êõñôÞ, êïßëç-êïßëç.
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áðåéñïóôïý Ýãéíå äõíáôÞ áöïý ðñþôá ÷ñåéÜóôçêå, íá ãåíéêåõôåß ç óõìâáôéêÞ
Ýííïéá ôçò ãùíßáò, óå ìéá ìç-óõìâáôéêÞ, üðïõ åðéôñÝðïõìå êáé ôüîá êáìðýëùí
ãéá ðëåõñÝò. Ðáñ’ üëï ðïõ öáßíåôáé áðßèáíï, íá åß÷å ï Åõêëåßäçò ìéá âáèéÜ
óõíåßäçóç êáé ðñïâëçìáôéóìü ãéá ôá áðåéñïóôÜ, ùóôüóï ç êåñáôïåéäÞò ãùíßá
åßíáé Ýíá ãåùìåôñéêü áðåéñïóôü êáé õðÜñ÷ïõí óïâáñÝò åíäåßîåéò üôé ï Åõêëåß-
äçò åß÷å ôï âáóéêü ðñïâëçìáôéóìü ãéá ôá áðåéñïóôÜ . Áõôü åîÜëëïõ öáßíåôáé
êáé áðü ôçí áíôßëçøÞ ôïõ üôé, Ýíá ãåùìåôñéêü óçìåßï Ý÷åé èÝóç áëëÜ ü÷é äéáóôÜ-
óåéò, ç ïðïßá óôçí ïõóßá áðáãïñåýåé ôçí ýðáñîç êáé ôç ÷ñÞóç áðåéñïóôþí óôç
ãåùìåôñßá. Ç áíôßëçøç áõôÞ Þôáí áíôßèåôç ìå ôïí «áôïìéóìü» ôïõ Äçìüêñéôïõ
êáé ôéò áðüøåéò ôïõ ÎåíïêñÜôç, äéáäü÷ïõ ôïõ ÐëÜôùíá óôçí Áêáäçìßá, ãéá ôá
áðåéñïóôÜ. Ï áôïìéóìüò ôïõ Äçìüêñéôïõ, äåí ðåñéïñßæïíôáí óôç äïìÞ ôçò ýëçò,
áëëÜ åß÷å êáé åðåêôÜóåéò óôéò Ýííïéåò ôïõ ÷ñüíïõ êáé ôïõ ÷þñïõ êáé åðïìÝíùò
êáé óôç «ìáèçìáôéêÞ ýëç» .

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôá åðé÷åéñÞìáôá êáé ôá ðáñÜäïîá ôïõ ÆÞíùíá âáóßæï-
íôáí óôç óêüðéìç óýã÷õóç ôùí äýï éåñáñ÷éêþí åðéðÝäùí ïñãÜíùóçò ôçò åõèåßáò:
ôïõ ìç-Áñ÷éìÞäåéïõ ìéêñïóêïðéêïý êáé ôïõ Áñ÷éìÞäåéïõ ìáêñïóêïðéêïý.

Ç åéóáãùãÞ áðü ôïí Åýäïîï, ôçò ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò, Þôáí ßóùò ç
óïâáñüôåñç ðñïóðÜèåéá áíôéêáôÜóôáóçò ôïõ «áðåéñïóôéêïý ôñüðïõ óêÝøçò»
, ìå Ýíáí ðéï «áõóôçñü» êáé Ýãêõñï ôñüðï. Ç ìÝèïäïò ôçò åîÜíôëçóçò Þôáí,
óå ôåëåõôáßá áíÜëõóç, Ýíá ãåùìåôñéêü áñ÷áßï áíÜëïãï ôçò å - ä ìåèüäïõ ôùí
ïñßùí êáé åß÷å ùò óôü÷ï ôçí åîïâÝëéóç ôùí áðåéñïóôþí áðü ôç Ãåùìåôñßá.

ÌåôÜ ôçí áñéèìçôéêïðïßçóç - áëãåâñïðïßçóç (áíôéêáôÜóôáóç ôçò ãåùìå-
ôñßáò ùò èåìÝëéïõ ôùí ìáèçìáôéêþí, áðü ôçí áñéèìçôéêÞ êáé ôçí Üëãåâñá) ôùí
ìáèçìáôéêþí êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìåôÜ ôçí áðïãåùìåôñéêïðïßçóÞ ôïõò, ç ßäéá
éóôïñßá ôçò åîïâÝëéóçò ôùí áðåéñïóôþí áðü ôïí Åýäïîï, åðáíáëÞöèçêå áðü
ôïõò Cauchy êáé Weierstrass, áëëÜ óå Ýíá ðïéïôéêÜ øçëüôåñï åðßðåäï. Åêåß-
íïò üìùò ðïõ áó÷ïëÞèçêå ðåñéóóüôåñï ìå ôéò Ýííïéåò ôùí áðåéñïóôþí êáé ôç
ìÝèïäï åîÜíôëçóçò, Þôáí ï Áñ÷éìÞäçò (âë. ôï [11, óåë.48-60] ). Ï Áñ÷éìÞ-
äçò ÷ñçóéìïéïýóå ôç ìÝèïäï ôùí áðåéñïóôþí ãéá íá áíáêáëýðôåé ìáèçìáôéêÝò
áëÞèåéåò, öñüíôéæå üìùò óôç óõíÝ÷åéá, íá ôéò áðïäåéêíýåé áõóôçñÜ, ìå ôç ìÝ-
èïäï ôçò åîÜíôëçóçò. ÅîÜëëïõ, ï Áñ÷éìÞäçò Þôáí áõôüò ðïõ äéáôýðùóå êáé ôçí
ïìþíõìç éäéüôçôá (Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá), üôé äçëáäÞ, êÜèå ðñáãìáôéêüò áñéè-
ìüò åßíáé ìéêñüôåñïò áðü êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá ìïíÜäùí. Ç éäéüôçôá
áõôÞ åßíáé óôçí ïõóßá ç áëãåâñéêÞ Ýêöñáóç ôçò áíôßëçøçò ôïõ Åõêëåßäç üôé
êÜèå óçìåßï Ý÷åé èÝóç áëëÜ ü÷é äéÜóôáóç. Êáé ïé äýï áñ÷Ýò áðáãïñåýïõí ôçí
ýðáñîç êáé ÷ñÞóç áðåéñïóôþí. Èá ìðïñïýóå áêüìç êáíåßò íá ÷áñáêôçñßóåé
ôçí Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá ôïõ R, ìå ôç ëáúêÞ ñÞóç: «êÜëéï áñãÜ ðáñÜ ðïôÝ!»
ÄçëáäÞ üóï ìåãÜëï êáé áí åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ìðïñåß íá åîáíôëçèåß
åðáíáëáìâÜíïíôáò Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá, èåôéêïý óõìâáôéêïý ìÞêïõò
êáé ïóïäÞðïôå ìéêñïý. Ìðïñåß áõôü íá ðÜñåé ðïëý ÷ñüíï, áëëÜ äåí åßíáé
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áäýíáôç ç ìÝôñçóç.
Ìðïñåß áêüìá íá éó÷õñéóôåß êáíåßò üôé áí èåùñÞóïõìå ôçí ðñáãìáôéêÞ

åõèåßá ùò Ýíá åßäïò «áöçñçìÝíçò õëéêÞò åõèåßáò» ðïõ êëçñïìïìåß êáé áíôá-
íáêëÜ ùóôüóï, ôéò éäéüôçôåò ôçò ýëçò, ôüôå ç Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá ìáò ëÝåé üôé
ïóïäÞðïôå ìéêñü äéÜóôçìá êáé áí Ý÷ïõìå (ôï ðéï ìéêñü èá ìðïñïýóå íá åßíáé
ç äéÜìåóïò åíüò «ìïñßïõ áêáèüñéóôçò ýëçò» Þ ç ðëåõñÜ åíüò öùôïóôïé÷åßïõ
(pixel) ôçò ïèüíçò ôïõ õðïëïãéóôÞ) ìðïñïýìå ôïðïèåôþíôáò ôï Ýíá äéÜóôçìá
äßðëá óôï Üëëï ðåðåñáóìÝíåò öïñÝò, íá îåðåñíÜìå Ýíá ïóïäÞðïôå ìåãÜëï
äéÜóôçìá. Áí üìùò áëëÜîïõìå éåñáñ÷éêü åðßðåäï ïñãÜíùóçò ýëçò êáé èå-
ùñÞóïõìå ìéêñïóêïðéêÜ óùìÜôéá, ôüôå åßíáé áäýíáôç ç åîÜíôëçóç åíüò äéá-
óôÞìáôïò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò óùìÜôéá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßìáóôå óå ìéá
ìç-Áñ÷éìÞäåéá êáôÜóôáóç. ¸ôóé ç Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá ðåñéïñßæåé ôç äïìÞ óå
Ýíá åßäïò «ìáêñïóêïðéêÞò èåþñçóçò» åíþ ç áðïõóßá ôçò éäéüôçôáò áõôÞò ìáò
åîáíáãêÜæåé óå ìéá ìéêñïóêïðéêÞ èåþñçóç ôçò äïìÞò.

Óôç óõíÝ÷åéá, ôá áðåéñïóôÜ ðáßæïõí Ýíá ñüëï ìéêñïóùìáôßùí óôá ðëáßóéá
ôçò «ìáèçìáôéêÞò ýëçò» ôçò ðñáãìáôéêÞò åõèåßáò. Ãéá ôïõò áëãåâñéóôÝò, ôï
óýíïëï üëùí ôùí áðåéñïóôþí åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò, åíþ êÜèå óôéâÜäá
áðåéñïóôþí ìéáò óõãêåêñéìÝíçò ôÜîçò åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò. Óôá ðëáßóéá
ëïéðüí ôùí ìç-óõìâáôéêþí ìáèçìáôéêþí ïé Ýííïéåò «ìåãéóôéêü éäåþäåò» «ðñþôï
éäåþäåò» ê.ëð. ó÷åôßæïíôáé ðñÜãìáôé ìå éäåþäåéò áñéèìïýò, ðïõ âñßóêïíôáé
ßóùò óå Ýíá Üëëï «åðßðåäï ðñáãìáôéêüôçôáò» .

Áò Ýëèïõìå üìùò îáíÜ óôïõò áñ÷áßïõò ’Åëëçíåò. ÔåëéêÜ ìðïñåß êáíåßò
íá éó÷õñéóôåß, üôé óôç ìç-áíáêÜëõøç ôïõ áðåéñïóôéêïý ëïãéóìïý áðü áõôïýò,
ðñÝðåé íá Ýðáéîáí óïâáñü ñüëï ôá áêüëïõèá :
(i) Ç ìåãÜëç ãéá ôçí åðï÷Þ åêåßíç áõóôçñüôçôá óôá ìáèçìáôéêÜ êáé ç êáèáñÞ
èåùñçôéêÞ êáé öéëïóïöéêÞ óêÝøç ôïõò Ýêáíå ó÷åäüí áäýíáôç ôç èåùñçôéêï-
öéëïóïöéêÞ êáé ôå÷íéêÞ õðÝñâáóç ôùí åìðïäßùí ðïõ Ýèåôáí ôá áðåéñïóôÜ êáé
ç áõóôçñÞ èåìåëßùóç ôùí áñéèìþí.
(ii) Ç óêÝøç êáé éäéáßôåñá ôá ìáèçìáôéêÜ ôùí áñ÷áßùí ÅëëÞíùí Þôáí óôáôéêÜ
êáé áíôé-ÇñáêëåéôéêÜ, ãé’ áõôü åîÜëëïõ õðÜñ÷åé ó÷åäüí ðëÞñçò áðïõóßá ôçò
Ýííïéáò ôçò óõíÜñôçóçò, ìå óõóôçìáôéêü ôñüðï.

×ñåéÜóôçêáí íá ðåñÜóïõí ïëüêëçñïé áéþíåò, þóôå ï êüóìïò íá áðïóôáóéï-
ðïéçèåß áðü ôçí ÅëëçíéêÞ áõóôçñüôçôá êáé óôáôéêüôçôá êáé íá áñ÷ßóåé íá ìå-
ôá÷åéñßæåôáé ôá áðåéñïóôÜ, ìå ìåãáëýôåñç Üíåóç êáé ÷ùñßò áõóôçñüôçôá óôïõò
õðïëïãéóìïýò. ÖèÜíïõìå Ýôóé óå ìéá óåéñÜ äéáíïçôþí ìáèçìáôéêþí üðùò ïé:
Nicholas of Cuse, Kepler, J., Cavallieri, B., Fermat, P., Descartes, Wallis, Bar-
row, Newton êáé Leibniz, óôïõò ïðïßïõò ïöåßëåôáé ç áíáêÜëõøç ôïõ áðåéñï-
óôéêïý ëïãéóìïý. Áõôü ðïõ óõíÞèùò åßíáé ãíùóôü ùò «ìåóáéùíéêü áìÜëãáìá»
, áðïôåëåßôï êýñéá:
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(i) Áðü ôá ðñïâëÞìáôá ìå ôá ïðïßá áó÷ïëåßôï ï Áñ÷éìÞäçò.

(ii) Áðü ôçí áíÜðôõîç óïâáñþí õðïëïãéóôéêþí ôå÷íéêþí êáé éêáíïôÞôùí êáé,

(iii) Áðü ôçí åëåýèåñç êáé äéáéóèçôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ Üðåéñïõ êáé ôùí áðåéñïóôþí.

Åßíáé äõíáôüí íá éó÷õñéóôåß êáíåßò, üôé ôï «áìÜëãáìá» áõôü Þôáí õðåýèõíï
ãéá ôéò ôüóåò áíáêáëýøåéò, óôïí ýóôåñï ìåóáßùíá, åíþ ç ÅëëçíéêÞ áõóôçñü-
ôçôá êáôÜëçîå, óõíäõáæüìåíç êáé ìå Üëëåò áéôßåò, íá åßíáé Ýíá óïâáñü êáé
áîåðÝñáóôï åìðüäéï ãéá ôçí ðáñáðÝñá åîÝëéîç ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ôï óõìðÝñáóìá ðïõ âãáßíåé áðü ôá ðáñáðÜíù, åßíáé üôé: ç ìáèçìáôéêÞ
áõóôçñüôçôá, üôáí äå óõíäõÜæåôáé êáé äåí åíáñìïíßæåôáé êáôÜëëçëá ìå ìéá
éó÷õñÞ êáé áõèåíôéêÞ äéáßóèçóç, åíüñáóç êáé öáíôáóßá, êáôáíôÜåé öñáãìüò ãéá
ôçí ðáñáðÝñá åîÝëéîç ôùí ìáèçìáôéêþí.

1.2.2 Åðé÷åéñÞìáôá ãéá ôç ìç-¾ðáñîç ôùí Áðåéñïóôþí.

Ôá êýñéá åðé÷åéñÞìáôá ãéá ôç ìç-ýðáñîç ôùí áðåéñïóôþí, ðñïÝñ÷ïíôáé áðü
ôç èåùñßá ôùí ðëçèáñßèìùí ôïõ Cantor. Åßíáé öáíåñü üôé, ãéá íá õðÜñ÷ïõí
áðåéñïóôÜ, èá ðñÝðåé íá åßíáé äõíáôÞ ç äéáßñåóç åíüò óôáèåñïý áñéèìïý ì’
Ýíáí Üðåéñï áñéèìü, èá ðñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåéç åííïéïëïãéêÞ åîßóùóç:

«áðåéñïóôü» =
1

«Üðåéñïò áñéèìüò»

Ãéá ôïõò Üðåéñïõò ðëçèáñßèìïõò êáé äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò üìùò, ç äéáßñåóç
åßíáé áäýíáôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé ãíùóôü üôé 2ℵ0 = ℵ0, äéáßñåóç äå ìå
ôï ℵ0 èá ìáò Ýäéíå 2 = 1. ¸ôóé âãáßíåé áâßáóôá ôï óõìðÝñáóìá : ìå ôçí
ðñïûðüèåóç üôé ïé ìüíïé Üðåéñïé áñéèìïß åßíáé ïé ðëçèÜñéèìïé ôïõ Cantor, äåí
åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ÷ïõí áðåéñïóôÜ.

ÐñÝðåé üìùò íá óçìåéþóïõìå åäþ üôé, åêôüò áðü ôéò äéáäéêáóßåò áðáñßèìç-
óçò êáé äéÜôáîçò êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò Üðåéñïõò áñéèìïýò, ôïõò ðëçèÜñéèìïõò
êáé ôïõò äéáôáêôéêïýò, õðÜñ÷åé êáé ç äéáäéêáóßá ôçò ìÝôñçóçò êáé ïé áíôßóôïé-
÷ïé Üðåéñïé áñéèìïß ìå ôïõò ïðïßïõò ìÜëéóôá åßíáé äõíáôÞ ç äéáßñåóç. ¸íá
åßäïò ôÝôïéùí áñéèìþí èá èåìåëéùèåß óôç óõíÝ÷åéá.

¸íá äåýôåñï åðé÷åßñçìá ìç-ýðáñîçò ôùí áðåéñïóôþí óôï óýíïëï ôùí ðñáã-
ìáôéêþí áñéèìþí R åßíáé êáé ôï áêüëïõèï : ¸óôù üôé ôï ε ∈ R, ε > 0, åßíáé
Ýíá èåôéêü áðåéñïóôü, äçëáäÞ ãéá êÜèå èåôéêü ðñáãìáôéêü x ∈ R+, Ý÷ïõìå
0 < ε < x. Áëëá ôüôå èá Ý÷ïõìå åðßóçò êáé ε/2 > 0, ε/2 ∈ R+ êáé ε/2 < ε,
Üñá ôï ε åßíáé áäýíáôï íá åßíáé áðåéñïóôü. Ôï åðé÷åßñçìá áõôü åßíáé âåâáßùò
áëçèÝò, åðåéäÞ óôï R ðñÜãìáôé äåí õðÜñ÷ïõí áðåéñïóôÜ ðÝñáí ôïõ ìçäåíüò.

ÔÝëïò, áí ãéá ðáñÜäåéãìá,

f(x) := x2 êáé f ′(x) =
f(x + dx)− f(x)

dx
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ôüôå

f ′(x) = 2x, åíþ
f(x + dx)− f(x)

dx
= 2x + dx

Ýôóé, 2x = 2x + dx êáé åðïìÝíùò èá ðñÝðåé dx = 0. ÄçëáäÞ ôï ìçäÝí åßíáé ôï
ìüíï áðåéñïóôü óôï R, ôï ïðïßï âåâáßùò åßíáé óùóôü.

ÔåëéêÜ êáôáëÞãïõìå üôé, áí õðÜñ÷åé êÜðïéá äõíáôüôçôá ýðáñîçò áðåéñï-
óôþí, èá ðñÝðåé, üðùò êáé ìå ôçí êåñáôïåéäÞ ãùíßá, íá ôá áíáæçôÞóïõìå óå
êÜðïéá ãåíßêåõóç - åðÝêôáóç ôçò Ýííïéáò ôïõ ðñáãìáôéêïý áñéèìïý, ðïõ åßíáé
âåâáßùò êáé ç óùóôÞ êáôåýèõíóç.

1.2.3 Åíäåßîåéò ãéá ôçí ¾ðáñîç ôùí Áðåéñïóôþí.

Åêôüò áðü ôï ãåùìåôñéêü ðáñÜäåéãìá ôçò êåñáôïåéäïýò ãùíßáò, ðïõ äßíåé êáé ôç
óùóôÞ êáôåýèõíóç áíáæÞôçóçò ôùí áðåéñïóôþí, õðÜñ÷ïõí êáé êÜðïéá öáéíü-
ìåíá ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá üñéá, ðïõ ìáò ðáñÝ÷ïõí éó÷õñÝò åíäåßîåéò ýðáñîçò
ôùí áðåéñïóôþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå,

lim
n→∞

3n2 + 5
4n3 + 7

= 0

êáé áõôü ðáñüëï ðïõ limn→∞
(
3n2 + 5

)
= +∞ êáé limn→∞

(
4n3 + 7

)
= +∞

Ãéá íá óõìâáßíåé üìùò ôï ðáñáðÜíù, èá ðñÝðåé ôï «Üðåéñï» ðïõ ôåßíåé ôï
3n2 + 5 íá åßíáé äéáöïñåôéêü áðü áõôü óôï ïðïßï ôåßíåé ôï 4n3 + 7. ÅðïìÝíùò
êÜèå áðïêëåßíïõóá áêïëïõèßá, áíÜëïãá ìå ôçí ôá÷ýôçôá ðïõ ôåßíåé óôï ±∞,
ìðïñåß íá êáèïñßæåé «äéáöïñåôéêÜ Üðåéñá» . Ïìïéá, ðáñüëï ðïõ,

1
n
→ 0 êáé

1
n2

→ 0, ùóôüóï
1
n
1
n2

→∞,

ãåãïíüò ðïõ óçìáßíåé üôé ïé áêïëïõèßåò (
1
n

), (
1
n2

) óõãêëßíïõí êáé ïé äýï óôï

ìçäÝí, áëëÜ ìå äéáöïñåôéêÝò ôá÷ýôçôåò. Ôá ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìáôá âñßóêï-
íôáé áêñéâþò ðñïò ôç óùóôÞ êáôåýèõíóç áíáæÞôçóçò ôùí áðåéñïóôþí, ïé äå
Ýííïéåò ôçò ôá÷ýôçôáò óýãêëéóçò êáé ôçò áóõìðôùôéêÞò óõìðåñéöéñÜò âñßóêï-
íôáé óôçí êáñäéÜ ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÔÝëïò ìéá Üëëç óïâáñÞ Ýíäåéîç ãéá ôçí ýðáñîç ôùí áðåéñïóôþí åßíáé ôï
ãåãïíüò üôé áðü ôçí åðï÷Þ ôïõ ìåóáßùíá ïé õðïëïãéóìïß ìå âÜóç ôá áðåéñïóôÜ
Ýäéíáí óùóôÝò áðáíôÞóåéò óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá. (Äåò ãéá ðáñÜäåéãìá
ôï [26, Kåö. 4]).

Ç ôåëéêÞ ëýóç óôï ðñüâëçìá ôçò áõóôçñÞò ýðáñîçò êáé äéêáßùóçò ôùí
áðåéñïóôþí äüèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Abraham Robinson ôï 1960. Ç
ëýóç óôçñéæüôáí ðÜíù óå ìåèüäïõò ôçò Èåùñßáò ÌïíôÝëùí (Èåþñçìá ôçò Óõ-
ìðáãüôçôáò). Óôç óõíÝ÷åéá èá äïèåß ìéá äéáëåêôéêÞ åéóáãùãÞ óôá áðåéñïóôÜ
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Ó÷Þìá 1.2: Escher: H Ýííïéá ôïõ ïñßïõ.

ôïõ Robinson, áðïöåýãïíôáò, üóï åßíáé äõíáôüí, ôç ÷ñÞóç éó÷õñþí åñãáëåßùí
ôçò ëïãéêÞò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü áðïêáëýðôåôáé üôé ç äéáëåêôéêÞ ìåôáâïëÞ
äéáðåñíÜ ôï óýíïëï ôïõ áðåéñïóôéêïý ëïãéóìïý.

Áðü ðáéäáãùãéêÞ Üðïøç, óôçí åñãáóßá [52], ìðïñåß êáíåßò íá âñåé óôá-
ôéóôéêÝò ìåëÝôåò êáé åðé÷åéñÞìáôá ðïõ åíéó÷ýïõí ôçí Üðïøç üôé ôá áðåéñïóôÜ
åßíáé ðåñéóóüôåñï êáôÜëëçëá ãéá ôç äéäáóêáëßá ôïõ áðåéñïóôéêïý ëïãéóìïý,
áð’ üôé ï ðáñáäïóéáêüò ôñüðïò, ðïõ âáóßæåôáé óôç èåùñßá ôùí ïñßùí. Ùóôüóï
ïé áëëáãÝò óôéò óõíÞèåéåò ôçò ìáèçìáôéêÞò êïéíüôçôáò åßíáé åîáéñåôéêÜ äýóêï-
ëåò êáé ÷ñïíïâüñåò. Ôï ãåãïíüò, ð.÷., üôé óÞìåñá ôá áðåéñïóôÜ äåí åß÷áí, óôï
äéäáêôéêü åðßðåäï, ôçí áðïäï÷Þ ðïõ èá áíÝìåíå êáíåßò, äåí óçìáßíåé áíãêá-
óôéêÜ üôé ï ðáñáäïóéáêüò ôñüðïò åßíáé äéäáêôéêÜ ðéü åðéôõ÷Þò.

ÊáôÜ ôç Üðïøç ôïõ ãñÜöïíôïò, ï «óùóôüò ôñüðïò äéäáóêáëßáò» ôïõ áðåé-
ñïóôéêïý ëïãéóìïý ðñÝðåé íá óôçñßæåôáé óå ìéá êáôÜëëçëç äéáëåêôéêÞ óýíèåóç
ôùí äýï ôñüðùí:

(á) ôïõ ôñüðïõ ìå ôá üñéá, ðïõ óôçí ïõóßá åßíáé ï áíáëõôéêüò-óôïé÷åéáêüò
ôñüðïò ( áíôßëçøç ìå ôï áñéóôåñü çìéóöáßñéï ôïõ åãêåöÜëïõ) âë. [?] êáé

(â) ôïõ ôñüðïõ ìå ôá áðåéñïóôÜ, ðïõ åßíáé ï ïëéóôéêüò-äïìéêüò ôñüðïò (áíôß-
ëçøç ìå ôï äåîß çìéóöáßñéï ôïõ åãêåöÜëïõ).

Åî Üëëïõ áõôüò åßíáé êáé ï öõóéïëïãéêüò ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ï åãêÝöáëïò
áíôéëáìâÜíåôáé ôïí êüóìï.
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1.2.4 Ôï Äéáëåêôéêü Ó÷Þìá: Óôáèåñü--Ìåôáâáëëüìåíï.

Ç åéóáãùãÞ ôçò äéáëåêôéêÞò óôá ìáèçìáôéêÜ, ìå Ýíá íÝï êáé óýã÷ñïíï ôñüðï,
Ýãéíå áðü ôïí F. W. Lawvere, óôá ðëáßóéá ôçò Èåùñßáò ôùí ÌåôáâáëëïìÝíùí
Óõíüëùí (Èåùñßá Ôüðùí) êáé ãåíéêüôåñá óôá ðëáßóéá ôçò Èåùñßáò Êáôçãï-
ñéþí (âë. ôá [39, 7] êáé ó÷åôéêÝò åêåß ðáñáðïìðÝò).

Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ìéá åéóáãùãÞ óôéò éäÝåò áõôÝò, ÷ùñßò ôç ãåíéêÞ
÷ñÞóç ôçò Èåùñßáò ôùí Ôüðùí êáé Êáôçãïñéþí. Ôéò ãåíéêÝò áñ÷Ýò ôùí èåùñéþí
áõôþí èá åîåôÜóïõìå óôïí 2 ôüìï.

Ôá âáóéêÜ äéáëåêôéêÜ ó÷Þìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå óôç óõíÝ÷åéá åßíáé:

(i) ÓôáèåñÝò êáé óôáôéêÝò ïíôüôçôåò åíÜíôéá óå ìåôáâáëëüìåíåò êáé äõíáìéêÝò
ïíôüôçôåò, êáé

(ii) ÐïóïôéêÜ êáé áíáëõôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ åíÜíôéá óå ðïéïôéêÜ êáé ïëéóôéêÜ
÷áñáêôçñéóôéêÜ.

ÐñÝðåé áêüìá íá óçìåéùèåß üôé, ôï óôáèåñü åßíáé ðåñéóóüôåñï ðñïóéôü
óôï ðïóïôéêü êáé áíáëõôéêü, åíþ ôï ìåôáâáëëüìåíï, áðü ôç öýóç ôïõ, áðáéôåß
êýñéá ðïéïôéêïýò êáé ïëéóôéêïýò7 ÷áñáêôçñéóìïýò.

Ðñéí áñ÷ßóïõìå ôç ìáèçìáôéêÞ ìáò êáôáóêåõÞ, åßíáé ßóùò óêüðéìï íá
áíáöÝñïõìå ìåñéêÜ ó÷åôéêÜ áðïóðÜóìáôá äéáëåêôéêþí öéëïóüöùí. Ó’ üëïõò
ôïõò äéáëåêôéêïýò öéëïóüöïõò, áðü ôïí ÇñÜêëåéôï8, ôïí Kant, ôïí Hengel ùò
ôïõò Marx êáé Engels, óõíáíôÜìå, ìå äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò, ôá ðáñáðÜíù âá-
óéêÜ äéáëåêôéêÜ ó÷Þìáôá êáé êýñéá ôç óðïõäáéüôçôá êáé ôçí ðáñïõóßá ôïõ
÷ñüíïõ óå êÜèå ìåôáâïëÞ. Áîßæåé íá óçìåéùèåß åäþ üôé ç ìåôáâïëÞ êáé ç áóÜ-
öåéá åßíáé äõúêÝò Ýííïéåò. Ç ìåôáâïëÞ ìðïñåß íá åñìçíåõèåß ùò áóÜöåéá êáé
áíôéóôñüöùò, âë. ôï Êåö. 1: ÓõíáñôÞóåéò. Ï öéëüóïöïò Ê. Áîåëüò [2] ãñÜ-
öåé: «Ï ñõèìüò ôçò óõìðáíôéêÞò êßíçóçò, ðïõ åíþíåé êáé áíôéèÝôåé ôá áíôßèåôá
ìÝóá óôçí áñìïíßá ôïõ ãßãíåóèáé, áõôüò ï ñõèìüò, ðïõ óõëëáìâÜíåé ç äéáëå-
êôéêÞ óêÝøç, åßíáé ï ×ñüíïò» êáé ðáñáêÜôù: «Ï ×ñüíïò åßíáé åíóùìáôùìÝíïò
óå êÜèå äéáëåêôéêÞ» êáé «óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç äéáëåêôéêÞ ðñïûðïèÝôåé ôï
÷ñüíï êé ï ÷ñüíïò ãßíåôáé áéóèçôüò áðü Ýíá åßäïò äéáëåêôéêÞò» .

Óôï [25, óåë. 182] âñßóêïõìå: «ÁõôÜ ôá ÌáèçìáôéêÜ, áðü ôç óôéãìÞ ðïõ èá
ðñáãìáôåõôïýí ìåôáâëçôÜ ìåãÝèç, ìðáßíïõí óôï ÷þñï ôçò äéáëåêôéêÞò êáé åßíáé
÷áñáêôçñéóôéêü üôé áõôÞ ôçí ðñüïäï ôçí åéóÞãáãå ðñþôïò Ýíáò äéáëåêôéêüò
öéëüóïöïò, ï ÊáñôÝóéïò. ¼,ôé åßíáé ôá ÌáèçìáôéêÜ ôùí ìåôáâëçôþí ìåãåèþí

7O üñïò «ïëéóôéêüò» èåùñåßôáé ùò ôï áíôßèåôï ôïõ «áíáëõôéêïý» êáé óçìáßíåé ôç óýëëçøç ôïõ
ðñÜãìáôïò ùò ìéáò ïëüôçôáò Þ ‘‘gestalt" êáé ü÷é ùò Ýíá êáôáêåñìáôéóìÝíï áíáëõôéêü üëï. ¸ôóé,
óõíïðôéêÜ, «ïëéóôéêü» =«äïìçìÝíç ïëüôçôá» .

8«(Ç öùôéÜ) ìåôáâáëëüìåíç áíáðáýåôáé.»
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ó÷åôéêÜ ìå ôá ÌáèçìáôéêÜ ôùí óôáèåñþí ìåãåèþí, ôï ßäéï åí ãÝíåé åßíáé êáé ç
äéáëåêôéêÞ óêÝøç ó÷åôéêÜ ìå ôç ìåôáöõóéêÞ óêÝøç» .

Êáé ðáñáêÜôù, óôç óåë. 201, âñßóêïõìå: «Ôá óôïé÷åéþäç ÌáèçìáôéêÜ,
ôá ÌáèçìáôéêÜ äçëáäÞ ôùí óôáèåñþí ìåãåèþí, êéíïýíôáé ìÝóá óôá üñéá ôçò
ôõðéêÞò ëïãéêÞò. Ôá ÌáèçìáôéêÜ üìùò ôùí ìåôáâëçôþí ìåãåèþí ðïõ ôï óðïõ-
äáéüôåñï ìÝñïò ôïõò åßíáé ï áðåéñïóôéêüò ëïãéóìüò, äåí åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôßðïôå
Üëëï ðáñÜ ç åöáñìïãÞ ôçò äéáëåêôéêÞò óôéò ìáèçìáôéêÝò ó÷Ýóåéò» .

Áîßæåé áêüìç íá áíáöÝñïõìå ôçí Üðïøç áõôïý ôïõ ßäéïõ ôïõ Liebniz, âë.
ôï [49, p.397],

«Èá ðñÝðåé ðÜíôá íá ìçí îå÷íÜìå üôé ïé áóýãêñéôá ìéêñÝò ðïóüôçôåò,
áêüìá êáé áí ëçöèïýí ìå ôç ëáúêÞ ôïõò Ýííïéá, äåí åßíáé óå êáìéÜ ðåñßðôùóç
óôáèåñÝò êáé ïñéóôéêÝò ...» ÅðïìÝíùò ìéá ðïóüôçôá üðùò ç dx åßíáé êÜôé ìåôá-
âáëëüìåíï, êÜôé ðïõ åîáñôÜôáé êáé ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï «÷ñüíï» .

Ó÷Þìá 1.3: Ecsher: Liberation. Áðü ôï óôáèåñü Êáíôïñéáíü óôï ìåôáâáëëü-
ìåíï ìç-Êáíôïñéáíü.

Óôü÷ïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý åßíáé íá äéêáéþóïõìå ôçí Üðïøç üôé, ðñÜã-
ìáôé ï áðåéñïóôéêüò ëïãéóìüò åßíáé áêñéâþò ç åöáñìïãÞ ôçò äéáëåêôéêÞò êáé
éäéáßôåñá ôïõ íüìïõ ôçò Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò óôéò ìáèçìáôéêÝò ó÷Ýóåéò.
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1.2.5 Ç ¢ñíçóç ôçò ¢ñíçóçò. (ÁÁ)

Óôï ôìÞìá áõôü èá îáíáèåùñÞóïõìå ôç ãíùóôÞ êáôáóêåõÞ ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí áðü ôïõò ñçôïýò, áëëÜ ìå ìéá êáèáñÜ äéáëåêôéêÞ ðñüèåóç êáé åíôá-
óéáêÞ öüñôéóç.

(É) Ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò. ¸óôù üôé ìáò äßíåôáé ôï
óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí Q ùò Ýíá äéáôáãìÝíï óþìá, êáé ôï ïðïßï èåùñïýìå
ùò Ýíá ðñáãìáôùìÝíï, óôáèåñü áíôéêåßìåíï, ðïõ áðáñôßæåôáé åðßóçò áðü óôá-
èåñÜ óôïé÷åßá, äçëáäÞ áðü ìç-ìåôáâáëëüìåíïõò ñçôïýò áñéèìïýò. Ç õðüèåóç
áõôÞ ãßíåôáé ãéáôß êÜèå ñçôüò èá ìðïñïýóå íá èåùñçèåß ùò ìéá êëÜóç éóïäõ-
íáìßáò áðü áêÝñáéïõò. Ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò áõôÞ, ôç èåùñïýìå åäþ ùò Ýíá
óôáèåñü óôç ìïñöÞ «Üôïìï» Þ «ðñùôïóôïé÷åßï» .

Ðñþôïò ìáò äéáëåêôéêüò óôü÷ïò åßíáé íá áñíçèïýìå ôç óôáèåñüôçôá ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ Q. Áõôü åßíáé äõíáôüí íá ãßíåé, áí èåùñÞóïõìå «ìåôáâáëëüìå-
íïõò ñçôïýò» , ð.÷. óå äéáêñéôü ÷ñüíï, äçëáäÞ áí èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï üëùí
ôùí áêïëïõèéþí ñçôþí,

QN := { f | f : N −−→ Q}

ÊÜèå óôïé÷åßï f ∈ QN èåùñåßôáé ùò Ýíáò «ìåôáâáëëüìåíïò ñçôüò óå äéáêñéôü
÷ñüíï» , äçëáäÞ f = (qn)∞n=1 . Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé, ç Üñíçóç ôçò
óôáèåñüôçôáò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Q êáé ç ìåôÜâáóç áðü ôï Q óôï QN , Ý÷åé
ùò óõíÝðåéá íá ÷Üóïõìå ðïëëÝò áëãåâñéêÝò éäéüôçôåò ôïõ Q. Ôï QN äåí åßíáé
ðëÝïí óþìá êáé ùò äáêôýëéïò ðåñéÝ÷åé äéáéñÝôåò ôïõ ìçäåíüò, äçëáäÞ óôïé÷åßá
ðïõ åßíáé äéÜöïñá áðü ôï ìçäÝí áëëÜ ôï ãéíüìåíü ôïõò åßíáé ìçäÝí, ð.÷. ôá
(0, 1, 0, 1, . . .) êáé (1, 0, 1, 0, . . .).

Ôï äåýôåñï âÞìá, ç Üñíçóç ôçò Üñíçóçò ôçò óôáèåñüôçôáò, êáôÜëëçëá åêôå-
ëåóìÝíï, Ý÷åé ùò óôü÷ï íá ìáò áðáëëÜîåé áðü ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ó÷åôßæïíôáé
ìå ôï QN, êáé ðïõ äçìéïõñãïýíôáé áðü ôçí åëåýèåñç ìåôáâïëÞ ôùí óôïé÷åßùí
ôïõ. ÄçëáäÞ èÝëïõìå íá åðáíÝëèïõìå óå ìéá êáôÜóôáóç óôáèåñþí óôïé÷åßùí
(Üññçôïé áñéèìïß) ðïõ ðïéïôéêÜ áíáìÝíïõìå íá âñßóêïíôáé óå øçëüôåñï åðß-
ðåäï áðü áõôü ôùí ñçôþí.

ÊÜèå Üññçôïò ëïéðüí åìöáíßæåôáé ùò Ýíá åíåóôùôéêü ôåëåéùìÝíï Üðåéñï,
ìåôáâáëëüìåíùí óôïé÷åßùí ôïõ êáôþôåñïõ éåñáñ÷éêïý åðéðÝäïõ (ñçôïß), ðïõ
óôç ìåôáâïëÞ ôïõò åìöáíßæïõí ÷áñáêôçñéóôéêÜ äõíáìéêïý áðåßñïõ, âë. êáé
óåë. 22.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìðïñïýìå íá åìöõôåýóïõìå ôïí Q óôï QN , ôáõôßæïíôáò
ôï Q ìå ôï óýíïëï ôùí óôáèåñþí áêïëïõèéþí ñçôþí, Q.

1.2.1 Ïñéóìüò. Ìéá áêïëïõèßá ñçôþí f = (qn) ëÝãåôáé áêïëïõèßá ôïõ Cauchy
áíí ãéá êÜèå èåôéêü ñçôü ε > 0 õðÜñ÷åé öõóéêüò n0 ∈ N, ôÝôïéïò þóôå:
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n,m > n0 óõíåðÜãåôáé üôé | qn − qm |< ε

äçëáäÞ lim
n,m−→∞ | qn − qm |= 0.

¸óôù ôþñá C0, ôï óýíïëï üëùí ôùí áêïëïõèéþí Cauchy ðïõ óõãêëßíïõí
óôï ìçäÝí êáé C ôï óýíïëï üëùí ôùí áêïëïõèéþí Cauchy.9 Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ
C0, èá ïñßóïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïõ óõíüëïõ C, ç ïðïßá, óôçí ïõóßá,
èá ôáîéíïìåß ôéò áêïëïõèßåò ôïõ Cauchy óôçí ßäéá êëÜóç éóïäõíáìßáò, åö’ üóïí
ðñïóåããßæïõí ôïí ßäéï «éäåáôü áñéèìü» , õðÜñ÷ïíôïò Þ ìç óôï Q. ÔåëéêÜ, ç
êëÜóç éóïäõíáìßáò, ð.÷. üëùí ôùí áêïëïõèéþí Cauchy ðïõ óõãêëßíïõí óôï

√
2

èá ðáñïõóéÜæåôáé ùò Ýíá åõóôáèÝò «ìüñéï» (ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò ìå åôéêÝôá√
2, ðïõ ìüíï óôï åóùôåñéêü ôçò åðéôñÝðåôáé ç ìåôáâïëÞ!), ðïõ áðïôåëåßôáé

ðñáêôéêÜ áðü Üðåéñï áñéèìü ìåôáâáëëüìåíùí áôüìùí, óôïé÷åßùí äçëáäÞ ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ éåñáñ÷éêïý åðéðÝäïõ ïñãÜíùóçò ôçò «ìáèçìáôéêÞò ýëçò» .

Ç åðéæçôïýìåíç ëïéðüí óôáèåñüôçôá èá ðñïêýøåé ìÝóá áðü ôïí ïñéóìü ìéáò
êáôÜëëçëçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò.

1.2.2 Ïñéóìüò. ¸óôù f, g ∈ C. Ôüôå,

f ≈C g áíí f − g ∈ C0

1.2.3 Ðñüôáóç. Ç ó÷Ýóç ≈C åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïõ óõíüëïõ üëùí
ôùí áêïëïõèéþí ôïõ Cauchy.

Proof: Ç ≈C åßíáé öáíåñü üôé åßíáé áíáêëáóôéêÞ êáé óõììåôñéêÞ. Èá äåßîïõìå
üôé åßíáé êáé ìåôáâáôéêÞ. ¸óôù f = (an), g = (bn), h = (cn) ∈ C êáé Ýóôù üôé
f ≈C g êáé g ≈C h. Ôüôå, áí èÝóïõìå dn := an− bn êáé en := bn− cn Ý÷ïõìå,
åî õðïèÝóåùò üôé, dn −→ 0 êáé en −→ 0. ÁëëÜ

dn + en = an − bn + bn − cn = an − cn

êáé åðåéäÞ dn + en −→ 0 Ý÷ïõìå ôåëéêÜ (an) ≈C (cn).

1.2.4 Ïñéóìüò. Ïñßæïõìå ôþñá ôï R ùò ôï áêüëïõèï óýíïëï ðçëßêï: R :=
C/ ≈C

Ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá áðïêáôÜóôáóçò ôçò óôáèåñüôçôáò, ìðïñïýìå íá ôçí
ðáñáóôÞóïõìå åéêïíéêÜ ùò åîÞò: Ìå åõèåßåò ãñáììÝò ðáñéóôÜíïõìå ôéò óôá-
èåñÝò áêïëïõèßåò, ìå êõìáôïåéäåßò ãñáììÝò ôéò áêïëïõèßåò ôïõ Cauchy êáé ìå
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Ó÷Þìá 1.4: Ôï «ößëôñï» ôïõ Cauchy: Aðü ôï ößëôñï ðåñíÜíå ìüíïí ïé áêï-
ëïõèßåò ôïõ Cauchy, oé ïðïßåò ôáõôü÷ñïíá ôáîéíïìïýíôáé óôéò êáôÜëëçëåò êëÜ-
óåéò éóïäõíáìßáò.

ïäïíôùôÝò ãñáììÝò ôéò áêïëïõèßåò ðïõ äåí åßíáé Cauchy (áðïêëßíïõóåò êáé
åíáëëÜóïõóåò áêïëïõèßåò). Ôüôå,

Ìå ôïí ôñüðï áõôü, üëåò ïé áêïëïõèßåò ôïõ Cauchy ðïõ, ìå ìéá áðåéñï-
äõíáìéêÞ äéáäéêáóßá, ðñïóåããßæïõí óå êÜðïéï éäåáôü áñéèìü, ð.÷. ôïí

√
2,

áðïôåëïýí ìéá ïëüêëçñç êëÜóç éóïäõíáìßáò, óôçí åôéêÝôá ôçò ïðïßáò õðÜñ÷åé
ôï «üíïìá-óýìâïëï»

√
2. Ï áñéèìüò

√
2, ùò óýíïëï áêïëïõèéþí ôïõ Cauchy

(an)n∈N, ðïõ êé áõôÝò ìå ôç óåéñÜ ôïõò åßíáé óýíïëá ñçôþí, âñßóêåôáé óå øçëü-
ôåñï éåñáñ÷éêü åðßðåäï ïñãÜíùóçò ôçò «ìáèçìáôéêÞò ýëçò» áðü ü,ôé ïé ñçôïß.
Ôï ôåëéêü ðñïúüí åßíáé ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R êáé áðáñôßæåôáé
ðëÝïí áðü ïíôüôçôåò ðïõ èåùñïýíôáé óôáèåñÝò êáé õðáêïýïõí óôá áîéþìáôá
åíüò äéáôáãìÝíïõ, Áñ÷éìçäåßïõ óþìáôïò. Ç Áñ÷éìÞäåéá öýóç ôïõ R, áðá-
ãïñåýåé ôçí ýðáñîç áðåéñïóôþí óôï R. Áðáãïñåýåé äçëáäÞ ôç èÝáóç óôï
åóùôåñéêü ìéêñïóêïðéêü åðßðåäï ôïõ R.

Ï áîéùìáôéêüò ôñüðïò èåþñçóçò ôïõR åßíáé Ýíáò ïëéóôéêüò-äïìéêüò êáé ìç-
óôïé÷åéáêüò ôñüðïò èåþñçóçò êáé ÷áñáêôçñéóìïý ôùí óôïé÷åßùí ôïõ R. Áõôü
óçìáßíåé üôé èåùñïýìå ôá óôïé÷åßá ôïõ R, ü÷é ùò óýíïëá-êëÜóåéò éóïäõíáìßáò,
áëëÜ ùò Üôïìá, ç óõìðåñéöïñÜ ôùí ïðïßùí êáèïñßæåôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò
äïìÞò ôïõR. Ç ìåôÜâáóç áðü ôïQ óôïR åßíáé ìéá ìåôÜâáóç áðü Ýíáí ðïéïôéêÜ
êáôþôåñï ôñüðï áíôßëçøçò ó’ Ýíáí ðïéïôéêÜ áíþôåñï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôïí
êáôþôåñï ôñüðï áíôßëçøçò Ý÷ïõìå:
(i) ÁíáëõôéêÞ èåþñçóç óôï åðßðåäï ïñãÜíùóçò ôïõ Q. Ïé ñçôïß áñéèìïß èåù-
ñïýíôáé ùò óýíïëá (êëÜóåéò éóïäõíáìßáò) óôïé÷åßùí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ éåñáñ-
÷éêïý åðéðÝäïõ ïñãÜíùóçò, ðïõ åäþ åßíáé ôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí Z. ÊÜèå

9To óýíïëï C åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ôï äå óýíïëï C0 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò óôï äáêôýëéï
C, äçë. (1) Áí (rn), (sn) ∈ C0 ôüôå êáé (rn + sn) ∈ C0 êáé (2) Aí (rn) ∈ C0 êáé (sn) ∈ C ôüôå
(rn) · (sn) = (rn · sn) ∈ C0.
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ñçôüò ëïéðüí êáèïñßæåôáé åêôáóéáêÜ, ìå ôï êáèïñéóìü ôùí óôïé÷åßùí ôçò êëÜ-
óçò éóïäõíáìßáò ðïõ ôïí ïñßæïõí. Êáèïñßæåôáé äçëáäÞ óôïé÷åéáêÜ.
(ii) ÏëéóôéêÞ èåþñçóç óôï åðßðåäï ïñãÜíùóçò ôïõ Q. Ïé ñçôïß èåùñïýíôáé
ïëéóôéêÜ, ùò Üôïìá ÷ùñßò óôïé÷åßá (ðñùôïóôïé÷åßá (urelements)), ï äå êáèïñé-
óìüò ôïõò ãßíåôáé ü÷é ìå óôïé÷åéáêü êáé åêôáóéáêü ôñüðï, áëëÜ ìå åíôáóéáêü-
äïìéêü ôñüðï, áðü ôçí áîéùìáôéêÞ äïìÞ ôïõ Q.

Óôï ðïéïôéêÜ áíþôåñï åðßðåäï áíôßëçøçò Ý÷ïõìå ðÜëé:
(iii) ÁíáëõôéêÞ èåþñçóç óôï åðßðåäï ïñãÜíùóçò ôïõ R. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéè-
ìïß èåùñïýíôáé ùò óýíïëá (êëÜóåéò éóïäõíáìßáò) óôïé÷åßùí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
éåñáñ÷éêïý åðéðÝäïõ ïñãÜíùóçò, ðïõ åßíáé ôï óýíïëï ôùí ñçôþí Q. ÊÜèå
ðñáãìáôéêüò ëïéðüí êáèïñßæåôáé åêôáóéáêÜ ìå ôïí êáèïñéóìü ôùí óôïé÷åßùí
ôçò êëÜóçò éóïäõíáìßáò ðïõ ôïí ïñßæïõí. Êáèïñßæåôáé äçëáäÞ óôïé÷åéáêÜ.
(iv) ÏëéóôéêÞ èåþñçóç óôï åðßðåäï ïñãÜíùóçò ôïõ R. Ïé ðñáãìáôéêïß èå-
ùñïýíôáé ïëéóôéêÜ, äçëáäÞ ùò Üôïìá ÷ùñßò óôïé÷åßá (ðñùôïóôïé÷åßá), ï äå
êáèïñéóìüò ôïõò ãßíåôáé ü÷é êáôÜ óôïé÷åéáêü ôñüðï, áëëÜ ìå åíôáóéáêü-äïìéêü
ôñüðï áðü ôçí áîéùìáôéêÞ äïìÞ ôïõ R.

ÐñÝðåé áêüìá íá óçìåéùèåß áí r = [rn] ∈ R åßíáé Ýíáò Üññçôïò áñéè-
ìüò, ð.÷. ï

√
2, ôüôå áí ï

√
2 èåáèåß ìå Ýíáí ðïéïôéêÜ áíþôåñï ôñüðï, äç-

ëáäÞ ïëéóôéêÜ-äïìéêÜ, ôüôå ï
√

2 ðáñïõóéÜæåôáé ùò ìéá ôåëåéùìÝíç, åíåóôù-
ôéêÜ Üðåéñç ïëüôçôá óôïé÷åßùí ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åðéðÝäïõ ïñãÜíùóçò, ôïõ Q.
Áí üìùò ï

√
2 èåáèåß áðü ìéá áíáëõôéêÞ-óôïé÷åéáêÞ óêïðéÜ, äçëáäÞ áðü Ýíáí

ðïéïôéêÜ êáôþôåñï ôñüðï, ôüôå ôï
√

2 ðáñïõóéÜæåôáé ùò ìéá Ýí äõíÜìåé Üðåéñç
ïíôüôçôá óôïé÷åßùí ôïõ Q, äçëáäÞ ôùí ðñïóåããéæïõóþí óôï

√
2 áêïëïõèéþí

ôïõ Cauchy. Åôóé ôï
√

2 ðáñïõóéÜæåôáé ùò ôï «åßíáé ôïõ ãßãíåóèáé» åíþ ç
áêïëïõèßá áíôéðñüóùðïò (rn) ùò ôï «ãßãíåóèáé ôïõ åßíáé».

(II) Äåýôåñç åöáñìïãÞ ôçò Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò.

Ï óôü÷ïò ìáò êáôÜ ôç äåýôåñç åöáñìïãÞ ôçò âáóéêÞò äéáëåêôéêÞò áñ÷Þò, ôçò
Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò, åßíáé íá ðÜñïõìå, ðÝñá áðü óõìâáôéêïýò ðñáãìáôéêïýò
áñéèìïýò R êáé íÝïõò ðïõ íá åßíáé «Üðåéñá ìéêñïß» (áðåéñïóôÜ) êáé Üëëïõò
ðïõ íá åßíáé «Üðåéñá ìåãÜëïé» , äéáôçñþíôáò üìùò, óôá ðëáßóéá ôïõ äõíáôïý,
ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôïõ óþìáôïò. ÌÜëéóôá áí èÝëïõìå ôï ôåëéêü ðñïúüí, íá ôï
ïíïìÜóïõìå «ìç- óõìâáôéêïß ðñáãìáôéêïß áñéèìïß» èá ðñÝðåé íá ðëçñïýíôáé
ôïõëÜ÷éóôïí ôá áîéþìáôá ðñþôçò ôÜîçò, áõôÜ äçëáäÞ, ðïõ ç äéáôýðùóÞ ôïõò
äåí ðåñéÝ÷åé ðïóïäåßêôåò ðïõ áíáöÝñïíôáé óå õðïóýíïëá ôïõ R.

Ç Üñíçóç ôçò óôáèåñüôçôáò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ R ìáò õðï÷ñåþíåé îáíÜ, íá
èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï ôùí ìåôáâáëëüìåíùí ðñáãìáôéêþí óå äéáêñéôü ÷ñüíï,
äçëáäÞ ôï óýíïëï,

RN := { f | f : N −−→ R}
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Tï óýíïëï RN ìðïñïýìå íá ôï äéáìåñßóïõìå ùò áêïëïýèùò:

RN = C ∪A ∪ E,

üðïõ C åßíáé ïé óõãêëßíïõóåò áêïëïõèßåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, A åßíáé ïé
áðïêëßíïõóåò áêïëïõèßåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé E åßíáé ïé õðüëïéðåò åíáë-
ëÜóóïõóåò áêïëïõèßåò (ïé «êáêÝò áêïëïõèßåò» ).

ÅðåéäÞ ôï R åßíáé ðëÞñåò óþìá, ìéá äåýôåñç åöáñìïãÞ ôçò äéáäéêáóßáò ðïõ
ðåñéãñÜöïõìå óôï (É) èá ìáò Ýäéíå ðÜëé ôï R. ¸ôóé áí èÝëïõìå íá ðÜñïõìå
áðåéñïóôÜ, üôáí áñíçèïýìå ôç ìåôáâëçôüôçôá ôïõ RN, èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôï ëåðôüôåñï äõíáôü ößëôñï ðïõ äéáôçñåß ôá áîéþìáôá ðñþôçò ôÜîçò
ôïõ R êáé äßíåé ôéò ëåðôüôåñåò Þ ìéêñüôåñåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò. Èá ìðïñïý-
óáìå âåâáßùò íá ïñßóïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ïé êëÜóåéò ôçò íá åßíáé
ìïíïóýíïëá, íá ðåñéÝ÷ïõí äçëáäÞ ìéá áêñéâþò áêïëïõèßá, äçëáäÞ:

an ≈ bn áíí an = bn, n = 1, 2, . . .

Ôüôå üìùò èá ðáßñíáìå ðÜëé ôï RN, ôïõ ïðïßïõ ç åëåýèåñç êáé áíåîÝëåãêôç
ìåôáâëçôüôçôá ôï êÜíåé íá åßíáé äáêôýëéïò êáé ü÷é óþìá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí

an :=
{

1 áí n = 2k − 1
0 áí n = 2k

êáé bn :=
{

0 áí n = 2k − 1
1 áí n = 2k

k = 1, 2, . . .

ôüôå (an)(bn) = (0, 0, 0, . . .) ≡ 0 áëëÜ ïýôå ç (an), ïýôå ç (bn) åßíáé ìçäÝí. ¢ñá
ôï RN Ý÷åé äéáéñÝôåò ôïõ ìçäåíüò. ÆçôÜìå ëïéðüí ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, ìå ôéò
ëåðôüôåñåò äõíáôÝò êëÜóåéò, ðïõ íá ðåñéïñßæïõí ôçí áíåîÝëåêôç ìåôáâëçôüôçôá
ôùí ìåôáâáëëüìåíùí óôïé÷åßùí ôïõ äáêôõëßïõ, êáé ùò óõíÝðåéá íá åîáöáíßæïõí
ôáõôü÷ñïíá, ìáæß ìå Üëëá ðñïâëÞìáôá, êáé ôï ðñüâëçìá ôùí äéáéñåôþí ôïõ
ìçäåíüò. Áò äïýìå üìùò ðïéïò åßíáé ï óõíïëéêüò ðñïâëçìáôéóìüò ðïõ èá ìáò
ïäçãÞóåé óôïí ïñéóìü ôçò æçôïýìåíçò êáôÜëëçëçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò.

1.2.6 Ç ÄéÜóðáóç ôùí Áôüìùí ôïõ R.

ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôçí ðëçñüôçôá10 ôïõ R, åßíáé öáíåñü üôé, áí èÝëïõìå áðåé-
ñïóôÜ, áõôÜ èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãçèïýí áðü ôç äéÜóðáóç ôùí áôüìùí ôïõ R
áöïý óôï R, ùò ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá, äåí õðÜñ÷ïõí èÝóåéò ðñïò êáôÜ-
ëçøç. Åßíáé áñêåôü íá èåùñÞóïõìå ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôùí áêïëïõèéþí
Cauchy ðïõ óõãêëßíïõí óôï ìçäÝí. Åßíáé äéáéóèçôéêÜ êáèáñü üôé áí èÝëïõìå
íá äçìéïõñãÞóïõìå áðåéñïóôÜ, áõôÜ ìÜëëïí èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãçèïýí «åê
ôïõ ìçäåíüò» , ðáñÜ ôç ñÞóç ‘‘ex nihilo nihil" (ôßðïôá äåí ðñïÝñ÷åôáé åê ôïõ

10H ðëçñüôçôá åßíáé ìéá éäéüôçôá äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé ãé’áõôü äå äéáôçñåßôáé áíáãêáßá áðü
ìïíôÝëï óå ìïíôÝëï,
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ìçäåíüò), äéáóðþíôáò ôç êëÜóç éóïäõíáìßáò [0] ôïõ «áôüìïõ» ôïõ ìçäåíüò, óå
Üëëåò ëåðôüôåñåò õðïêëÜóåéò. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé, áí äéáêñßíïõìå ôá óôïé-
÷åßá ôçò [0], äçëáäÞ ôéò óõãêëßíïõóåò óôï ìçäÝí áêïëïõèßåò, áíáöïñéêÜ ìå ôá
áêüëïõèá äýï êñéôÞñéá:

(1) Ôçí ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò ôùí áêïëïõèéþí êáé

(2) Ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ Þ ôÜîç ìåãÝèïõò ôùí áêïëïõèéþí.

Ôé óçìáßíåé üìùò ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò êáé ôé áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ; Áò
äïýìå ðñþôá Ýíá ðáñÜäåéãìá: Ç áêïëïõèßá

(
1
n

)
óõãêëßíåé óôï ìçäÝí ìå ðïëý

ìéêñüôåñç ôá÷ýôçôá áðü ü,ôé ç
(

1
n2

)
. H êáôÜëëçëç Ýííïéá ðïõ åíóùìáôþíåé

ôïí ðñïâëçìáôéóìü ôçò ôá÷ýôçôáò óýãêëéóçò, äßíåôáé ìÝóá áðü ôçí Ýííïéá ôïõ
áóõìðôùôéêïý ðáñÜãïíôá óýãêëéóçò. ¸óôù ìéá óõãêëßíïõóá óôï a áêïëïõèßá
(an). Ôüôå áí õðÜñ÷åé ôï üñéï:

lim
n→∞

a− an+1

a− an
≡ %.

Ôï üñéï áõôü % ëÝãåôáé áóõìðôùôéêüò ðáñÜãïíôáò óýãêëéóçò êáé åßíáé äõíá-
ôüí íá äåé÷ôåß üôé | % |≤ 1. ¼óï ôï % âñßóêåôáé êïíôýôåñá óôï ìçäÝí, ôüóï
ç áêïëïõèßá óõãêëßíåé ôá÷ýôåñá, åíþ üóï êïíôýôåñá âñßóêåôáé óôï 1, ôüóï
áñãüôåñç åßíáé ç óýãêëéóç. ’Åôóé, áí | % |= 1, ôüôå, ãéá ìåãÜëá n, Ý÷ïõìå
| a − an+1 |'| a − an | êáé Üñá ç óýãêëéóç åßíáé ðïëý áñãÞ, åíþ áí | % |< 1,
ôüôå ãéá ìåãÜëá n, Ý÷ïõìå (a− an+1) ' %(a− an) êáé åðïìÝíùò ôåëéêÜ êÜèå
üñïò ôçò áêïëïõèßáò åßíáé ðåñßðïõ | % | öïñÝò êïíôýôåñá óôï üñéï a áðü ü,ôé
ï ðñïçãïýìåíïò üñïò. Åßíáé áêüìá äõíáôüí íá áðïäåé÷ôåß üôé:

(i) Áí ï ñ õðÜñ÷åé, ôüôå,

% =
αn − αn−1

n−1 − αn−2
, n ≥ 3

(ii) Áí | % |< 1 êáé k åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áêÝñáéïò ôÝôïéïò þóôå | % |k< ε, 0 <
ε < 1, ôüôå | α− αn+k |< ε | α− αn | .

ÁíáöïñéêÜ ìå ôçí ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò, Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôçí áêüëïõèç äéÜôáîç
ðïõ ìðïñåß íá ãßíåé üóï ðõêíÞ èÝëïõìå:

0, . . . ,
(

1

een2

)
,
(

1
een

)
, . . . ,

(
1

en2

)
,
(

1
en

)
, . . . ,

(
1
n2

)
,
(

1
n

)
, . . . ,

(
1

ln n

)
,
(

1
ln ln n

)
, . . . ,

(1.1)

’Ïëåò ïé ðáñáðÜíù áêïëïõèßåò äéáêñßíïíôáé ùò ðñïò ôç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò
(ç åêèåôéêïðïßçóç åðéôá÷ýíåé ôç óýãêëéóç, ç äå ëïãáñéèìïðïßçóç ôçí åðéâñá-
äýíåé) êáé äßíïõí äéáöïñåôéêÜ óôïé÷åßá óôï åóùôåñéêü ôçò [0]. Áêüìá, ðáñüëï
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ðïõ ïé áêïëïõèßåò
(

1
n

)
êáé

(
2
n

)
Ý÷ïõí ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò, ç

(
1
n

)
ðñï-

ðïñåýåôáé óôáèåñÜ áðü ôçí
(

2
n

)
êáé áí, ãéá ðáñÜäåéãìá, ç

(
1
n

)
ðáñéóôÜíåé Ýíá

áðåéñïóôü å, ôüôå ç
(

2
n

)
èá äéáêñßíåôáé áðü ôçí

(
1
n

)
ùò ðñïò ôçí áóõìðôùôéêÞ

ôçò óõìðåñéöïñÜ êáé èá ðáñéóôÜíåé ôo áðåéñïóôü 2 11.
Åßíáé öáíåñü üôé ç ôá÷ýôçôá êáé ç áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ìéáò áêï-

ëïõèßáò êáèïñßæïíôáé áðü ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò áêïëïõèßáò ðÜíù óå ìéá «ïõñÜ»
ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò N. Ç áëëáãÞ ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò üñùí ìéáò áêï-
ëïõèßáò äåí åðçñåÜæåé ïýôå ôçí ôåëéêÞ ôçò ôá÷ýôçôá, ïýôå ôçí áóõìðôùôéêÞ ôçò
óõìðåñéöïñÜ. ¢ñá ïé «ïõñÝò» ðïõ åßíáé óõìðëçñþìáôá ðåðåñáóìÝíùí üñùí
ôçò áêïëïõèßáò êáèïñßæïõí ôéò äýï âáóéêÝò ìáò éäéüôçôåò. Áõôü ìáò ïäçãåß óôï
íá èåùñÞóïõìå ôçí êëÜóç F,

F := { ⊆ N | N− T åßíáé ðåðåñáóìÝíï}
üëùí ôùí «ïõñþí» ôïõ N, êáé íá åîåôÜæïõìå ôç óõìðåñéöïñÜ ôùí áêïëïõèéþí
ðÜíù óôéò «ïõñÝò» T ∈ F . Áðü ôçí ðáñáðÜíù áíÜëõóç åßíáé öáíåñü üôé äýï
áêïëïõèßåò ðïõ ôáõôßæïíôáé ðÜíù óå ìéá ïõñÜ T ∈ F, ðïõ åßíáé äçëáäÞ ßóåò
ôåëéêÜ ãéá üëïõò ôïõò äåßêôåò, Ý÷ïõí êáé ôçí ßäéá ôåëéêÞ ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò
êáé ôçí ßäéá áóõìðôùìáôéêÞ óõìðåñéöïñÜ. Åßíáé ëïãéêü ëïéðüí íá ôáõôßæïõìå
ôÝôïéåò áêïëïõèßåò. Ç íÝá êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ ìçäåíüò åßíáé êáôÜ ðïëý
ëåðôüôåñç áðü ôçí áñ÷éêÞ êáé ðåñéÝ÷åé ìüíïí, áêïëïõèßåò ðïõ áðü Ýíá äåßêôç
êáé ìåôÜ Ý÷ïõí üëïõò ôïõò üñïõò ßóïõò ìå ìçäÝí, êáé åðïìÝíùò èá ìðïñïýóáìå
íá ðïýìå, üôé óõãêëßíïõí óôï ìçäÝí ìå «Üðåéñç ôá÷ýôçôá» . ÁêñéâÝóôåñá, áí
[0] åßíáé ç ðáëéÜ êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ ìçäåíüò óôï R êáé [0]N ç íÝá åðß ôïõ
RN, äçëáäÞ,

[0]N := {(αn) ∈ RN | αn = 0 ãéá êÜèå n > n0 ∈ N}
Ý÷ïõìå üôé

(
1
n

) ∈ [0]Π áëëÜ
(

1
n

) 6∈ [0]N . Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå üëåò ôéò
áêoëïõèßåò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôç äéÜôáîç (1.1), óåë. 24, êáé ïé ïðïßåò áöïý
áíÞêáí óôçí ðáëéÜ [0]Π áëëÜ äåí áíÞêïõí óôç íÝá [0]N , áðïôåëïýí ôç âÜóç ãéá
ôçí êáôáóêåõÞ íÝùí «ðñáãìáôéêþí áñéèìþí» , ðïõ üëïé ôïõò åßíáé õðïøÞöéïé
ãéá ôï ñüëï ôùí áðåéñïóôþí. ¸ôóé ôåëåßùò öõóéïëïãéêÜ êáé ÷ùñßò óôçí ïõóßá
ðåñéèþñéá äéáöïñåôéêÞò åðéëïãÞò, ç áíáæçôïýìåíç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ èá
äéáóðÜóåé ôá Üôïìá ôïõ R êáé èá ìáò äþóåé ìç-óõìâáôéêïýò ðñáãìáôéêïýò
áñéèìïýò åßíáé ç áêüëïõèç:

1.2.5 Ïñéóìüò. Äýï áêïëïõèßåò f = (ai) êáé g = (bj) ∈ RN èá ëÝãïíôáé
éóïäýíáìåò áí õðÜñ÷åé T ∈ F ôÝôïéï þóôå, am = bm ãéá êÜèå m ∈ T , äçëáäÞ

(ai) ≈ (bj) (∃T ∈ F)(∀m ∈ T )[am = bm].
11Ãéá èÝìáôá ôá÷ýôçôáò óýãêëéóçò êáé ó÷åôéêÜ èÝìáôá âë. [14, óåë. 469]
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ÕðÜñ÷åé üìùò ôï ðñüâëçìá: Åßíáé ç ó÷Ýóç ≈ ðñÜãìáôé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò
åðß ôïõ RT; Ç áðÜíôçóç åßíáé êáôáöáôéêÞ. Èá áðïäåßîïõìå üìùò ðñþôá ôçí
áêüëïõèç ðñüôáóç.

1.2.6 Ðñüôáóç. Ç êëÜóç F éêáíïðïéåß ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

(i) N ∈ F êáé ∅ 6∈ F.

(ii) A ∈ F êáé A ⊆ B ⇒ B ∈ F.

(iii) A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F.

Proof: (i) Åßíáé öáíåñü, áöïý ∅ = N−N êáé ôï ∅ åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Åðßóçò
N− ∅ = N åßíáé ðÜíôïôå áñéèìçóßìùò Üðåéñï.
(ii) ÐñÜãìáôé, A ∈ F óõíåðÜãåôáé üôé ôï N − A åßíáé ðåðåñáóìÝíï. ÁëëÜ
A ⊆ B ⇒ N − B ⊆ N − A, Üñá êáé ôï N − åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Üñá
B ∈ F.
(iii) ÅðåéäÞ (N − ) ∪ (N − ) = N − ( ∩ ) êáé N − , N − åßíáé ðåðåñáóìÝíá
áöïý ôá , ∈ F , Ý÷ïõìå åðßóçò üôé êáé ôï N− (∩ ) åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Ýôóé
∩ ∈ F.

1.2.7 Ðñüôáóç. Ç ó÷Ýóç ≈ ( Ïñéóìüò 1.2.5) åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Proof: Ç áíáêëáóôéêÞ êáé ç óõììåôñéêÞ éäéüôçôá åßíáé öáíåñÝò. Èá áðï-
äåßîïõìå ôç ìåôáâáôéêÞ. Åóôù (an) ≈ (bn) êáé (bn) ≈ (cn). Ôüôå Ý÷ïõìå:
A = {n ∈ N | an = bn} ∈ F êáé B = {n ∈ N | bn = cn} ∈ F. ¢ñá
∩ = {n ∈ N | an = bn = cn} ∈ F âë. Ðñüôáóç 1.2.6 (iii). ÁëëÜ C =
{n ∈ N | an = cn} ⊇ A∩B , Üñá óýìöùíá ìå ôçí (ii) ( Ðñüôáóç 1.2.6), C ∈ F
êáé åðïìÝíùò (an) ≈ (cn)

1.2.8 Ó÷üëéï. Ç êëÜóç F áëëÜ êáé êÜèå êëÜóç õðïóõíüëùí ðïõ ðëçñåß ôéò
éäéüôçôåò (i),(ii),(iii) (Ðñüôáóç 1.2.6) ëÝãåôáé ößëôñï. Ï ëüãïò ßóùò åßíáé üôé,
êÜèå ößëôñï ïñßæåé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ≈ åðß ôïõ RN êáé åðïìÝíùò êáé
Ýíá óýíïëï ðçëßêï RN/ ≈ ðïõ åßíáé ìéá íÝá «áöáßñåóç» Þ «ìïñéïðïßçóç»
ôïõ áñ÷éêïý óõíüëïõ. ÄéáéóèçôéêÜ ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå üôé, êÜèå êëÜóç
óõíüëùí ìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ ößëôñïõ, Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ôç äçìéïõñãßá åíüò
«ößëôñïõ» ìå ôçí êáèïìéëïõìÝíç Ýííïéá. Åêôüò áðü ôéò ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò,
üðùò ç äçìéïõñãßá êëÜóåùí éóïäõíáìßáò êáé ç áíáäüìçóç ôïí óôïé÷åßùí, êÜèå
ößëôñï Ý÷åé êáé ìéá «ëïãéêÞ óçìáóßá» . ’Åôóé áí åñìçíåýóïõìå ôá õðïóýíïëá
óôïé÷åßá ôïõ ößëôñïõ, ùò ôçí «Ýêôáóç» ðÜíù óôçí ïðïßá éó÷ýåé ìéá ëïãéêÞ
ðñüôáóç p, äçë. A := {x ∈ N | p(x)} êáé ôç ó÷Ýóç «≤» ùò óõíåðáãùãÞ, ôüôå
ç ëïãéêÞ åñìçíåßá ôùí áîéùìÜôùí ôïõ ößëôñïõ åßíáé ç áêüëïõèç:
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(i) Oé ôáõôïëïãßåò åßíáé ðÜíôïôå áëçèåßò, åíþ ïé áíôéöÜóåéò ðÜíôïôå øåõäåßò.

(ii) Áí ìéá ðñüôáóç p åßíáé áëçèÞò êáé p ⇒ q ôüôå êáé ç q åßíáé áëçèÞò.
ÄçëáäÞ ç éäéüôçôá (ii) äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ôï ãíùóôü ëïãéêü êáíüíá
óõìðåñáóìïý, modus ponens.

(iii) TÝëïò ç ôñßôç éäéüôçôá ìáò ëÝåé üôé áí äýï ðñïôÜóåéò p êáé q åßíáé áëçèåßò
ôüôå êáé ç óýæåõîÞ ôïõò åßíáé áëçèÞò. Ãéá ôï ëüãï áõôü Ýíá ößëôñï
ëÝãåôáé óôá ðëáßóéá ôçò ëïãéêÞò êáé «ðáñáãùãéêü Þ áðáãùãéêü óýóôçìá»
(deductive system).

ÌÝóá áðü áõôü ôï «ößëôñï» ëïéðüí, öéëôñÜñïíôáé ôá óôïé÷åßá ôïõ RN , ìå
ôï íá ôáîéíïìïýíôáé óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, ôùí áíôßóôïé÷ùí óôïé÷åßùí ðïõ
éêáíïðïéïýí êÜðïéá éäéüôçôá. Åóôù ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíá óôïé÷åßï (an) ∈ RN
êáé ìéá óõãêåêñéìÝíç éäéüôçôá, ð.÷. p = {x | x ≥ 0}. Ôüôå áí ïé üñïé ôçò
áêïëïõèßáò ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá p, áíôéóôïé÷ïýí ó’ Ýíá óýíïëï äåéêôþí ðïõ
áíÞêåé óôï F, äçëáäÞ áí {n ∈ N | an Ý÷åé ôçí éäüôçôá p} ∈ F, ôüôå
ïëüêëçñï ôï óôïé÷åßï (an) äéÝñ÷åôáé áðü ôï «ößëôñï» êáé ôáîéíïìåßôáé óôç
êëÜóç éóïäõíáìßáò üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôïõ RN, ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí éäéüôçôá
p êáé Ý÷ïõí ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü äçìéïõñãåßôáé
Ýíá íÝï óôïé÷åßï, ôïõ RN/ ≈ ðëÝïí, ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá p.

Ãéá íá ðïýìå üôé ìéá éäéüôçôá ôçò äïìÞò (R, +, ·,≤), äéÝñ÷åôáé áðü ôï «ößë-
ôñï» êáé êëçñïíïìåßôáé êáé óôç äïìÞ (RN/ ≈, +, ·,≤), äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé
óôïé÷åßï ôïõ, ðïõ äéåñ÷üìåíï áðü ôï ößëôñï, áðïôåëåß ìå Üëëá óôïé÷åßá, ìéá
êëÜóç éóïäõíáìßáò ðïõ êáôáóôñáôçãåß ôçí éäéüôçôá p. Óõíïøßæïíôáò ëïéðüí, ç
éäéüôçôá (i) (Ðñüôáóç 1.2.6) óôçí ïõóßá ìáò ëÝåé üôé: Áí ãéá ôçí (an) éó÷ýåé
üôé êÜèå üñïò ôçò, Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p, ôüôå êáé ôï ïëéóôéêü óôïé÷åßï (an) Ý÷åé
ôçí éäéüôçôá p êáé åðïìÝíùò äéÝñ÷åôáé ôïõ ößëôñïõ êáé ôáîéíïìåßôáé óôç êëÜóç
éóïäõíáìßáò üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôïõ RN, ðïõ Ý÷ïõí ôç óõãêåêñéìÝíç éäéüôçôá
êáé ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò. Áí üìùò,

{n ∈ N | ôï an Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p} = ∅,

ôüôå êáé ôï óôïé÷åßï (an) äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p.
Ç éäéüôçôá (ii)(Ðñüôáóç 1.2.6), ëÝåé üôé, áí ç (an) Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p,

äçëáäÞ áí,
= {n ∈ N | ôï an Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p} ∈ F

êáé ôï óýíïëï äåéêôþí,

B = {n ∈ N | ôï an Ý÷åé ôçí éäéüôçôá q}
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åßíáé õðåñóýíïëï ôïõ , äçëáäÞ áí p ⇒ q, ôüôå ç (an) Ý÷åé åðßóçò êáé ôçí
éäéüôçôá q. Åôóé áí ôåëéêÜ äéÝñ÷åôáé ôïõ ößëôñïõ ìéá ðñüôáóç p, ôáõôü÷ñïíá
äéÝñ÷ïíôáé êáé üëåò ïé ðñïôÜóåéò ðïõ óõíåðÜãåôáé ç p. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá
íá åßíáé óþìá ç äïìÞ (RN/≈,+, ·,≤) áñêåß íá äéÝñ÷ïíôáé ôïõ ößëôñïõ ôá
áîéþìáôá ôïõ óþìáôïò. ÔÝëïò ç (iii) (Ðñüôáóç 1.2.6) ëÝåé üôé áí ôï óôïé÷åßï
(an), Ý÷åé ôçí éäéüôçôá p êáé q ôüôå äéÝñ÷åôáé áðü ôï ößëôñï êáé ç éäéüôçôá p∧q.

Ôï ößëôñï F êáé ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ óõíåðÜãåôáé, êáôáóêåõÜóôçêáí
ìå óôü÷ï íá åêöñÜóïõí ôïí ðñïâëçìáôéóìü ôùí ôá÷õôÞôùí óýãêëéóçò êáé ôçò
áóõìðôùìáôéêÞò óõìðåñéöïñÜò. Ùóôüóï üìùò äåí åðéëýåôáé ïýôå ôï ðñüâëçìá
ôùí äéáéñåôþí ôïõ ìçäåíüò, ïýôå äéáôçñåßôáé ç éäéüôçôá ôçò ôñé÷ïôïìßáò.

1.2.9 ÐáñÜäåéãìá. (i) Åóôù f = (0, 1, 0, 1, . . .) êáé g = (1, 0, 1, 0, 1, . . .), ôüôå
f · g = (0, 0, 0, ...) áëëÜ ïýôå ïé Üñôéïé, ïýôå ïé ðåñéôôïß áíÞêïõí óôï F,
Ýôóé ôá óôïé÷åßá f êáé g äåí óôáèåñïðïéïýíôáé ãýñù ïýôå áðü ôç ôéìÞ 0
ïýôå áðü ôç ôéìÞ 1 êáé åðïìÝíùò ïýôå ç f , ïýôå ç g äåí åßíáé ìçäÝí. Áí
ãéá ðáñÜäåéãìá ïé Üñôéïé áíÞêáí óôï F ôüôå ç f èá Þôáí ßóç ìå 1 êáé ç
g ßóç ìå 0.

(ii) Åóôù

f(n) =
{

1 áí n ðåñéôôüò
−1 áí n Üñôéïò

(1.2)

Áí åðéèõìïýìå íá éó÷ýåé ç éäéüôçôá ôçò ôñé÷ïôïìßáò óôï RN/ ≈, èá ðñÝðåé
íá ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå, ðïéá áêñéâþò áðü ôéò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò éó÷ýåé:

(f > 0) ∨ (f = 0) ∨ (f < 0).

ÅðåéäÞ üìùò ïýôå ïé Üñôéïé ïýôå ïé ðåñéôôïß áíÞêïõí óôï F, äåí ìðïñïýìå íá
áðïöáíèïýìå ãéá ôï áí (f > 0), (f = 0) Þ (f < 0).

Ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ÐáñÜäåéãìá 1.2.9 ìðïñïýí íá åðéëõ-
èïýí, áí äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá ößëôñï FM ðïõ íá åßíáé åðÝêôáóç ôïõ F, äçëáäÞ
FM ⊇ F êáé ôï ïðïßï íá ôáîéíïìåß üëá ôá õðïóýíïëá ôïõ N óå «ìåãÜëá» ôá
ïðïßá èá áðáñôßæïõí ôï FM êáé óå ìéêñÜ ðïõ èá áíÞêïõí óôï P(N) −FM .
Ç áðáßôçóç FM ⊇ F ãßíåôáé þóôå íá äéáôçñÞóïõìå ôïõò ðñïâëçìáôéóìïýò
ó÷åôéêÜ ìå ôç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò, ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ áëëÜ êáé ôéò
ëïãéêÝò éäéüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí ôá ößëôñá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ áðáéôïýìå ôï FM

íá åßíáé ößëôñï ãéá íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, áëëÜ êáé Ýíá
ðáñáãùãéêü óýóôçìá.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ Áîéþìáôïò ôçò ÅðéëïãÞò êáé öñïíôßæïíôáò íá ôçñïýìå ôéò
éäéüôçôåò (i),(ii),(iii) (Ðñüôáóç 1.2.6), ìðïñïýìå íá ôáîéíïìÞóïõìå üëá ôá õðï-
óýíïëá ôïõ N óå «ìåãÜëá» êáé óå «ìéêñÜ» ðïõ åßíáé óõìðëçñþìáôá ìåãÜëùí.



Êåö. 1: ÂÁÓÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÌÏÍÔÅËÙÍ 29

Åôóé ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ôáîéíïìÞóïõìå ôïõò áñôßïõò ùò ìåãÜëï óýíïëï, ôüôå
áíáãêáóôéêÜ ïé ðåñéôôïß èá ôáîéíïìçèïýí ùò ìéêñü óýíïëï êáé áíôßóôñïöá.
Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé äåí õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ôñüðïò ôáîéíüìçóçò. ÊáôáëÞ-
ãïõìå ôåëéêÜ óôïí áêüêïõèï ïñéóìü.

Ó÷Þìá 1.5: Ôï õðåñößëôñï FM : Ëüãù ôçò ëåðôüôçôáò ôïõ õðåñößëôñïõ, üëåò ïé
áêïëïõèßåò (Cauchy, áðïêëßíïõóåò, åíáëëÜóïõóåò) äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ößëôñï
êáé ôáîéíïìïýíôáé óå êáôÜëëçëåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò.

1.2.10 Ïñéóìüò. ¸íá õðåñößëôñï FM åðß ôïõN åßíáé Ýíá ößëôñï ôÝôïéï þóôå12

ãéá êÜèå ⊆ N,
Þ A ∈ FM Þ N−A ∈ FM (1.3)

1.2.11 Ðñüôáóç. Áí FM åßíáé Ýíá õðåñößëôñï åðß ôïõ N êáé A = 1∪2∪. . .∪An

ôüôå A ∈ FM ⇒ Ai ∈ FM ãéá êÜðïéï i = 1, 2, . . . , n.

Proof: Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , n, i 6∈ FM . ÅðåéäÞ ôï FM

åßíáé õðåößëôñï Ý÷ïõìå üôé N − Ai ∈ FM ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . n. ÁëëÜ ôüôå
∅ = A∩ (N−A1) . . .∩ (N−An) ∈ FM ðïõ åßíáé Üôïðï áöïý ∅ 6∈ FM .

Áò äïýìå ôþñá ìå ðéï ôñüðï ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ïñßæåôáé ùò ðñïò ôï
FM , ëýíåé ôá ðñïâëÞìáôÜ ìáò. Åóôù,

(an) ≈ (bn) áíí {n ∈ N | an = bn } ∈ FM (1.4)

êáé áò èåùñÞóïõìå ðÜëé ôéò ðåñéðôþóåéò óôï ÐáñÜäåéãìá 1.2.9. ÅðåéäÞ ìå
ïðïéáäÞðïôå ôáîéíüìçóç (äåí õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ), Ýíá áðü ôá äýï óýíïëá,
ôùí áñôßùí Þ ôùí ðåñéôôþí, èá ôáîéíïìçèåß ùò «ìåãÜëï» åíþ ôï Üëëï ùò «ìéêñü»
, èá Ý÷ïõìå:

12ÓõíÞèùò «õðåñößëôñï» êáé «ìåãéóôéêü ößëôñï» åßíáé ôáõôüóçìåò Ýííïéåò. Ößëôñá ðïõ éêáíï-
ðïéïýí ôçí (1.3), ëÝãïíôáé ðñþôá ößëôñá. Ãéá Üëãåâñåò ôïõ Âïïle, üðùò ð.÷. ç P(N), ïé Ýííïéåò
ôïõ õðåñößëôñïõ êáé ôïõ ðñþôïõ ößëôñïõ óõìðßðôïõí.
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� f ≈ 0 áí ïé ðåñéôôïß áíÞêïõí óôï FM , ïðüôå g ≈ 1,

� f ≈ 1 áí ïé Üñôéïé áíÞêïõí óôï FM , ïðüôå g ≈ 0.

Åðßóçò, áí õðïèÝóïõìå üôé ïé Üñôéïé áíÞêïõí óôï FM , ôüôå ãéá ôï (ii) (ÐáñÜ-
äåéãìá 1.2.9) Ý÷ïõìå,

f ≈ −1 êáé Ýôóé f < 0.

Åôóé ëïéðüí ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ âáóßæåôáé óôï FM , ëýíåé üëá ôá ðñï-
âëÞìáôá êáé åíóùìáôþíåé ôïõò ó÷åôéêïýò ðñïâëçìáôéóìïýò ãéá ôç ôá÷ýôçôá óý-
ãêëéóçò êáé ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ. ÔåëéêÜ ïäçãïýìáóôå öõóéïëïãéêÜ
óôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

1.2.12 Ïñéóìüò. (i) Åóôù f = (an), g = (bn) ∈ RN ôüôå,

f ≈ g Üíí {n ∈ N | an = bn} ∈ FM

Èåùñþíôáò ôéò áêïëïõèßåò (an) êáé (bn) ùò ìåôáâáëëüìåíïõò ðñáãìáôé-
êïýò áñéèìïýò óå äéáêñéôü ÷ñüíï N, ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç óôçí ïõóßá ôáõôß-
æåé äýï ìåôáâáëëüìåíïõò ðñáãáìôéêïýò, áí ðáßñíïõí ßóåò ôéìÝò ãéá Ýíá
ìåãÜëï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá, äçëáäÞ óýíïëï ÷ñïíéêþí óôéãìþí ðïõ áíÞêåé
óôï FM .

(ii) Ôï óýíïëï ôùí ìç-óõìâáôéêþí áñéèìþí ïñßæåôáé ùò åîÞò:

∗R := RN/ ≈

Áí äå óõìâïëßæïõìå ìå [an] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôçò (an) ôüôå :

� [an] = [bn] áíí {n ∈ N | an = bn} ∈ FM .

� [an] ≤ [bn] áíí {n ∈ N | an ≤ bn} ∈ FM .

� [an] + [bn] = [an + bn].

� [an] · [bn] = [an · bn].

� [0] åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôçò ðñüóèåóçò,

� [1] åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé [−an] åßíáé
ôï áíôßèåôï óôïé÷åßï ôïõ [an].

Áí ôþñá [an] 6= [0] äçëáäÞ áí {n ∈ N | an 6= 0} ∈ FM êáé,

cn :=
{

a−1
n áí an 6= 0

0 áí an = 0
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ôüôå [an]−1 = [cn] êáé [an] · [cn] = [1] áöïý {n ∈ N | an · cn = 1} = {n ∈ N |
an 6= 0} ∈ FM

Ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïß åßíáé åýêïëï íá äåé÷ôåß üôé äåí åîáñôþíôáé áðü ôéò
áêïëïõèßåò - áíôéðñïóþðïõò (an), (bn).

Åßíáé åýêïëï íá äåßîåé êáíåßò, üôé ç äïìÞ (∗R, +, ·,≤) åßíáé Ýíá äéáôáãìÝíï
óþìá, âë. Èåþñçìá 1.2.13.

Ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ∗R óõìðëçñþèçêå ç äéáëåêôéêÞ ðïñåßá. Áí åðáíáëÜ-
âïõìå åðß ôïõ ∗R ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, ôçò Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò, äåí ðáßñíïõìå
Üëëá íÝá áíôéêåßìåíá, áöïý ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôçí
≈, åßíáé ïé ëåðôüôåñåò äõíáôÝò, áíáöïñéêÜ ìå ôï ÷ñüíï N, ðïõ ôáõôü÷ñïíá
äéáôçñïýí ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôïõ óþìáôïò. Åôóé äïèÝíôïò üôé ÷ñçóéìïðïéïýìå
äéáêñéôü ÷ñüíï, Þ äéáêñéôü ðåäßï ìåôáâïëÞò ð.÷. ôï N, ôï ∗R ðáñïõóéÜæåôáé ùò
o ôåëéêüò äéáëåêôéêüò óôü÷ïò. ÁëëÜæïíôáò üìùò ðåäßï ìåôáâïëÞò N ìå Üëëá,
ð.÷. Ýíá ÷þñï ðéèáíüôçôáò (Ω, A, P) Ý÷ïõìå êáéíïýñãéá äéáëåêôéêÜ ó÷Þìáôá
êáé «ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò» ðïõ óôç öýóç ôïõò åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò,
(âë. [20, 21]), üðïõ åîåôÜæïíôáé ðáñüìïéá èÝìáôá, áëëÜ óå ðéï ðñï÷ùñçìÝíï
åðßðåäï, âë. åðßóçò êáé ôï [7].

ÅðåéäÞ ôï FM ðáñÜãåé ôéò ëåðôüôåñåò äõíáôÝò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, äé-
êáßùò ïíïìÜæåôáé õðåößëôñï. Ãéá ìéá åéêïíéêÞ ðáñÜóôáóç âë. 1.5.
áðïêëßíïõóåò, åíáëëÜóïõóåò) äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ößëôñï êáé ÂëÝðïõìå üôé ç
áíáãêáéüôçôá ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí äéáéñåôþí ôïõ ìçäåíüò,
áëëÜ êáé ôçò éäéüôçôáò ôçò ôñé÷ïôïìßáò ìáò õðï÷ñåþíåé íá ôáîéíïìÞóïõìå üëá
ôá óôïé÷åßá ôïõ RN, óå áíôßèåóç ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ößëôñïõ ôïõ Cauchy üðïõ
õðÜñ÷åé ôáîéíüìçóç ìüíïí ãéá ôéò óõãêëßíïõóåò áêïëïõèßåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç
áêïëïõèßá

(
1
n

)
êáé ïé éóïäýíáìÝò ôçò äßíïõí, Ýóôù ôï áðåéñïóôü , ç äå

(
1
n2

)
ôï

2, ìåôáîý äå ôïõ êáé ôïõ 2, õðÜñ÷åé ãéá ðáñÜäåéãìá ôï áðåéñïóôü ðïõ ðñïÝñ-

÷åôáé áðü ôçí áêïëïõèßá
(

1
n ln(n)

)
ê.ëð. Åðßóçò ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [n] ìáò

äßíåé ôïí Üðåéñá ìåãÜëï áñéèìü = 1 , ê.ëð. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ ç åíáëëÜóïõóá
áêïëïõèßá,

f(x) :=





1 áí n ∈ N3k := {3k | k = 0, 1, 2 . . .}
0 áí n ∈ N3k+1

−1 áí n ∈ N3k+2

(1.5)

åîáíáãêÜæåôáé áðü ôçí ýðáñîç ôïõ õðåñößëôñïõ, íá ðÜñåé ìüíïí ìéá ôéìÞ (ôç
ôéìÞ ìå ôçí ïðïßá åßíáé ßóç ãéá Ýíá «ìåãÜëï» ÷ñïíéêü äéÜóôçìá.) êáé íá ôá-
îéíïìçèåß óôç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôçò óôáèåñÞò áõôÞò ôéìÞò. Áõôü ôï óõìðå-
ñáßíïõìå áðü ôçí Ðñüôáóç 1.2.11. Ìå ôïí ôñüðï áõôü «áðáëëáóóüìáóôå»
áðü ôéò åíï÷ëçôéêÝò åíáëëÜóïõóåò áêïëïõèßåò «åîïñßæïíôÜò ôåò» óå ìéá êëÜóç
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éóïäõíáìßáò êáôÜ Ýíá óõíåðÞ ôñüðï. Ìå Üëëá ëüãéá ç ýðáñîç ôïõ õðåñößë-
ôñïõ åðéâÜëëåé Ýíá «áõóôçñü êáèåóôþò» êáé ìéá ïóôåïðïßçóç åðß ôïõ R, ìå
Üêáìðôç åîùôåñéêÜ ôÜîç. ÊÜèå ìåôáâïëÞ Ý÷åé ðåñéïñéóôåß óôï åóùôåñéêü ôùí
êëÜóåùí éóïäõíáìßáò êáé ãé’ áõôü åßíáé åîùôåñéêÜ áèÝáôç, áíôéëáìâáíüìáóôå
äçëáäÞ ôï R, ùò ìéá äïìÞ ìå óôáèåñÜ óôïé÷åßá. ÄçëáäÞ óôï ∗R ç ìåôáâëçôü-
ôçôá êáé ç áíÜðôõîç, åðéôñÝðåôáé óôï åóùôåñéêü ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò, åíþ
ïé ßäéåò ïé êëÜóåéò åîùôåñéêÜ ðáñïõóéÜæïõí ìéá áðüëõôç óôáèåñüôçôá. Ç üëç
êáôÜóôáóç åßíáé áíÜëïãç ì’ áõôÞí åíüò åõóôáèïýò ìïñßïõ, óôï åóùôåñéêü ôïõ
ïðïßïõ õðÜñ÷ïõí ìåôáâáëëüìåíá çëåêôñüíéá, ëåðôüíéá êáé Üëëá óþìáôéá.

Áîßæåé åäþ íá óçìåéþóïõìå üôé ïé áëãåâñéêÝò äïìÝò ôïõ äáêôõëßïõ, ôçò ïìÜ-
äáò, êáé ãåíéêüôåñá ôïõ ìïíïåéäïýò, åßíáé äïìÝò ðïõ åðéôñÝðïõí ôçí Ýííïéá ôçò
ìåôáâïëÞò óôï åóùôåñéêü ôïõò êáé ãé’ áõôü ïé áíáðáñáóôÜóåéò ôïõò ó÷åôßæïíôáé
ìå ÷þñïõò óõíáñôÞóåùí. Åßíáé áîéïóçìåßùôï üôé ôï RN áëëÜ êáé êÜèå êëÜóç
éóïäõíáìßáò åíüò ðåðåñáóìÝíïõ óôïé÷åßïõ åßíáé äáêôýëéïé.

Ãéá ôï ∗R õðÜñ÷ïõí ôñåéò èåÜóåéò: Ìéá ìáêñïóêïðéêÞ «äéÜ ãõìíïý ïöèáë-
ìïý» , ìéá ìéêñïóêïðéêÞ ìå «áðåéñïóôéêü ìéêñïóêüðéï» êáé ìéá ôåëåóêïðéêÞ ìå
«Üðåéñçò äýíáìçò ôçëåóêüðéá» . ÄéÜ ãõìíïý ïöèáëìïý áíôéëáìâáíüìáóôå ôéò
êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðåñðñáãìáôéêþí ðïõ óõìðßðôïõí ìå
ôïõò óõìâáôéêïýò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò R. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôçò ìáêñï-
óêïðéêÞò èÝáóçò ç éóüôçôá óôçí ïõóßá óõìðßðôåé ìå ôç ó÷Ýóç «≈ » ôïõ Üðåéñá
êïíôÜ. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ìå ôá ìéêñïóêüðéá Üðåéñçò äéá÷ùñéóôéêÞò äýíá-
ìçò, áíôéëáìâáíüìáóôå áðåéñïóôéêÝò ìåôáâïëÝò êáé ëåðôïìÝñåéåò óôï åóùôå-
ñéêü ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ôïõ R, äçëáäÞ âëÝðïõìå áðåéñïóôÜ, åíþ ìå ôá
ôçëåóêüðéá Üðåéñá ìåãÜëïõò áñéèìïýò. H éóüôçôá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé
ç áðüëõôç éóüôçôá «=» .

Áð’ üëá ôá ðáñáðÜíù âãáßíåé áâßáóôá ôï åîáéñåôéêÜ óðïõäáßï óõìðÝñáóìá-
--óýíèçìá13 üôé:

Ôá óôïé÷åßá Ý÷ïõí äïìÞ, êáé åðïìÝíùò,
ïé äïìÝò óõãêñïôïýíôáé óå åðßðåäá ðñáãìáôéêüôçôáò !

¸î ’Üëëïõ ïðïéáäÞðïôå åðéóýíáøç óçìåßùí ð.÷. óôï R ôï ïðïßï åßíáé ðëÞñåò
êáé «óõíå÷Ýò» äå èá ìðïñïýóå íá åßíáé äõíáôÞ ðáñÜ ìüíïí áí ôá éäåáôÜ áõôÜ
óçìåßá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìéá êÜðïéá «ìéêñïóêïðéêÞ Þ ìåãáóêïðéêÞ ðñáãìáôé-
êüôçôá!» . Áõôü éó÷ýåé êáé ãéá ôïõò õðåñðñáãìáôéêïýò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò
áëëÜ êáé ãéá ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò âë. ??. Ìå ôï èÝìá üìùò áõôü èá
áó÷ïëçèïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá.

13Tï óõìðÝñáóìá áõôü åßíáé Ýíá êåíôñéêü óçìåßï ãéá ôá óýã÷ñïíá ìáèçìáôéêÜ, êáé åßíáé ßóùò
ç ïõóßá ôùí ÈåùñçìÜôùí Löwenheim -- Skolem óôç ÌáèçìáôéêÞ ËïãéêÞ.
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1.2.7 Ç ÄïìÞ ôùí ìç-Óõìâáôéêþí Ðñáãìáôéêþí Áñéèìþí êáé ïé
Ó÷åôéêÝò ÃåùìåôñéêÝò ÐáñáóôÜóåéò

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí éäéïôÞôùí ôïõ FM , åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï íá áðïäåßîåé êáíåßò
ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

1.2.13 Èåþñçìá. Ôï ∗R åßíáé Ýíá äéáôáãìÝíï óþìá.

Proof: Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò: Åóôù
[an], [bn], [cn] ∈ ∗R, ôüôå,

[an] · ([bn] + [c]) = [an] · ([bn + cn])
= [an · (bn + cn)]
= [(an · bn) + (an · cn)]
= [an] · [bn] + [an] · [cn].

Ôï R ìðïñåß íá åìöõôåõôåß óôï ∗R ùò åîÞò :

i : R ↪→ ∗R // r 7−→ i(r) = [r, r, . . . , r, . . .]

1.2.14 Ðñüôáóç. Ç åìöýôåõóç i : R ↪→ ∗R åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ðïõ äéá-
ôçñåß ôç äéÜôáîç. Ìå äéáöïñåôéêÞ äéáôýðùóç, ôá R êáé i(R) åßíáé éóïìïñöéêÜ
óþìáôá êáé ôï i(R) åßíáé Ýíá ãíÞóéï õðïóþìá ôïõ ∗R.

Proof: Ç óõíÜñôçóç i åßíáé 1− 1, ãéáôß áí i(r) = i(s) ôüôå [r, r, . . .] = [s, s, . . .]
êáé Üñá r = s. Åßíáé áêüìá öáíåñü üôé ç i(·) äéáôçñåß ôéò ðñÜîåéò êáé ôç
äéÜôáîç. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

i(r) + i(s) = [r, r, . . .] + [s, s, . . .] = [r + s, r + s, . . .] = i(r + s),

êáé áí r < s ôüôå i(r) < i(s) áöïý [r, r, . . .] < [s, s, . . .] éó÷ýåé ãéá êÜèå n ∈ N
êáé ôï N ∈ FN .

ÔÝëïò ç i(·) äåí åßíáé åðß, ãéáôß áí = [1, 2, 3, . . .], ôüôå ôï äåí åßíáé äõíáôüí
íá åßíáé ßóï ìå êáíÝíá [r, r, . . .] áöïý ôï óýíïëï A = {n ∈ N | r = n } åßíáé
ôï ðïëý ìïíïóýíïëï, äçëáäÞ ðåðåñáóìÝíï êáé Ýôóé A 6∈ FM . ¢ñá > [r, r, . . .]
äçëáäÞ {n ∈ N | n > r } ∈ FM ãéá êÜèå r ∈ R êáé Ýôóé > r ãéá êÜèå
r ∈ R. Ôï ëÝãåôáé Üðåéñá ìåãÜëïò áêÝñáéïò, ôï äå 1 = [1, 1

2 , 1
3 , . . .] åßíáé Ýíá

áðåéñïóôü ðïõ åðßóçò äåí áíÞêåé óôï i(R).

1.2.15 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå r = [rn] ∈ ∗R, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ôçò áðüëõôçò
ôéìÞò ùò áêïëïýèùò:

| · |: ∗R −→ ∗R+ // r 7−→| r |= [| rn |]
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1.2.16 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå r = [rn] ∈ ∗R, Ý÷ïõìå:

| r |=




r áí r > 0
0 áí r = 0

−r áí r < 0
(1.6)

Proof: Å÷ïõìå üôé,

[|rn|] =





[rn] áí {n ∈ N | rn > 0 } ∈ FM

0 áí {n ∈ N | rn = 0 } ∈ FM

−[rn] áí {n ∈ N | rn < 0 } ∈ FM

=





[rn] áí [rn] > 0
0 áí [rn] = 0

−r áí [rn] < 0
= |[rn]| = |r|

1.2.17 Ïñéóìüò. Åóôù x, y ∈ ∗R ôüôå:

(i) Ôï x ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíï (finite) Þ ðåñéïñéóìÝíï (limited)14 áíí | x |< n
ãéá êÜðïéï n ∈ N, Üðåéñïò Þ áðåñéüñéóôïò äå áíí | x |> n ãéá êÜèå
n ∈ N.

(ii) Ôï x ëÝãåôáé áðåéñïóôü (óõìâïëéêÜ x ≈ 0) áí ãéá êÜèå n ∈ N, | x |< 1
n

(iii) To x åßíáé Üðåéñá êïíôÜ óôï y (óõìâïëéêÜ x ≈ y) áíí x − y ≈ 0. (Óôï
åîÞò èá ôáõôßæïõìå ôá i(x) ≡ x, x ∈ R).

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíïò õðåñðñáãìáôéêüò r ∈ ∗R, ðåñéâÜë-
ëåôáé áðü Ýíá íÝöïò áðåéñïóôþí, üðùò ï ðõñÞíáò åíüò áôüìïõ ðåñéâÜëëåôáé
áðü çëåêôñüíéá. Áí ìÜëéóôá ðåñéïñéóôïýìå óôïõò ðåðåñáóìÝíïõò õðåñðñáã-
ìáôéêïýò êáé ôáõôßóïõìå üëïõò üóïõò åßíáé Üðåéñá êïíôÜ, äçëáäÞ üëïõò üóïõò
âñßóêïíôáé óôï ßäéï íÝöïò, ôüôå ðáßñíïõìå ðÜëé ôïõò óõìâáôéêïýò ðñáãìáôé-
êïýò. Åôóé öõóéïëéïãéêÜ ïäçãïýìáóôå óôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

1.2.18 Ïñéóìüò. (i) Ãéá êÜèå x ∈ R ïñßæïõìå ôç ìïíÜäá ôïõ x ùò åîÞò:

m(x) := { y ∈ ∗R | x ≈ y} (ôï íÝöïò áðåéñïóôþí ãýñù áð’ ôï x)

14ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï «ðåðåñáóìÝíï» ãéá ôï Êáíôïñéáíü ðåðåñáóìÝíï êáé ôï «ðåñéï-
ñéóìÝíï» ãéá ôï ìç-Êáíôïñéáíü ðåðåñáóìÝíï, ðïõ üìùò åäþ äå èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá ôï
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå.
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(ii) Ãéá êÜèå x ∈ ∗R ïñßæïõìå ôï ãáëáîßá ôïõ ùò:

G(x) = {y ∈ ∗R | x− y åßíáé ðåðåñáóìÝíï }

äçëáäÞ ôï G(x) åßíáé ôï óýíïëï üëùí üóùí áðÝ÷ïõí ðåðåñáóìÝíç áðü-
óôáóç áðü ôï x.

Ôï G(0) óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò êáé ìå ôï óýìâïëï ôïõ Landau O (O ìåãÜëï).
Ãéá êÜèå a ∈ G(0),

� m(a) = «ôï óýíïëï üëùí ôùí Üðåéñá êïíôÜ óôï á»

� m(0) = «ôï óýíïëï ôùí áðåéñïóôþí» ðïõ èá ôï óõìâïëßæïõìå åðßóçò êáé
ìå O, (o ìéêñü).

Åðßóçò, áí ≈ 0, äçëáäÞ áí ∈ m(0), ôüôå ôï óýíïëï,

G

(
1
)

= {1
+ x | x ∈ G(0)}

åßíáé üëïé ïé áðåßñùò ìåãÜëïé õðåñðñáãìáôéêïß, ðïõ áðÝ÷ïõí ðåðåñáóìÝíç
áðüóôáóç áðü ôïí áðåßñùò ìåãÜëï õðåñðñáãìáôéêü 1 .

1.2.19 Èåþñçìá. (i) Ï ãáëáîßáò ôïõ ìçäåíüò G(0) ≡ O åßíáé ùò óýíïëï, êëåé-
óôü ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò, ôçò ðñüóèåóçò, áöáßñåóçò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý.

(ii) Ç ìïíÜäá ôïõ ìçäåíüò m(0) ≡ O , åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ôçò
ðñüóèåóçò, áöáßñåóçò êáé åðéðëÝïí, ôï ãéíüìåíï åíüò áðåéñïóôïý êáé åíüò
ðåðåñáóìÝíïõ éóïýôáé ðÜíôïôå ìå áðåéñïóôü, äçëáäÞ :

(á) , ∈ m(0) ⇒ ± ∈ m(0)

(â) ∈ m(0) êáé b ∈ G(0) ⇒ · b ∈ m(0)

Proof: (i) Åóôù b, c ∈ G(0). Ôüôå õðÜñ÷ïõí r, s ∈ R, ôÝôïéá þóôå, | b |< r êáé
| c |< s. ¢ñá,

| b + c | < r + s

| b− c | < r + s

| b · c | < r · s

Åôóé, b + c, b− c êáé b · c áíÞêïõí óôï G(0).

(ii) á: Åóôù , ≈ 0. ¢ñá | |< r
2 , | |< r

2 ãéá êÜèå r ∈ R+ êáé åðïìÝíùò,
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| ± |< r, ãéá êÜèå r ∈ R+ êáé åðïìÝíùò ± ∈ m(0).

(ii) â: Åóôù ≈ 0 êáé b ∈ G(0). ÅðåéäÞ b ∈ G(0), õðÜñ÷åé t ∈ R ôÝôïéï
þóôå, | b |< t. ÁëëÜ ãéá êÜèå r ∈ R+, åðåéäÞ ≈ 0 Ý÷ïõìå üôé, | |< r

t . ¢ñá
| b · |< t · r

t = r ãéá êÜèå r ∈ R+, äçëáäÞ b · ≈ 0.

1.2.20 Ó÷üëéï. Ôï ðéï ðÜíù Èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé:

� Ôï G(0) åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïõ ∗R.

� Ôï m(0) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïõ G(0). Åßíáé äõíáôüí íá äåé÷ôåß üôé åßíáé
êáé ìåãéóôéêü (maximal) éäåþäåò ôïõ G(0). Ôüôå üìùò èá Ý÷ïõìå êáé
G(0)/m(0) ∼= R.

Áõôü ðïõ áðïìÝíåé ôþñá åßíáé íá Ý÷ïõìå Ýíáí åðßóçìï ôñüðï óýíäåóçò ôïõ R
ìå ôï G(0) ≡ O, ðïõ óå ôåëåõôáßá áíÜëõóç åßíáé ôï R, ôïõ ïðïßïõ ôá Üôïìá
Ý÷ïõí äéáóðáóôåß ãéá íá äþóïõí ôéò ìïíÜäåò Þ ôá íÝöç m(x) ãéá êÜèå x ∈ R.
Èá äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá üôé óå êÜèå ìïíÜäá Þ íÝöïò, õðÜñ÷åé ðñÜãìáôé Ýíáò
ìïíáäéêüò óõìâáôéêüò ðñáãìáôéêüò.

1.2.21 Èåþñçìá. (ôïõ óõìâáôéêïý ìÝñïõò) ÊÜèå x ∈ G(0), âñßóêåôáé áðåßñùò
êïíôÜ ó’ Ýíá ìïíáäéêü óõìâáôéêü ðñáãìáôéêü r ∈ R. ÄçëáäÞ, êÜèå ðåðå-
ñáóìÝíç ìïíÜäá (äçë. ìïíÜäá ðåðåñáóìÝíïõ õðåñðñáãìáôéêïý) ðåñéÝ÷åé Ýíá
ìïíáäéêü óõìâáôéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü.

Proof: (i) Ìïíáäéêüôçôá : Åóôù r, s ∈ R ìå r ≈ x êáé s ≈ x, äçëáäÞ Ýóôù
r, s ∈ m(x). Ôüôå üìùò r−s ∈ m(0) êáé ôáõôü÷ñïíá Ý÷ïõìå üôé r−s ∈ R. ¢ñá
r − s = 0, áöïý ôï 0 åßíáé ôï ìáíáäéêü áðåéñïóôü ôïõ R. Åôóé r = s.
(ii) Õðáñîç: Åóôù A = {s ∈ R : s < x}, x ∈ G(0). ÅðåéäÞ x ∈ G(0) õðÜñ÷åé
r ∈ R ìå x < r, Ýôóé ôï åßíáé öñáãìÝíï óôï R êáé Üñá ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò
ôïõ R, õðÜñ÷åé ôï a = supA. Èá ðñÝðåé íá äåßîïõìå ôþñá üôé ôï x− a åßíáé
áðåéñïóôü. Åóôù üôé äåí åßíáé, ôüôå õðÜñ÷åé r ∈ R+ ìå 0 < r <| x − |. Áí
x − a > 0, ôüôå a + r < x, ðïõ åßíáé Üôïðï, áöïý a = supA. Áí x − a < 0
ôüôå ðÜëé Ý÷ïõìå x < − r, ðïõ åðßóçò áíôéöÜóêåé ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ a. ¢ñá
ôåëéêÜ Ý÷ïõìå x− ≈ 0 Þ x ≈ a.

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ôçí åðéèõìçôÞ óõíÜñôçóç
ðïõ óõíäÝåé ôï R, ôç «ìáêñïóêïðéêÞ åéêüíá ôùí ðñáãìáôéêþí» , ìå ôï G(0) ≡
O, ôç «ìéêñïóêïðéêÞ åéêüíá ôùí ðñáãìáôéêþí» .

1.2.22 Ïñéóìüò. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ôïõ óõìâáôéêïý ìÝñïõò ùò áêïëïý-
èùò:

st(·) : O −−→ R // x 7→ st(x)
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üðïõ ôï st(x) åßíáé ï ìïíáäéêÜ ïñéóìÝíïò r ∈ R, ôÝôïéïò þóôå x ≈ r. Ç ôéìÞ ôçò
óõíÜñôçóçò st(x) óõìâïëßæåôáé êáé ùò ox êáé ëÝãåôáé ôï óõìâáôéêü ìÝñïò ôïõ x.

Åôóé êÜèå x ∈ O ≡ G(0) Ý÷åé ìéá ìïíáäéêÞ áíÜëõóç.

x = r +

üðïõ r = st(x) ∈ R êáé ∈ m(0) ≡ O.

1.2.23 Èåþñçìá. Ç óõíÜñôçóç st : O −−→ R Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) Ç st åßíáé åðß.

(ii) st(x± y) = st(x)± st(y).

(iii) st(x · y) = st(x) · st(y).

(iv) st(x/y) = st(x)/ st(y) Üí st(y) 6= 0.

(v) Áí x ≤ y ôüôå st(x) ≤ st(y).

(vi) st(r) = r ãéá êÜèå r ∈ R.

(vii) Áí y =
√

x ôüôå st(y) =
√

st(x).

Proof:

(i) Åóôù r ∈ R. Ôüôå ãéá êÜèå ∈ m(0), r + åßíáé Ýíáò ìïíáäéêÜ ïñéóìÝíïò
áñéèìüò óôï G(0). Añá ç st åßíáé åðß.

(ii) ÅðåéäÞ st(x) ≈ x êáé st(y) ≈ y,

st(x)± st(y) ≈ x + y (∗)

Åðßóçò,
st(x± y) ≈ x + y (∗∗)

Áðü ôéò (∗) êáé (∗∗) Ý÷ïõìå üôé

st(x± y) ≈ st(x)± st(y),

åðåéäÞ üìùò st(x ± y), st(x), st(y) ∈ R, Ý÷ïõìå üôé st(x ± y) = st(x) ±
st(y).

(iii) Áðïäåéêíýåôáé üìïéá ìå ôçí (ii).
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(iv) st(x) = st
(

x
y · y

)
= st

(
x
y

)
· st(y), Üñá st

(
x
y

)
= st(x)

st(y) .

(v) Áí x ≤ y ôüôå x = st(x) + êáé y = st(y) + , ãéá , ∈ m(0) êáé st(x) + ≤
st(y) + Þ st(x) ≤ st(y) + ( − ). ÅðåéäÞ ( − ) ≈ 0, ôüôå ãéá êÜèå
r ∈ R+, ( − ) < r Ýôóé ãéá êÜèå r ∈ R, st(x) < st(y) + r, Üñá st(x) ≤
st(y).

(vi) ÐñïöáíÝò.

(vii) Áí ð.÷. x > 0 êáé y =
√

x ôüôå y2 = x êáé st(x) = st(y2) = [st(y)]2 ëüãù
ôçò (iv). ¢ñá st(y) =

√
st(x).

ÓõíÞèùò óôçí ðñÜîç, üôáí Ý÷ïõìå íá õðïëïãßóïõìå óõìâáôéêÜ ìÝñç áêï-
ëïõèïýìå ìéá äéáäéêáóßá ôñéþí âçìÜôùí [35]:

ÂÇÌÁ 1: Ðñþôá åêôåëïýìå ôéò ðñÜîåéò ìåôáîý õðåñðñáãìáôéêþí áñéè-
ìþí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áîéþìáôá ôïõ óþìáôïò ∗R.

ÂÇÌÁ 2: Óôç óõíÝ÷åéá åêôåëïýìå ôéò ðñÜîåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôç óõíÜñ-
ôçóç ôïõ óõìâáôéêïý ìÝñïõò, êáé

ÂÇÌÁ 3: ÔÝëïò åêôåëïýìå ôéò ðñÜîåéò ìåôáîý ôùí óõìâáôéêþí ðñáãìá-
ôéêþí.

Åóôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò:

st
(

3H3 + 8H2 − 5H

4H3 − 7H2 + 2H

)
, ïðïý èåôéêüò Üðåéñïò

ÅðåéäÞ êáé ï ðáñáíïìáóôÞò êáé ï áñéèìçôÞò åßíáé Üðåéñïé áñéèìïß äåí ìðï-
ñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò st, ãéáôß ôï ðåäßï ïñéóìïý
ôçò åßíáé ï ãáëáîßáò ôïõ ìçäåíüò. Åôóé åêôåëïýìå ðñþôá ôéò õðåñðñáãìáôéêÝò
ðñÜîåéò :

c =
3H3 + 8H2 − 5H

4H3 − 7H2 + 2H
=

3 + 8H−1 − 5H−2

4− 7H−1 + 2H−2

ÁëëÜ ôá H−1,H−2, åßíáé áðåéñïóôÜ, Ýôóé,

st(c) = st
(

3 + 8H−1 − 5H−2

4− 7H−1 + 2H−2

)

=
st(3) + 8 st(H−1)− 5 st(H−2)
st(4)− 7 st(H−1) + 2 st(H−2)

=
3 + 0− 0
4− 0 + 0

=
3
4
.
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ÃåùìåôñéêÝò ÐáñáóôÜóåéò.

Ç ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ∗R, èá ðñïêýøåé áðü ôç äõíáôüôçôá èÝáóçò
ôïõ ∗R, áðü ôç ìéá ìåñéÜ ìáêñïóêïðéêÜ «äéÜ ãõìíïý ïöèáëìïý» êáé áðü ôçí
Üëëç ìéêñïóêïðéêÜ, üðïõ áíôéëáìâáíüìáóôå ôéò áðåéñïóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò êáé
ôçëåóêïðéêÜ üðïõ áíôéëáìâáíüìáóôå ôç äïìÞ ôïõ áðåßñïõ.

Åßíáé öáíåñü ëïéðüí, üôé áêüìç êáé ãéá ôïí «áðüëõôï Êáíôïñéáíü ðáñáôç-
ñçôÞ» , õðÜñ÷åé Ýíáò «ïñßæïíôáò» áíôßëçøçò, ðïõ åêôåßíåôáé êáé ðåñéïñßæåé ôç
èÝáóç êáé ðñïò ôï ìéêñïóêïðéêü êáé ðñïò ôï ìåãáóêïðéêü. Ãéá ôïí áðüëõôï
Êáíôïñéáíü ðáñáôçñçôÞ ëïéðüí õðÜñ÷ïõí ðåñéïñéóìïß óôçí éêáíüôçôá äéÜêñé-
óçò êáé áíôßëçøçò ôçò ìéêñïóêïðéêÞò êáé ìåãáóêïðéêÞò ëåðôïìÝñåéáò êáé ìüíïí
ìÝóá áðü ìéêñïóêüðéá êáé ôçëåóêüðéá ï ïñßæïíôáò ìðïñåß íá äéåõñõíèåß.

Ç óõíçèéóìÝíç ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ R ùò ìéáò ðñïóáíáôïëéóìÝíçò
åõèåßáò, óõìðßðôåé ìå ôç ìáêñïóêïðéêÞ åéêüíá ôçò åõèåßáò ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí, üðïõ óôçí ïõóßá âëÝðïõìå ìüíïí ôá óõìâáôéêÜ ìÝñç ôùí ðåðåñá-
óìÝíùí õðåñðñáãìáôéêþí, ÷Üíïíôáò ôåëåßùò áðü ôï ðåäßï ïñÜóåùò ôçí áðåé-
ñïóôéêÞ ëåðôïìÝñåéá. Ãéá íá áíôéëçöèïýìå ôéò áðåéñïóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò, èá
÷ñåéáóôåß íá äïýìå ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá, ôïðéêÜ êáé ìÝóá áðü ìéêñïóêüðéá
Üðåéñçò äéá÷ùñéóôéêÞò äýíáìçò.

Åßíáé ãíùóôü âÝâáéá üôé ïé äýï äéáöïñåôéêïß êüóìïé, R êáé ∗R óõíäÝï-
íôáé ìå ôç óõíÜñôçóç ôïõ óõìâáôéêïý ìÝñïõò st(·). Åôóé ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé
áðåéñïóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ãýñù áðü ôï a ∈ R, åßíáé áêñéâþò ç ìïíÜäá ôïõ a,
äçëáäÞ,

m(a) = st−1(a) a ∈ R.

Ç ìïíÜäá üìùò ôïõ a ðåñéÝ÷åé Ýíá ôåñÜóôéï ðïóü, áðåéñïóôéêÞò ëåðôïìÝñåéáò,
ðïõ åßíáé áäýíáôùí íá èåáèåß ôáõôü÷ñïíá. Ç èÝáóç êáé åðïìÝíùò êáé ç ãå-
ùìåôñéêÞ áíôßëçøç, èá ðñÝðåé íá ãßíåôáé óå óõãêåêñéìÝíá åðßðåäá ôá÷õôÞôùí
óýãêëéóçò. Ç ïðôéêÞ åéêüíá èá ðáñéóôÜíåé ôïðéêÜ, ôéò äéáöïñåôéêÝò áóõìðôù-
ôéêÝò óõìðåñéöïñÝò ãéá äïóìÝíç ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò.

Óå ìéá ìåãÝèõíóç ëïéðüí, ìå Üðåéñç äéá÷ùñéóôéêÞ äýíáìç 1 üðïõ = [ 1
n ],

åßíáé äõíáôüí íá áíôéëçöèïýìå ôï 2 = [ 2
n ] ê.ëð., áëëÜ åßíáé áäýíáôï íá áíôéëç-

öèïýìå áðåéñïóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ôçò ôÜîçò ôïõ 2, Þ êáé ìåãáëýôåñçò ôÜîçò.
Áò äïýìå üìùò ðñþôá ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ìåãåèýíóåùí êáé óìéêñßíóåùí:

Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç,

a, : R −−→ R // x 7−→ a,(x) =
x− a

, a ∈ R, > 0.

ÊÜôù áðü ôç óõíÜñôçóç a,, ôï äéÜóôçìá = [a − 1, a + 1] ìÞêïõò 2, ìåôáó÷ç-
ìáôßæåôáé óôï a,() = [−1

2 , 1
2 ] ìÞêïõò 1, äçëáäÞ ôï õðïäéðëáóéÜóôçêå üôáí = 2.

Áí = 1
2 ôüôå Ý÷ïõìå :

,1/2() = [−2, 2]
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äçëáäÞ Ý÷ïõìå äéðëáóéáóìü. Åßíáé ëïéðüí öáíåñü üôé üôáí 0 < < 1, ôüôå
Ý÷ïõìå ìåãÝèõíóç, åíþ üôáí > 1, ôüôå Ý÷ïõìå óìßêñõíóç. Åßíáé ðñïöáíÝò
üôé áí ôï ∈ m(0), åßíáé äçëáäÞ áðåéñïóôü, ôüôå èá Ý÷ïõìå Üðåéñá ìåãÜëç
ìåãÝèõíóç. Ãéá íá áíôéëçöèïýìå ëïéðüí áðåéñïóôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò ìåãÝèïõò
, ãýñù áðü ôï a ∈ R, ðñÝðåé íá åóôéÜóïõìå ôï ìéêñïóêüðéï a, óôï a, äçëáäÞ
Ý÷ïõìå ôç óõíÜñôçóç:

a, : m(a) −→ R // x 7−→ a,(x) = st[
x− a

].

ÊÜôù áðü ôç óõíÜñôçóç a,, ôï óçìåßï åóôßáóçò a ∈ R, áðåéêïíßæåôáé óôï ìçäÝí
ôïõ ðñïóáíáôïëéóìÝíïõ Üîïíá ìåãÝèõíóçò, êÜèå äå óçìåßï x ∈ m(a) ðïõ ãñÜ-
öåôáé ùò x = a + r, r ∈ R áðåéêïíßæåôáé óôï óçìåßï r ∈ R, åíþ ôï a +
óôç ìïíÜäá ôïõ áðåéñïóôéêïý Üîïíá ìåãÝèõíóçò. Ï ñüëïò ôçò óõíÜñôçóçò st
óôïí ïñéóìü ôçò a,, åßíáé ãéá íá åîáöáíßæåé áðü ôï ðåäßï üñáóçò, áðåéñïóôéêÝò
ëåðôïìÝñåéåò õøçëüôåñçò ôÜîçò áðü áõôÞí ôïõ . Ôáõôü÷ñïíá ëåðôïìÝñåéåò ÷á-
ìçëüôåñçò ôÜîçò âñßóêïíôáé åêôüò ðåäßïõ üñáóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï óçìåßï
a + 2 ∈ m(a) áðåéêïíßæåôáé óôï,

st[
a + 2 − a

] = st[] = 0

ÄçëáäÞ ôï a + óôç ìåãÝèõíóÞ ìáò äå öáßíåôáé êáé óõìðßðôåé ìå ôï ìçäÝí ôïõ
ìéêñïóêïðßïõ ìáò. ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå ôç ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.6:
Ï Üîïíáò ôïõ ìéêñïóêïðßïõ åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò ìå âÜóç ôï , ãé’ áõôü êáôÜ

Ó÷Þìá 1.6: Ôï ∈ R óôï ìéêñïóêüðéï óõìðßðôåé ìå ôï 0 ôçò äéáâÜèìéóçò ôïõ
ìéêñïóêïðßïõ.

êáíüíá áíôß ôïõ a,(a+r) = r, èá ãñÜöïõìå a+r, äçëáäÞ ôçí ðñáãìáôéêÞ èÝóç
ôïõ a + r óôï ∗R.

Ìéá Üëëç ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç [29] ãéá ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí
óôïé÷åßùí G(0) ≡ O èõìßæåé ðåñéóóüôåñï ôçí ðáñÜóôáóç ôùí ìéãáäéêþí áñéè-
ìþí, âë. ôï Ó÷Þìá 1.7 áëëÜ êáé ôá ó÷üëéá óôçí óåëßäá ??, êáé äßíåôáé ìå âÜóç
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ôçí áêüëïõèç óõíÜñôçóç:

: G(0) −−→ R2 // x 7→ (r, )

üðïõ r = st(x) êáé = x − r ∈ m(0). ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå : Ï êáôáêüñõöïò Üîï-

Ó÷Þìá 1.7: ÃåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ∗R ùò äáêôýëéïò ðçëßêï ùò ðñïò ôï
éäåþäåò m(0).

íáò óôçí ðáñÜóôáóç ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.7, åßíáé ôï éäåþäåò ôùí áðåéñïóôþí óôïí
äáêôýëéï G(0) (Ýíá åßäïò öáíôáóôéêïý Üîïíá, üðùò ßóùò èá Ýëåãå ï Gauss!),
åíþ ï ïñéæüíôéïò Üîïíáò, ç óõíÞèçò ðñáãìáôéêÞ åõèåßá. Ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü
áñéèìü s ∈ R, ç ìïíÜäá ôïõ m(s) åßíáé ç s-ìåôáöïñÜ ôçò m(0). Ãéá êÜèå
r, s ∈ R, ïé ìïíÜäåò r + m(0) êáé s + m(0), äéáôÜóóïíôáé üðùò êáé ôá ðñáã-
ìáôéêÜ ôïõò ìÝñç. Åôóé êÜèå óôïé÷åßï ôçò m(0) åßíáé ìéêñüôåñï êÜèå èåôéêïý
ðñáãìáôéêïý. Áí ôþñá èåùñÞóïõìå üôé óõìðéÝæïõìå êÜèå ìïíÜäá óôï óõìâá-
ôéêü ôçò ìÝñïò, ð.÷. áí óõìðéÝóïõìå ôçí s + m(0), óôo s, ôüôå ðáßñíïõìå ôç
ãíùóôÞ ìáò ðñáãìáôéêÞ åõèåßá, ðïõ óôåñåßôáé êÜèå áðåéñïóôéêÞò ëåðôïìÝñåéáò.
Ç ç ìïíÜäá ëïéðüí s + m(0) åßíáé ìéá åéêïíéêÞ èÝáóç «üëçò ôçò ìïíÜäáò» ,
ðáñüìïéá ìå ôç èÝáóç ìÝóá áðü áðåéñïóôéêÜ ìéêñïóêüðéá, óôçí ïðïßá üìùò
åßíáé áäýíáôç ìéá ôÝôïéá ôáõôü÷ñïíç èÝáóç.

Ïóï ãéá ôïõò Üðåéñá ìåãÜëïõò áñéèìïýò H = 1 ∈ ∗R − R, ∈ m(0),
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìéá ãåùìåôñéêÞ áíôßëçøç ìÝóá áðü ôçëåóêüðéá Üðåéñçò
äýíáìçò, äçëáäÞ óõíáñôÞóåéò ôçò ìïñöÞò (x) := x − H . Ãéá ðåñéóóüôåñá
ðÜíù óå ìéêñïóêüðéá êáé ôçëåóêüðéá, âë. ôá, [35, 36], êáé [53]. Ç ôåëéêÞ
ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ∗R åßíáé áõôÞ ôïõ Ó÷Þìáôïò 1.8. Ìðïñïýìå åðßóçò
íá ãåíéêåýóïõìå ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ åðéðÝäïõ.
Åóôù (a, b) ∈ R, ôüôå

: m(a, b) −−→ R2 // (x, y) 7→ a, = st[
(

x− a
,
y − b

)
]
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Ó÷Þìá 1.8: ÃåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ∗R ìå ôç ÷ñÞóç áðåéñïóôéêþí ìéêñï-
óêïðßùí êáé ôçëåóêïðßùí.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êýñéá ôï ðéï ðÜíù ìéêñïóêüðéï ãéá ôçí áðïêÜëõøç áðåé-
ñïóôéêþí ëåðôïìåñåéþí, óå óõãêåêñéìÝíá óçìåßá (a, b) ôùí ãñáöçìÜôùí óõ-
íáñôÞóåùí. Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ìåñéêÜ âáóéêÜ ðáñáäåßãìáôá.

1.2.24 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôïõ çìéêõêëßïõ f(x) =√
1− x2, âë. ôï Ó÷Þìá 1.9. Óôï ðåäßï ôïõ ìéêñïóêïðßïõ âëÝðïõìå ðÜ-

íôïôå ôçí åöáðôüìåíç, åö’ üóïí õðÜñ÷åé, óôï åí ëüãù óçìåßï.

(ii) Ãéá ôï õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = x, âë. ôï Ó÷Þìá
1.10.

(iii) Ãéá ôï õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôçò y = st(x) âë. ôï Ó÷Þìá 1.11.
(åóùôåñéêÜ) êáé áëëéþò ìáêñïóêïðéêÜ (åîùôåñéêÜ).

Ôo Óýóôçìá (R, �R, ∗) Ðñþôá èá ðñÝðåé íá ðïýìå üôé õðÜñ÷åé Ýíáò ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò ðïõ ìåôáó÷çìáôßæåé (åðåêôåßíåé) , ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ áíáöÝ-
ñïíôáé óôï R, óå ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôï ∗R.
Åóôù ⊆ R, ôüôå ïñßæïõìå :

∗A = {[an] ∈ ∗R | {n ∈ N | an ∈ A} ∈ FM} (1.7)
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Ó÷Þìá 1.9: Ôï õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôïõ çìéêõêëßïõ.

Ó÷Þìá 1.10: Ôï õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôçò f(x) = x.

Åôóé êÜèå áêïëïõèßá n õðïóõíüëùí ôïõ R, ïñßæåé Ýíá õðïóýíïëï [n] ôïõ
R, ùò áêïëïýèùò:

[an] ∈ [An] {n ∈ N | an ∈ An} ∈ FM (1.8)

Ôá õðïóýíïëá ðïõ ðáßñíïíôáé ìå ôïí ôñüðï áõôü ëÝãïíôáé åóùôåñéêÜ õðï-
óýíïëá ôïõ R.

Ìå üìïéï ôñüðï êÜèå áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí fn : R −−→ R, ïñßæåé ìéá
åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç, [fn] : ∗R −−→ ∗R ùò åîÞò:

[fn]([xn]) := [fn(xn)]

Áíôß [fn], èá ãñÜöïõìå êáé ∗f . ¼ìïéïé ïñéóìïß äßíïíôáé êáé ãéá óõíáñôÞóåéò
ðïëëþí ìåôáâëçôþí.
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Ó÷Þìá 1.11: Ôï õðåñðñáãìáôéêü ãñÜöçìá ôçò y = st(x). H óõíÜñôçóç y =
st(x), áëëéþò åìöáíßæåôáé ìéêñïóêïðéêÜ (åóùôåñéêÜ) êáé áëëéþò ìáêñïóêïðéêÜ
(åîùôåñéêÜ). ÔÝôïéåò óõíáñôÞóåéò èá ôéò ïíïìÜæïõìå åîùôåñéêÝò.

1.2.25 ÐáñÜäåéãìá. (i) Åóôù n := [an, bn] ⊆ R, n ∈ N ìéá áêïëïõèßá äéá-
óôçìÜôùí ôïõ R êáé a = [an], b = [bn] ∈ ∗R. Ôüôå ôï

[a, b] = {x ∈ ∗R | a ≤ x ≤ b}
åßíáé åóùôåñéêü, áöïý [a, b] = [ [an, bn] ].

(ii) Åóôù a = [an], x = [xn] ∈ ∗R. Ôüôå ç óõíÜñôçóç,

eax := [eanxn ]

åßíáé åóùôåñéêÞ åî ïñéóìïý.

(iii) Eóôù A = [An] ⊆ ∗R êáé f = [fn] ìéá åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ïñß-
æïõìå,

int
A

fdx :=
[

int
An

fndx

]
.

Ôï íÝï áõôü ïëïêëÞñùìá, éêáíïðïéåß üëåò ôéò óõíçèéóìÝíåò éäéüôçôåò, ðïõ
÷áñáêôçñßæïõí ôá ïëïêëçñþìáôá.

Ìå üìïéï ôñüðï ìðïñïýìå íá åéóÜãïõìå ãéá Ýíá åóùôåñéêü õðïóýíïëo ôçí
Ýííïéá ôïõ õðåñðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ.

1.2.26 Ïñéóìüò. Åóôù ôï åóùôåñéêü õðïóýíïëï = [n]. To A èá ëÝãåôáé õðåñ-
ðåñáóìÝíï áíí {n ∈ N | An åßíáé ðåðåñáóìÝíï } ∈ FM .
Ï åóùôåñéêüò ðëçèÜñéèìïò ôïõ , ïñßæåôáé ùò åîÞò:

card (A) := [card (A)]
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1.2.27 ÐáñÜäåéãìá. Åóôù H ∈ ∗N Ýíáò Üðåéñïò õðåñáêÝñáéïò. Ôüôå ôï óý-
íïëï,

TH := {0,
1
H

,
2
H

, . . . ,
H − 1

H
, 1}

åßíáé õðåñðåñáóìÝíï.
ÐñÜãìáôé, Ýóôù = [Hn], ôüôå H = [n] üðïõ

Tn := {0,
1

Hn
,

2
Hn

, . . . ,
Hn − 1

Hn
, 1}

¢ñá,
card (TH) = [card (Tn)] = [Hn + 1] = [Hn] + [1] = H + 1.

Áñ÷Þ ôçò ÌåôáöïñÜò.

Ï ôñüðïò ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé ôá åóùôåñéêÜ óýíïëá êáé ôéò ∗--åðåêôÜóåéò óõíü-
ëùí êáé óõíáñôÞóåùí, ìáò êÜíåé íá áíáìÝíïõìå üôé ïé åóùôåñéêÝò ìáèçìáôéêÝò
ïíôüôçôåò, èá äéáôçñïýí ðïëëÝò, ßóùò üëåò ôéò éäéüôçôåò ðñþôçò ôÜîçò ôïõ R.
ÐñÜãìáôé áõôü åßíáé ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò áñ÷Þò ôçò ìåôáöïñÜò, Þ áñ÷Þò ôïõ
Leibniz.

1.2.28 Áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò. Ìéá éäéüôçôá P ðïõ áíáöÝñåôáé óôç äïìÞ ôïõ R
åßíáé áëçèÞò áíí ç ∗-ìåôáöïñÜ ôçò ∗P , ðïõ áíáöÝñåôáé óôç äïìÞ ôïõ ∗R åßíáé
áëçèÞò.

Ç ðáñáðÜíù äéáéóèçôéêÜ äéáôõðùìÝíç áñ÷Þ, éó÷ýåé ëïéðüí ãéá üëåò ôéò öñáãìÝ-
íåò ðñïôÜóåéò ó÷åôéêÜ ìå ôï R êáé åðïìÝíùò ôï ∗R, êëçñïíïìåß üëåò ôéò éäéüôç-
ôåò ðñþôçò ôÜîçò ôïõ R. Ïôáí ëÝìå öñáãìÝíåò ðñïôÜóåéò åííïïýìå áõôÝò ðïõ
ðåñéÝ÷ïõí ôïõò âáóéêïýò ðïóïäåßêôåò ìå ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ :

� (∀x) [x ∈ A =⇒ . . .] ðïõ èá óõíôïìïãñáöåßôáé ùò (∀x ∈ A)[. . .] êáé

� (∃x) [x ∈ A . . .] ðïõ èá óõíôïìïãñáöåßôáé (∃x ∈ A)[. . .].

MåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá èá îåêáèáñßóïõí ôá ðéï ðÜíù æçôÞìáôá.

1.2.29 ÐáñÜäåéãìá. Åóôù = (∀x ∈ R)(∀y ∈ R)[x + y == y + x], ôüôå ç
∗--ìåôáöïñÜ åßíáé ç ∗P = (∀x ∈ ∗R)(∀y ∈ ∗R)[x + y = y + x], äçëáäÞ
áðëÜ «áóôñþóáìå» êÜèå óýíïëï Þ óõíÜñôçóç ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí ðñüôáóç.
ÊáíïíéêÜ èá Ýðñåðå áíôß + íá ãñÜöïõìå ∗+, áëëÜ ëüãù ôïõ üôé ç ðñÜîç ∗+
åßíáé åðÝêôáóç ôçò +, ãéá áðëïðïßçóç ôïõ óõìâïëéóìïý èá ðáñáëåßðïõìå ôï
Üóôñï. Åðßóçò Ý÷ïõìå ∗x = x ãéá êÜèå x ∈ R.
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Må üìïéï ôñüðï ìåôáöÝñïíôáé êáé ôá Üëëá áîéþìáôá ôïõ R. Ãéá ðáñÜ-
äåéãìá áí,

P = (∀x ∈ R)(∀y ∈ R)(∀z ∈ R) [x < y ⇒ x + z < y + z]

ôüôå óôï ∗R éó÷ýåé ç ðñüôáóç:

∗P = (∀x ∈ ∗R)(∀y ∈ ∗R)(∀z ∈ ∗R) [x < y ⇒ x + z < y + z]

Åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå êáé ðñïôÜóåéò áíþôåñçò ôÜîçò üðùò:

P = (∀A ∈ P(R))(∀B ∈ P(R)) [A ∪B = B ∪A] .

Ôüôå óôï ∗R éó÷ýåé ç,

∗P = (∀A ∈ ∗P(R))(∀B ∈ ∗P(R)) [∗A ∪ ∗B = ∗B ∪ ∗A] .

Ç Áñ÷Þ ôçò ÌåôáöïñÜò, ðïõ åßíáé ðüñéóìá åíüò âáóéêïý èåùñÞìáôïò (Èåþ-
ñçìá ôïõ  Loś ãéá õðåñäõíÜìåéò), ðïõ äåí åíäéáöÝñåé åäþ, ìå ëßãç åîÜóêçóç
êáé ðñïóï÷Þ óôç ãñáöÞ ôùí ðñïôÜóåùí, ãßíåôáé ìéá ðïëý áðëÞ õðüèåóç êáé
ôáõôü÷ñïíá Ýíá éó÷õñüôáôï üðëï.

ÌåôÜ áðü üëá áõôÜ åßìáóôå Ýôïéìïé íá óõíïøßæïõìå êáé íá ÷áñáêôçñßóïõìå
üëá ôá ðáñáðÜíù, ìå áîéùìáôéêü ôñüðï, ï ïðïßïò ôáõôü÷ñïíá èá äéåõêïëýíåé
êáé ôïõò õðïëïãéóìïýò ìáò.

Áîéþìáôá Ãéá ôï Óýóôçìá (R, �R, ∗)

Áîßùìá 1 : Ôï R åßíáé Ýíá ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá.

Áîßùìá 2 : Ôï ∗R åßíáé Ýíá ìç-Áñ÷éìÞäåéï äéáôåôáãìÝíï óþìá, ðïõ áðïôåëåß
ìéá ãíÞóéá åðÝêôáóç ôïõ R. ÄçëáäÞ,

á) Ôï ∗R åßíáé Ýíá äéáôáãìÝíï óþìá

â) Ôï ∗R åßíáé ìç-Áñ÷éìÞäåéï, äçëáäÞ äåí éó÷ýåé ôï,

(∀x ∈ ∗R)(∃n ∈ N) [x < n1]

ã) Ãéá êÜèå x ∈ R, ∗x = x

Áîßùìá 3: (Áñ÷Þ ôçò ÌåôáöïñÜò) Ï ∗ - ìåôáó÷çìáôéóìüò éêáíïðïéåß ôçí áñ÷Þ
ôçò ìåôáöïñÜò, äçëáäÞ áí åßíáé ìéá ðåñéïñéóìÝíçò åìâÝëåéáò Þ öñáãìÝíç
ðñüôáóç ðïõ áíáöÝñåôáé óôï R, ôüôå:

ç ϕ åßíáé áëçèéíÞ óôï R áíí ç ∗ϕ åßíáé áëçèéíÞ óôï ∗R
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ðïõ êáìéÜ öïñÜ èá óõìâïëßæïõìå êáé ùò åîÞò:

|= ϕ ⇐⇒ ∗ |= ∗ϕ

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ôñßá áîéþìáôá ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå üëá ôá ó÷åôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá ôïõ Áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý. Ôá áîéþìáôá áõôÜ ãåíéêåýïíôáé
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéá õðåñäïìÞ åðß åíüò óõíüëïõ ðñùôïóôïé-
÷åßùí. Åôóé áí S åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï, ôüôå ç õðåñäïìÞ V (S) åðß ôïõ S
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

V0 ≡ V0(S) := S

V1 ≡ V1(S) := V0 ∪P(V0)
...

Vn+1 ≡ Vn+1(S) := Vn ∪P(Vn)
...

êáé ôåëéêÜ,

V (S) :=
∞⋃

n=0

Vn.

Åíá ìç óõìâáôéêü ìïíôÝëï ãéá ôçí V (S) áðïôåëåßôáé áðü ôá áêüëïõèá óôïé÷åßá:

(i) Ìéá õðåñäïìÞ V (∗S) åðß ìéáò ìç-óõìâáôéêÞò åðÝêôáóçò ∗S ôïõ S êáé

(ii) Ìéá åìöýôåõóç : ∗(·) : V (S) ↪→ V (∗S)

ðïõ éêáíïðïéåß ôá áêüëïõèá áîéþìáôá.

Áñ÷Þ ÅðÝêôáóçò: Ôï S åßíáé Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ∗S êáé

(∀s ∈ S)[∗s = s]

Áñ÷Þ ÌåôáöïñÜò: Ìéá ðñüôáóç ϕ óôç L(V, S) éó÷ýåé óôç V (S) áíí ∗ - ìåôá-
öïñÜ ôçò éó÷ýåé óôç V (∗S), óõìâïëéêÜ,

V (S) |= ϕ áíí V (∗S) |= ∗ϕ (âë. êáé [23, 41])

Ìéá Üëëç áîéùìáôéêïðïéÞóç ôçò ìç-óõìâáôéêÞò áíÜëõóçò åßíáé ç EóùôåñéêÞ
Èåùñßá Óõíüëùí (Internal Set Theory) IST ôïõ E. Nelson, ç ïðïßá åßíáé ìéá óõ-
íôçñçôéêÞ (conservative) åðÝêôáóç ôçò Èåùñßáò Óõíüëùí ZFC. Ðáñ’ üëï ðïõ ï
ßäéïò ï Íelson åðéìÝíåé óå ìéá óõíôáêôéêÞ--öïñìáëéóôéêÞ áíôßëçøç ôçò èåùñßáò
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ôïõ, ùóôüóï ðéóôåýïõìå üôé ç ÅíáëëáêôéêÞ Èåùñßá Óõíüëùí ôïõ Vop�enka áðï-
ôåëåß ôç óùóôÞ êáôåýèõíóç ðñïò ìéá ìç-ÊáíôïñéáíÞ åñìçíåßá ôçò IST, âë. ôï
[?] êáèþò åðßóçò êáé ôçí åñãáóßá [20].

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ôñßá áîéþìáôá ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå üëá ôá
ó÷åôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôïõ Áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý. Ãéá äéåõêüëõíóç ôùí õðï-
ëïãéóìþí áíáöÝñïõìå ôá ðáñáêÜôù:
Áí ìå , óõìâïëßæïõìå áðåéñïóôÜ, ìå b, c óõìâïëßæïõìå èåôéêïýò ðåðåñáóìÝ-
íïõò áëëÜ ü÷é áðåéñïóôÜ êáé ìå , óõìâïëßæïõìå èåôéêïýò Üðåéñïõò áñéèìïýò.
Ôüôå:

(i) Ôá áêüëïõèá åßíáé áðåéñïóôÜ:

−,
1
H

,
b
,
H

,
b

H
, + , − , · , b · ,√

(ii) Ôá áêüëïõèá åßíáé ðåðåñáóìÝíá áëëÜ êáé áðåéñïóôÜ:

−b,
1
b
,
b

c
, b + , b · c,

√
b, b + c

(iii) Ôá áêüëïõèá åßíáé Üðåéñïé áñéèìïß:

−H,
1
,
b
,
H

,H + ,H + b,H · b,H ·K,
√

H,H + K

(iv) Ôá áêüëïõèá ìðïñåß íá åßíáé, åßôå áðåéñïóôÜ, åßôå ðåðåñáóìÝíïé áëëÜ ü÷é
áðåéñïóôÜ, åßôå Üðåéñïé:

,
H

K
,H · ,H −K
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1.3 ÄïìÝò êáé Ãëþóóåò.

Ç Ýííïéá ôçò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò åßíáé êåíôñéêÞ ãéÜ üëá ôá ìáèçìáôéêÜ. Ìðï-
ñïýìå âåâáßùò íá äþóïõìå Ýíá ïñéóìü ðïõ èá óõëëáìâÜíåé ëéãþôåñï Þ ðå-
ñéóóüôåñï ôçí Ýííïéá áõôÞ. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôïß ôñüðïé ðñïóÝããéóçò ôçò åííïßáò
ôçò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò. Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óå ìéÜ êïéíÜ áðïäåêôÞ Ýííïéá.
Èá èÝëáìå üìùò íá êÜíïõìå ìéÜ ðñïóðÜèåéá íá åêèÝóïõìå êÜðïéåò áðüøåéò
ðïõ óôï÷åýïõí íá öùôßóïõí íïçìáôéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò äïìÞò. Ï Felix Klein
óôü ðåñßöçìï Erlager Program, ëÝãåé üôé: «ÄïìÞ åßíáé ïôéäÞðïôå ðáñáìÝíåé
áíáëëïßùôï áðü ôïýò áõôïìïñöéóìïýò» . Eßíáé öáíåñü üôé áõôü ðïõ ðïéïôéêÜ
ðáñáìÝíåé áíáëëïßùôï ìðïñåß íá Ý÷åé êõñßùò ó÷Ýóç ìå ôçí «ãåùìåôñéêÞ ìïñöÞ»
ôùí ãåùìåôñéêþí ïíôïôÞôùí. ÄçëáäÞ ìðïñåß êáíåßò íá õðïóôçñßîåé üôé ïé Ýí-
íïéåò ôçò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò êáé ôçò ãåùìåôñéêÞò ìïñöÞò ôùí ìáèçìáôéêþí
áíôéêåéìÝíùí, åßíáé áðü ìéÜ Üðïøç äõúêÝò. «Ç ãåùìåôñéêÞ ìïñöÞ åßíáé ìéá
¢ëãåâñéêÞ äïìÞ åêðåöñáóìÝíç ìå ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá, Ýíù ìéá ¢ëãåâñéêÞ
äïìÞ åßíáé Ýíá ãåùìåôñéêü ó÷Þìá åêðåöñáóìÝíï ìå ìáèçìáôéêÜ óýìâïëá.»

Ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå ôçí êáôáóôÜóç ðïõ åß÷áìå ìå ôïõò ðñáãìáôé-
êïýò áñéèìïýò R óå ìéá ïðïéáäÞðïôå Üëëç äïìÞ.

Ï ïñéóìüò ìéáò ãåíéêÞò äïìÞò åßíáé ï áêüëïõèïò:

1.3.1 Ïñéóìüò. Ìéá äïìÞ A åßíáé ìéá äéáôáãìÝíç ôåôñÜäá,
〈
A ; FA, RA, CA

〉

üðïõ,
• A åßíáé Ýíá ìç - êåíü óýíïëï, ðïõ ëÝãåôáé öïñÝáò ôçò A, êáé óõíÞèùò ãñÜ-
öïõìå áðëÜ A Þ carr(A). Tá óôïé÷åßá ôïõ A ëÝãïíôáé óôïé÷åßá ôçò äïìÞò, ï
äå ðëçèÜñéèìïò ôçò äïìÞò A èá óõìâïëßæåôáé ìå card (A) ≡ card (A). ÐïëëÝò
öïñÝò èá óõã÷Ýïõìå ôá óýìâïëá A êáé A.
• ÃéÜ êÜèå èåôéêü áêÝñáéï n, Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï Fn = {fA : fA : An −→A }
n-ìåëþí ðñÜîåùí åðß ôïõ A, ðïõ ç êÜèå ìéá ïíïìáôßæåôáé ìå ôï áíôßóôïé÷ï
óõíáñôçóéáêü óýìâïëï f . ÔåëéêÜ ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñÜîåùí åðß ôïõ , åßíáé
ôï F =

⋃∞
n=1 FA

n

• ÃéÜ êÜèå èåôéêü áêÝñáéï n, Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï (ðéèáíÜ êåíü,) n-ìåëþí
ó÷Ýóåùí Rn = {Ri : Ri ⊆ An}, ðïõ ïíïìáôßæïíôáé ìå ôï êáôçãïñçìáôéêü
óýìâïëï Ri. ÔåëéêÜ ôï óýíïëï üëùí ôùí ó÷Ýóåùí åðß ôïõ A åßíáé ôï R =⋃∞

n=1 RA
n

• To CA = { ck ∈ A : k ∈ K } åßíáé Ýíá óýíïëï (ðéèáíÜ êåíü) êÜðïéùí
åéäéêþí (äéáêåêñéìÝíùí) óôïé÷åßùí ôïõ A ðïõ èá ôá ïíïìÜæïõìå óôáèåñÝò, êáé
ðïõ ïíïìáôßæïíôáé áðü Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá óýìâïëá óôáèåñþí, ck.

ÕðoèÝôïõìå âåâáßùò üôé R ∩F ∩ C = ∅.
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• Áí R = ∅, ôüôå ç A ëÝãåôáé áëãåâñéêÞ äïìÞ Þ áðëÜ Üëãåâñá.
• Áí F = ∅ ôüôå ç A åßíáé ìéá ãíÞóéá äïìÞ ó÷Ýóåùí.

O ôýðïò ôçò äïìÞò A, A åßíáé ç äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá 〈 ; ; card ()〉 üðïõ
: −−→ N+, êáé : J −−→ N+ åßíáé óõíáñôÞóåéò ðïõ öáíåñþíïõí ôçí ôÜîç
(arity) ôùí ðñÜîåùí êáé ó÷Ýóåùí áíôßóôïé÷á.

1.3.2 ÐáñÜäåéãìá. 1) Ìéá ïìÜäá G åßíáé ìéá áëãåâñéêÞ äïìÞ Þ áðëÜ ìéá Üë-
ãåâñá

〈
G, ·, (·)−1, 1

〉
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ìéá äéìåëÞ ðñÜîç, áðü ìéá

ìïíïìåëÞ ðñÜîç êáé áðü ìéá äéáêåêñéìÝíç óôáèåñÜ 1, ôï ìïíáäéáßï Þ
ïõäÝôåñï óôïé÷åßï.

Å÷ïõìå äçëáäÞ åäþ:

R = ∅, F = {·, (·)−1} êáé C = {1} ç äå äïìÞ G éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò
éäéüôçôåò:

(G1) (∀x)(∀y)(∀z) [x · (y · z) = (x · y) · z]

(G2) (∀x)[x · 1 = 1 · x = x]

(G3) (∀x)[x · x−1 = x−1 · x = 1]

Áí éó÷ýåé êáé ç éäéüôçôá:

(G4) (∀x)(∀y)[x · y = y · x]

ôüôå ç ïìÜäá ëÝãåôáé áâåëéáíÞ.

2) Ìéá Üëãåâñá ôïõ Boole åßíáé ìéá Üëãåâñá B ≡ 〈B,∧,∨, (·)′, 0, 1〉 ìå F =
{∨,∧, (·)′}, R = ∅ êáé C = {0, 1} , ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé
áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(B1) (∀x)(∀y)[x ∨ y = y ∨ x & x ∧ y = y ∧ x]

(B2) (∀x)(∀y)(∀z)[x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

& x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z]

(B3) (∀x)[x ∨ x = x & x ∧ x = x]

(B4) (∀x)(∀y)[x = x ∨ (x ∧ y) & x = x ∧ (x ∨ y)]

(B5) (∀x)(∀y)(∀z)[x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)]

(B6) (∀x)[x ∧ 0 = 0 & x ∨ 1 = 1]

(B7) (∀x)[x ∧ x′ = 0 & x ∨ x′ = 1]

Ìéá Üëãåâñá 〈L,∧,∨〉 ðïõ éêáíïðïéåß ôéò éäéüôçôåò (B1)− (B5) ëÝãåôáé
åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü.
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Ðáñáäåßãìáôá áëãåâñþí ôïõ Boole åßíáé ôï äõíáìïóýíïëï P(X), åíüò
ìç-êåíïý óõíüëïõ X , ìå ðñÜîåéò ôçí Ýíùóç ôçí ôïìÞ êáé ôï óõìðëÞñùìá,
äçëáäÞ 〈P(X) ; ∪,∩, c, ∅, Ω〉.
Åðßóçò ç ôåôñéììÝíç Üëãåâñá ôïõ Boole åßíáé ç 2= {0, 1} ìå ðñÜîåéò:
0 ∨ 0 = 0, 0 ∨ 1 = 1, 0 ∧ 0, = 0, 0 ∧ 1 = 0. Áêüìá êÜèå ó - Üëãåâñá
åßíáé ìéá Üëãåâñá ôïõ Boole, áöïý ôá áîéþìáôá ôçò ó - áëãÝâñáò óôçí
ïõóßá åîáóöáëßæïõí ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí, ùò ðñïò ôçí P(X)
êáé åðïìÝíùò áðïôåëåß ìéá õðïÜëãåâñÜ ôçò. Åôóé ôï áêüëïõèï óýíïëï, ìå
ôéò ðñÜîåéò ôçò ôïìÞò, Ýíùóçò êáé óõìðëçñþìáôïò, åßíáé ìéá ó-Üëãåâñá
êáé Üñá ìéá Üëãåâñá ôïõ Boole:

B := {A ⊆ N|A Þ N−A åßíáé ðåðåñáóìÝíï}

3 Ìéá Üëãåâñá Heyting åßíáé ìéá Üëãåâñá 〈H,∨,∧,→, 0, 1〉 ìå F = {∨,∧,→},
R = ∅, êáé C = {0, 1}, ðïõ éêáíïðïéåß ôá áêüëïõèá áîéþìáôá:

(H1) 〈H,∨,∧〉 åßíáé Ýíá åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü.

(H2) (∀x) [x ∧ 0 = 0 & x ∨ 1 = 1]
(H3) (∀x) [x → x = 1]
(H4) (∀x)(∀y) [(x → y) ∧ y = y & x ∧ (x → y) = x ∧ y]
(H5) (∀x)(∀y)(∀z)[x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z)

& (x ∧ y) → z = (x → z) ∧ (y → z)].

Ôï ãíùóôüôåñï ðáñÜäåéãìá Üëãåâñáò Heyting åßíáé ôá áíïéêôÜ óýíïëá
ìéáò ôïðïëïãßáò. Åóôù G(X) ôï óýíïëï ôùí áíïéêôþí óõíüëùí åðß ôïõ
. Ôüôå ç 〈G(X), ∪, ∩, →, 0, 1〉 åßíáé ìéá Üëãåâñá Heyting, üðïõ: ∪, ∩
åßíáé ïé ãíùóôÝò óõíïëïèåùñçôéêÝò ðñÜîåéò, 0 := ∅, 1 := êáé ãéá êÜèå
A,B ∈ G(X) ïñßæïõìå:

A → B := int [(X −A) ∪ B]

Ïðïõ ôï int(), óõìâïëßæåé ôï åóùôåñéêü ôïõ , ôï äå, A → B åßíáé ôï
ìÝãéóôï áíïéêôü óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç (A → B) ∪A ⊆ B.

Åðßóçò ôï ïëéêÜ äéáôáãìÝíï óýíïëï 〈 [0, 1],≤〉 ðáñÜãåé ìéá Üëãåâñá
Heyting 〈[0, 1],∨,∧,→, 0, 1〉 ùò áêïëïýèùò:

Ãéá êÜèå a, b,∈ [0, 1],

a ∧ b := a áíí a ≤ b

a ∨ b := b áíí b ≤ a

a → b :=
{

1, áí a ≤ b
b, áí b ≤ a
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4) Ìéá MV-Üëãåâñá åßíáé ìéá Üëãåâñá, A = 〈A,+, ·, ∗, 0, 1〉 ôÝôïéá þóôå,
〈A, +, · 〉 åßíáé Ýíá áâåëéáíü ìïíïåéäÝò êáé ãéá êÜèå a, b ∈ A Ý÷ïõìå,

a + 1 = 1,
a · b = (a∗ + b∗)∗

0∗ = 1
a∗∗ = a

(a∗ + b∗)∗ + b = (b∗ + a)∗ + a

Ïé MV-Üëãåâñåò, ãíùóôÝò êáé ùò Chang Üëãåâñåò, ðáßæïõí ôïí ßäéï ðåñß-
ðïõ ñüëï ãéá ôéò ðëåéüôéìåò ëïãéêÝò, ðïõ ðáßæïõí ïé Üëãåâñåò Boole ãéá
ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ. Óôçí ïõóßá åßíáé ìéÜ ãåíßêåõóç ôùí áëãåâñþí Boole,
óôßò ïðßåò äåí éó÷ýåé ôï áîßùìá ôçò ôáõôïäõíáìßáò (idempontet law), êáé
áðü ôçí Üðïùç áõôÞ åßíáé Ýíá åßäïò «ðïóïôéêþí» áëãåâñþí, âë. ð.÷. ôï
[?] áëëÜ êáé ôï [?] üðïõ åîåôÜæïíôáé ãåíéêþôåñåò äïìÝò.

Óå ìéá MV-Üëãåâñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé ôá áêüëïõèá:

a ∨ b := (a · b∗) + b

a ∧ b := (a + b∗) · b
a → b := a∗ + b

a ≤ b :⇔ a ∧ b = a ⇔ a ∨ b = b

Ôüôå, 〈A ; ≤,∧,∨,∗ , 0, 1〉 åßíáé ìéá De Morgan Üëãåâñá, äçëáäÞ Ýíá
åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü óôï ïðïßï éó÷ýïõí ïé íüìïé ôïõ De Morgan, ç
äå 〈A ; ∧,∨, ·, → ,≤, 0, 1〉 åßíáé Ýíá äéêôõùôü ìå õðüëïéðá (residuated
lattice), üðïõ ôá b → a, a, b,∈ A åßíáé ôá õðüëïéðá (residuals).

Ôï âáóéêü ðáñÜäåéãìá ãéá ìéá MV-Üëãåâñá åßíáé ç äïìÞ,

〈 [0, 1], +, ·,∗ , 0, 1 〉

üðïõ, ãéá êÜèå x, y ∈ [0, 1],

x + y := min{1, x + y}
x · y := max{0, x + y − 1}

x∗ := 1− x

Ïé ðéï ðÜíù ðñÜîåéò ëÝãïíôáé ôåëåóôÝò Lukasiewicz.

5) Ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá éäéïìïñößá,
áöïý óôçí ïõóßá ç äïìÞ áõôÞ åßíáé ìéÜ äïìÞ ìå äýï åßäç óôïé÷åßùí (many-
sorted structure), ôá äéáíýóìáôá êáé ôá âáèìùôÜ. Ùóôüóï õðÜñ÷åé ôñüðïò
íá ðáñïõóéáóèåß óôá ðëÜéóéá ôùí äïìþí ðïõ ïñßóáìå. Áò ðÜñïõìå óáí
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öïñÝá ôçò äïìÞò ôï óýíïëï ôùí äéáíõóìÜôùí V . ÕðÜñ÷åé åðßóçò ìéÜ
äéáêåêñéìÝíç óôáèåñÜ 0V , ç áñ÷Þ ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ. ÕðÜñ÷åé
ìéÜ äéìåëÞò ðñÜîç, +V , ç ðñüóèåóç ôùí äéáíõóìÜôùí, êáèþò åðßóçò
êáé ìéÜ ìïíïìåëÞò ðñÜîç, −V ãéá ôïí ðñïóèåôéêü áíôßóôñïöï. ÔÝëïò ãéá
êÜèå âáèìùôü k ∈ K, õðÜñ÷åé ìéÜ ìïíïìåëÞò ðñÜîç, kV ðïõ áíáðáñéóôÜ
ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðïëëáðëáóéáóìoý åíüò äéáíýóìáôïò ~x ìå ôï k. Åôóé
êÜèå âáèìùôü èåùñåßôáé óáí ìéá ìïíïìåëÞò ðñÜîç.

1.3.3 Ïñéóìüò. Ãéá áðëüôçôá Ýóôù Ýíáò ïðëéóìüò (R, F, C) ìå R = {R1, · · · , Rn}, F =
{f1, · · · , fm} êáé C = {ck : k ∈ K}. Ï ôýðïò ïìïéüôçôáò êÜèå äïìÞò A ìå
ïðëéóìü (R, F,C) åßíáé ìéá äéáôáãìÝíç ôñéÜäá (µ, ν, k) üðïõ µ := α(·) ¹ R,
ν := α(·) ¹ F êáé k := card (C). Åôóé,

: R → N
Ri 7→ µ(Ri) = µi

ν : F → N
fj 7→ ν(fj) := νj

êáé Ri ⊆ Aµi , i = 1, 2, · · · , n fj : Aj → A, j = 1, · · · ,m
Óõ÷íÜ èá óõìâïëßæïõìå Ýíáí ôýðï ïìïéüôçôáò êáé ùò (1, · · · , n; 1, · · · , m ; k).

Ðáñáôçñïýìå óôç óõíÝ÷åéá, üôé áí Ý÷ïõìå äõï äéáöïñåôéêÝò äïìÝò A1 =
〈A1 ; F1, R1,C1〉 êáé A2 = 〈A2 ; F2, R2, C2〉 ìå A1 6= A2 áëëÜ üðïõ F1 =
F2, R1 = R2, êáé C1 = C2, ôüôå áðü óõíôáêôéêÞò áðüøåùò êáé ãëùóóéêÞò
ðåñéãñáöÞò, èá ðñÝðåé íá èåùñïýíôáé ßäéåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé äïìÝò 〈Q,≤〉
êáé 〈R,≤〉 áðü óõíôáêôéêÞò ðëåõñÜò äßíïõí ôïõò ßäéïõò áôïìéêïýò êáé ôïõò
ßäéïõò ãåíéêÜ ôýðïõò. Åôóé åðåéäÞ äåí åíäéáöÝñåé óôç öÜóç áõôÞ, ç áëÞèåéá Þ
ôï øåýäïò ôùí ôýðùí ðïõ ìðïñïýí íá ó÷çìáôéóôïýí, ìðïñåß êáíåßò íá ðåé ðùò
Ý÷ïõí ôçí ßäéá áêñéâþò óýíôáîç. Áõôü ìáò ïäçãåß óôç èåþñçóç ôïõ óôïé÷åßïõ
ðïõ óõíôáêôéêÜ ôáõôßæåé Þ äéáöïñïðïéåß äõï äïìÝò. Ç Ýííïéá áõôÞ, åßíáé öá-
íåñü üôé åßíáé áõôÞ ôïõ ïðëéóìïý ìéáò äïìÞò, äçëáäÞ ç «äïìÞ» ðïõ óõíïäåýåé
ôïí öïñÝá ôçò äïìÞò A.

1.3.4 Ïñéóìüò. Åóôù A = 〈A; R, F, C〉 ìéá äïìÞ. Ï ïðëéóìüò (signature) ôçò
A åßíáé ç äéáôáãìÝíç ôñéÜäá (R, F,C). Ï óõìâïëéóìüò (R,F, C) üìùò äåí
ìáò öáíåñþíåé ôçí ôÜîç êÜèå ìéáò ó÷Ýóçò êáé óõíÜñôçóçò, êáèþò êáé ôïí
ðëçèÜñéèìï ôïõ C. Åôóé áí N = {0, 1, 2, · · ·} êáé áí êÜèå 0-ìåëÞò ðñÜîç Þ
óõíÜñôçóç ôáõôßæåôáé ìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ A, ôüôå ï ï ïðëéóìüò ôçò A åßíáé ìéá
äéáôáãìÝíç ôñéÜäá (R,F, ár(·)) ìå,

(i) R ∩F = ∅
(ii) Ç óõíÜñôçóç ár(·) : R ∪ F → N, ðïõ ëÝãåôáé ôÜîç (arity) ôïõ

ïðëéóìïý åßíáé ôÝôïéá þóôå:
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(á) Áí R ∈ R êáé α(R) = n ôüôå ç ó÷Ýóç R åßíáé ìéá n-ìåëÞò Þ n-ôÜîçò,
n ≥ 1.

(â) Áí f ∈ F êáé α(f) = k, ôüôå ç óõíÜñôçóç f åßíáé k-ôÜîçò, äçëáäÞ f :
Ak → A. Ãéá k = 0 ðáßñíïõìå ôéò óôáèåñÝò C = {ck : k ∈ K}.

Óõ÷íÜ åßíáé âïëéêü íá ãñÜöïõìå Ýíáí ïðëéóìü ìå ôçí ìïñöÞ,
〈
R

α(R1)
1 , · · · , Rα(Ri)

i , · · · ; fα(f1)
1 , · · · fα(fj)

j , · · · ; {ck : k ∈ K}
〉

,

áêüìá óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò: Rn := α−1(n) ∩ R ãéá ôéò n-ìåëÞò ó÷Ýóåéò
ïðüôå,

R =
∞⋃

n=1

Rn

êáé Fn := α−1(n) ∩F ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò n-ìåôáâëçôþí, ïðüôå,

F =
∞⋃

n=0

Fn

1.3.5 Ïñéóìüò. Äýï äïìÝò,

A := 〈A ; FA, RA, CA 〉 B := 〈B ; FB, RB, CB 〉
üðïõ,
-- FA := {fi,A : i ∈ IA}, R := {Rj,A : j ∈ JA}, CA := {ck,A : k ∈ KA} êáé,
-- F := {fi, : i ∈ I}, R := {Rj, : j ∈ J}, C := {ck, : k ∈ K},
ëÝãïíôáé üìïéåò (similar) Þ åßíáé üìïéïõ ôýðïõ, áíí ïé ôýðïé ïìïéüôçôÜò ôïõò, =
(, , card (KA)) êáé = (, , card (K)) ìðïñïýí íá áíáäéáôá÷ôïýí ïé ïéêïãÝíåéåò
ôùí ðñÜîåùí, ôùí ó÷Ýóåùí êáé ôùí óôáèåñþí, Ýôóé þóôå íá ãßíïõí ôïõ éäßïõ
áêñéâþò ôýðïõ. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí 1 − 1 êáé åðß óõíáñôÞóåéò hF : IA −−→
IB, hR : JA −−→ JB, hC : KA −−→ KB, Ýôóé þóôå, ãéá êÜèå i ∈ IA, j ∈
JA, k ∈ KA Ý÷ïõìå:

A(i) = (hF (i)) , (j) = (hR(j)) , ck,B = hC(ck,A).

Eßíáé öáíåñü üôé äýï ïìïßïõ ôýðïõ äïìÝò Ý÷ïõí ôïí ßäéï äïìéêü ïðëéóìü.
AêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå:

1.3.6 Ïñéóìüò. Åóôù A = 〈A; R, F, C〉 ìéá äïìÞ. Ï ïðëéóìüò (signature) ôçò
A åßíáé ç äéáôáãìÝíç ôñéÜäá (R, F, C) ìáæß ìå ôéò óõíáñôÞóåéò,

αF : F −→ N+ αR : R −→ N+

ôÝôïéåò þóôå áí ηF : I −→F êáé ηR : J −→R, ôüôå

αF ◦ ηF = λ αR ◦ ηR = µ
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Eßíáé öáíåñü üôé ïðëéóìüò êáé ôýðïò ïìïéüôçôáò åßíáé óôçí ïõóßá ôï ßäéï
ðñÜãìá. Óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò: Rn := α−1(n) ∩ R ãéá ôéò n-ìåëÞò ó÷Ýóåéò
ïðüôå,

R =
∞⋃

n=1

Rn

êáé Fn := α−1(n) ∩F ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò n-ìåôáâëçôþí, ïðüôå,

F =
∞⋃

n=0

Fn

Ç êëÜóç ôùí äïìþí åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ = (λ, µ, card ()) óõìâïëß-
æåôáé ìå Sim(δ) êáé ëÝãåôáé êëÜóç ïìïéüôçôáò äïìþí (similarity class) Þ åßäïò
äïìþí.

1.3.7 ÐáñÜäåéãìá. (i) Áí R = 〈R ; +, ·, ; ≤ ; 0, 1〉 ôüôå ï ôýðïò ïìïéüôçôáò
ôçò A åßíáé (2, 2 ; 2 ; 2) áöïý F = {+, ·} R = {≤}, êáé C = {0, 1}

(ii) Áí G =
〈
G ; ·, (·)−1 ; 1

〉
ôüôå ï ôýðïò ïìïéüôçôáò åßíáé ï ( 2, 1 ; ∅ ; 1 ),

üðïõ ∅ óõìâïëßæåé ôçí ðëÞñç áðïõóßá óõìâüëùí ó÷Ýóåùí.

(iii) Áí B = 〈B ; ∧,∨, (·)′ ; 0, 1 〉 ôüôå ï ôýðïò ïìïéüôçôáò åßíáé ï (2, 2, 1 ; ∅ ; 2).

(iv) Áí H = 〈H ; ∨,∧,→ ; 0, 1〉 ôüôå ï ôýðïò ïìïéüôçôáò åßíáé ï ( 2, 2, 2 ; ∅ ; 2 )

ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé åðåéäÞ êÜèå ìáèçìáôéêÞ äïìÞ åßíáé åöïäéáóìÝíç
ìå ìéá ó÷Ýóç éóüôçôáò, äåí ðåñéëáìâÜíïõìå ôç ó÷Ýóç áõôÞ óôïí ôýðï ïìïéüôç-
ôáò. ÐïëëÝò öïñÝò üìùò üôáí ç ó÷Ýóç ôçò éóüôçôáò ðáßæåé Ýíáí óïâáñü ñüëï
(üðùò ð.÷. óôá ìïíôÝëá ôïõ Boole êáé ãåíéêÜ óôá ìç-óõìâáôéêÜ ìïíôÝëá) ôçí
ðåñéëáìâÜíïõìå óôçí äïìÞ. ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå áêüìá üôé ðñÜîåéò 0-ôÜîçò
óõìðßðôïõí ìå óôáèåñÝò, åíþ ó÷Ýóåéò 1-ôÜîçò óõìðßðôïõí ìå õðïóýíïëá ôïõ
A. Åßíáé öáíåñü üôé èåùñþíôáò ôçí êëÜóç ïìïéüôçôáò Sim(), êáé åéóÜãïíôáò
Ýíáí ïñéóìü ìå áöáßñåóç, (definition by absraction) ïäçãïýìáóôå öõóéïëïãéêÜ
óôçí Ýííïéá ôçò ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò, ðïõ áðïôåëåß ôçí ãëþóóá ìå ôçí ïðïßá
åêöñÜæïõìå ãåãïíüôá ãéá ìéá ïðïéáäÞðïôå äïìÞ ðïõ áíÞêåé óôçí êëÜóç ïìïéü-
ôçôáò Sim(δ). «Îå÷íþíôáò» ëïéðüí ôïõò öïñåßò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôéò äïìÝò
ðïõ áíÞêïõí óôçí Sim(δ), ðáßñíïõìå óáí áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò áöáßñåóçò
ìéá ãëþóóá ðïõ áðáñôßæåôáé áðü óýìâïëá, ÷ùñßò êáìéÜ óçìáóßá êáé ðïõ åßíáé
êáôÜëëçëç ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ìéÜò ïðïéáäÞðïôå äïìÞò óôçí Sim(δ). Ãéá ôï
ëüãï áõôü ìéá ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ëÝãåôáé êáé áðëÜ, «ãëùóóéêüò ôýðïò Þ
ïðëéóìüò» . Åôóé ç ãëþóóá åßíáé ìéá äåõôåñåýïõóá áöáßñåóç, ðïõ ðñïêýðôåé
áðü ôçí ðñùôïãåíÞ ìáèçìáôéêÞ äñáóôçñéüôçôá, ðïõ åßíáé ç ìåëÝôç ôùí äïìþí.
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Ç ÃËÙÓÓÁ ÅÍÏÓ ÏÐËÉÓÌÏÕ.

Ïðùò Ý÷ïõìå Þäç ðáñáôçñÞóåé, Ýíá ïðëéóìüò ìðïñåß íá áíáöÝñåôáé óå ðïëëÜ
ìç - êåíÜ óýíïëá, ðïõ Ýôóé ãßíïíôáé öïñåßò ôïõ ïðëéóìïý. ÐáñÜ ôç äéáöïñåôéêÞ
öýóç ôùí öïñÝùí ôïõ ïðëéóìïý (äéáöïñåôéêÜ óýíïëá ìå äéáöïåñåôéêü ðëçèÜ-
ñéèìï, ê.ë.ð.) ç óõíôáêôéêÞ ôïõò ðåñéãñáöÞ êáèïñßæåôáé êáé åßíáé êïéíÞ ìüíïí
áðü ôç öýóç ôïõ ïðëéóìïý. Åóôù ëïéðüí Ýíáò ãåíéêüò ïðëéóìüò

∑
= (F,R, C),

äåí áíáöÝñåôáé óå êáíÝíá åéäéêü óõãêåêñéìÝíï öïñÝá. Ìå ôïí ôñüðï áõôü,
áöïý ïé ó÷Ýóåéò êáé ïé óõíáñôÞóåéò äåí áíáöÝñïíôáé óå êÜðïéï öïñÝá, áõôü-
ìáôá ìåôáó÷çìáôßæïíôáé óå áðëÜ ïíüìáôá - óýìâïëá, ãéá óõãêåêñéìÝíåò ó÷Ý-
óåéò, óõíáñôÞóåéò êáé óôáèåñÝò ðïõ èá ïñßæïíôáé óå ìéá äïìÞ ìå ïðëéóìü

∑
.

Áöáéñþíôáò ëïéðüí áðü ôç ìÝóç ôïí öïñÝá, áõôü ðïõ ìÝíåé åßíáé êÜðïéá áöç-
ñçìÝíá óýìâïëá - ïíüìáôá, êáé ôåëéêÜ ìéá ãëþóóá ðïõ ðåñéãñÜöåé óõíôáêôéêÜ
äïìÝò ìå ïðëéóìü

∑
. Ìéá ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá LΣ, ïðëéóìïý

∑
, ðåñéëáìâÜ-

íåé ôá áêüëïõèá óôïé÷åßá:

(I) Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá

(i) ÌåôáâëçôÝò: V = {x1, x2, . . . , xn . . .} (áñéèìÞóéìï ðëÞèïò).

(ii) Ëïãéêïß óýíäåóìïé: ¬,∧,∨,→,↔
(iii) Ðïóïäåßêôåò: ∀ (êáèïëéêüò), ∃ (õðáñîéáêüò).

(iv) Éóüôçôá: ≈
(v) ÂïçèçôéêÜ óýìâïëá: ðáñåíèÝóåéò, (,) , áãêýëåò [,] ê.ë.ð.

(II) Ìç - ëïãéêÜ óýìâïëá. Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá ìéáò ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò,
ðáñáìÝíïõí ôá ßäéá, áêüìá êáé üôáí áëëÜæïõí ïé ïðëéóìïß Þ ïé äïìÝò,
åíþ ôá ìç ëïãéêÜ óýìâïëá áíáöÝñïíôáé óå óõãêåêñéìÝíï ïðëéóìü êáé
åðïìÝíùò áíáöÝñïíôáé óå üëåò ôéò äïìÝò ìå ôïí ßäéï ôýðï ïìïéüôçôáò.

(i) Óýìâïëá ó÷Ýóåùí Þ êáôçãïñçìÜôùí: {Ri; i ∈ I}
(ii) Óýìâïëá óõíáñôÞóåùí Þ ðñÜîåùí: {fj ; j ∈ J}
(iii) Óýìâïëá óôáèåñþí: {ck : k ∈ K}

¼ëá ôá ðéï ðÜíù óýíïëá õðïôßèåôáé üôé åßíáé áíá äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò êáé
êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ìðïñåß íá åßíáé ôï êåíü óýíïëï. ÅðåéäÞ ôá ëïãéêÜ óýìâïëá
åßíáé êïéíÜ ãéá êÜèå ãëþóóá, áõôü ðïõ äéáêñßíåé ìéá ãëþóóá, óôçí ïõóßá åßíáé
ôá ìç - ëïãéêÜ óýìâïëá, ðïõ áðïôåëïýí êáé ôïí ïðëéóìü Þ ôýðï ïìïéüôçôáò.

Ìðïñïýìå ëïéðüí, ÷ùñßò êßíäõíï óýã÷õóçò, íá ôáõôßæïõìå ìéá ðñùôïâÜèìéá
ãëþóóá ìå ôïí ïðëéóìü ôçò, óõ÷íÜ äå ãñÜöïõìå:

LΣ = ({Ri; i ∈ I}; {fj ; j ∈ J}; {ck : k ∈ K})
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Óôçí ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá LΣ Ý÷ïõìå ìéá áñ÷Þ åðáãùãÞò, ãéá ïñéóìïýò êáé
áðïäåßîåéò, ðïõ åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãç ìå ôçí ãíùóôÞ áñ÷Þ ôçò ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò, ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ï ïñéóìüò
ðïõ äþóáìå ãéá ôïõò üñïõò êáé ôïõò ôýðïõò ìéáò ãëþóóáò åßíáé åðáãùãéêüò.
Óôçí ðåñßðôùóç ìáò Ý÷ïõìå üìïéá:

1.3.8 Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï Term(LΣ) ôùí üñùí ôçò LΣ åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óý-
íïëï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôùí áêüëïõèùí éäéïôÞôùí:

(i) Ïé ìåôáâëçôÝò êáé ôá óôáèåñÜ óýìâïëá åßíáé üñïé, äçëáäÞ, xi ∈ Term(LΣ), i =
1, 2, . . . êáé ck ∈ Term(LΣ) ãéá êÜèå k ∈ K .

(ii) Áí t1, . . . tn ∈ Term(LΣ), êáé f ∈ F ìå ar(f) = n ôüôå,

f(t1, . . . , tn) ∈ Term(LΣ).

Áí Fk åßíáé ôï óýíïëï ôùí k-ìåëþí óõíáñôçóéáêþí óõìâüëùí, ôüôå Ý÷ïõìå ðéï
áíáëõôéêÜ :

Term 0 := V ∪ { cj : j ∈ J }
Term n+1 := Term n ∪ { f(t1, . . . , tk) | t1, . . . , tk ∈ Term n,

f ∈ Fk, k ∈ N }
êáé ôÝëïò,

Term(LΣ) :=
⋃

n∈N
Termn

¼ìïéá üðùò êáé ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ïñßæïõìå ôï óý-
íïëï ôùí ôýðùí Form(LΣ) ôçò LΣ.

1.3.9 Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï ôùí ôýðùí Form(LΣ) ôçò LΣ åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óý-
íïëï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôùí áêüëïõèùí éäéïôÞôùí:

(i) Áôïìéêïß Þ Óôïé÷åéþäåéò Ôýðïé. Áí R ∈ R ìå α(R) = n êáé t1, . . . , tn ∈
Term(LΣ) ôüôå,

R(t1, . . . , tn) ∈ Form(LΣ)

êáé,
t1, t2 ∈ Term(LΣ) ⇒ (t1 = t2) ∈ Form(LΣ)

(ii) Óýíèåôïé Ôýðïé.
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(á) Áí ϕ,ψ ∈ Form(LΣ), ôüôå (ϕ2ψ) ∈ Form(LΣ)
üðïõ 2 ∈ {∨,∧,→,↔}

(â) Áí φ ∈ Form(LΣ) ôüôå (¬ϕ) ∈ Form(LΣ)

(ã) Áí ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ x ∈ V , ï ó÷çìáôéóìüò ϕ åßíáé ôýðïò ôçò LΣ

ôüôå êáé ïé ó÷çìáôéóìïß,

(∀x)ϕ êáé (∃x)ϕ åßíáé ôýðïé ôçò LΣ

Áí ðåñéïñßóïõìå ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí óå Ýíá åðáñêÝò óýíïëï,
ð.÷. ôï S := {∧,¬},, êáé R :=

⋃∞
n=1 Rn åßíáé ôï óýíïëï ôùí êáôçãïñçìÜôùí,

ìå Rn ôï óýíïëï ôùí n-ìåëþí êáôçãïñçìÜôùí, ôüôå ðéï áíáëõôéêÜ Ý÷ïõìå:

Form 0 := {R(t1, . . . , tn) |R ∈ Rn, n ∈ N, ti ∈ Term, i = 1, . . . , n}
Form n+1 := Formn ∪ { (ϕ1 ∧ ϕ2) |ϕ1, ϕ2 ∈ Form n}

∪ {¬ϕ |ϕ ∈ Form n}
{̆(∃x) ϕ(x) |ϕ ∈ Form n}

êáé ôÝëïò,

Form(LΣ) :=
∞⋃

n=0

Form n

1.3.10 Ó÷üëéï. (i) Áðü ôçí áíáëõôéêÞ ìïñöÞ ôùí óõíüëùí Term êáé Form ãß-
íåôáé ôåëåßùò öáíåñüò ï åðáãùãéêüò ÷áñáêôÞñáò ôùí, êáé ï åðáãùãéêüò
ôñüðïò áðüäåéîçò ðïõ áêïëïõèïýìå óõíÞèùò óôç ÌáèçìáôéêÞ ËïãéêÞ.

(ii) ÐñÝðåé áðü ôçí áñ÷Þ íá óçìåéþóïõìå üôé åêôüò áðü ôçí ôõðéêÞ ãëþóóá
LΣ Ý÷ïõìå åðßóçò êáé ôçí ìåôáãëþóóá, ðïõ óôçí ðåñßðôùóç ìáò åßíáé ç
ÅëëçíéêÞ ãëþóóá. Ôï ßäéï åî Üëëïõ óõìâáßíåé êáé óôçí åêìÜèçóç áðü
Åëëçíåò ôçò áããëéêÞò ãëþóóáò. Ç ÅëëçíéêÞ ôüôå åßíáé ç ìåôáãëþóóá ç äå
ÁããëéêÞ åßíáé ç ãëþóóá - óôü÷ïò ðïõ èÝëïõìå íá ìÜèïõìå. Ç ÅëëçíéêÞ
åðßóçò åßíáé ìéá ìåôáãëþóóá ãéá ôçí ôõðéêÞ ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý
õðïëïãéóôþí BASIC.

Ôï óýìâïëï ⇒ äåí åßíáé óýìâïëï ôçò ãëþóóáò LΣ áëëÜ åßíáé Ýíá ìåôá-
ãëùóóéêü óýìâïëï ðïõ Ý÷åé åéóá÷èåß áíôß ôçò ëÝîçò «óõíåðÜãåôáé». Ôï
óýìâïëï óõíåðáãùãÞò ôçò ãëþóóáò LΣ åßíáé ôï →. Åôóé ⇒ 6∈ LΣ.
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(iii) Åðßóçò ôá óýìâïëá ϕ,ψ ãéá ôéò ðñïôÜóåéò, åßíáé óýìâïëá ôçò ìåôáãëþóóáò
äåí åßíáé ôýðïé áõôÜ ôá ßäéá. Ôá åéóÜãïõìå ãéá åõêïëßá áíôß ôçò öñÜóçò
ï ó÷çìáôéóìüò ôùí óõìâüëùí ð.÷. (∀x)(∀y)[x + y = y + z] åßíáé Ýíá
ôýðïò. Áíôß ëïéðüí íá ãñÜöïõìå üëïí ôïí ôýðï êÜèå öïñÜ, åéóÜãïõìå
ôï ìåôáóýìâïëï ϕ ãéá ôïí ó÷çìáôéóìü áõôü, ãéá åõêïëßá óôç ãñáöÞ. Åôóé
áíôß íá ãñÜöïõìå

(∀x)(∀y)[x + y = y + z] ∈ Form(LΣ)

äéåõêïëýíåôáé ç äéáôýðùóç áí åéóÜãïõìå ôçí ìåôá - ìåôáâëçôÞ êáé ãñÜ-
öïõìå ϕ ∈ Form(LR). Áõôü âÝâáéá äåí óçìáßíåé üôé ôï óýìâïëï åì-
öáíßæåôáé óôï óýíïëï Form(LR).

1.3.11 Ïñéóìüò. Ç åìâÝëåéá (scope) åíüò ðïóïäåßêôç, ð.÷. ôïõ (∀) åíôüò åíüò
ôýðïõ φ åßíáé Ýíá êáëïó÷çìáôéóìÝíïò õðïôýðïò ôïõ ïðïßïõ ôá ðñþôá óýìâïëá
åßíáé ôá (∀x) êáé áìÝóùò ìåôÜ áñ÷ßæåé ìå áñéóôåñÞ áãêýëç êáé ôåëåéþíåé ìå
ôçí áíôßóôïé÷ç äåîéÜ áãêýëç.

Ãéá ðáñÜäåéãìá óôïí ôýðï (∀x)[φ(x) ∧ ψ(x)] ç åìâÝëåéá ôïõ (∀) åßíáé ï ôýðïò
[φ(x) ∧ ψ(x)], åíþ óôïí ôýðï (∀x)[φ(x)] ∧ [ψ(x)] ç åìâÝëåéá ôïõ (∀) åßíáé ï
õðïôýðïò [φ(x)].

ÊÜèå åìöÜíéóç ìéáò ìåôáâëçôÞò x óôïí ôýðï φ èá ëÝãåôáé äåóìåõìÝíç Þ
öñáãìÝíç (bound) áí åìöáíßæåôáé óôïõò ðïóïäåßêôåò (∀x), (∃x) Þ âñßóêåôáé
óôçí åìâÝëåéá ôùí ðïóïäåéêôþí (∀x), (∃x) åíôüò ôïõ ôýðïõ ϕ. Óå áíôßèåôç
ðåñßðôùóç ìéá åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò x óôïí ôýðï ϕ ëÝãåôáé åëåýèåñç. Åíá
ôýðïò ëÝãåôáé ðñüôáóç áí äåí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. Ïé
Ýííïéåò ôçò äåóìåõìÝíçò êáé ôçò åëåýèåñçò ìåôáâëçôÞò ìðïñïýí íá ïñéóôïýí
áõóôçñÜ ìå åðáãùãéêü ôñüðï.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò x åßíáé åëåýèåñç óôïõò ôý-
ðïõò: [x = c], [x = c] → (∀x)[x = c] åíþ óôïõò ôýðïõò (∀x)(∀y)[R(x, y) →
R(y, x)], (∀x)(∃y)[y = f(x)] åßíáé äåóìåõìÝíç.

Åðßóçò óôïí ôýðï:

(∀ε) [ε > 0 → (∃δ) [ δ > 0 ∧ (∀y)[ |x− y| < δ → |f(x)− f(y)| < ε ]]]

ðïõ åêöñÜæåé ôçí óõíÝ÷åéá ôçò óõíáñôÞóåùò f , ïé ìåôáâëçôÝò ε, δ êáé y åßíáé
äåóìåõìÝíåò åíþ ç ìåôáâëçôÞ x åßíáé åëåýèåñç ãéáôß äåí åßíáé óôçí åìâÝëåéá
êÜðïéïõ ðïóïäåßêôç.

1.3.12 Ïñéóìüò. Ìéá ãëþóóá LΣ ëÝãåôáé ðñùôïâÜèìéá áí åðéôñÝðåé ðïóï-
äåßêôçóç ìüíïí óå ìåôáâëçôÝò V = {x1, . . . , xn, . . .} ôçò ãëþóóáò LΣ. Ôá
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óýìâïëá ôùí óõíáñôÞóåùí êáé ó÷Ýóåùí åßíáé äïóìÝíá óôáèåñÜ óýìâïëá. Ïé
ìåôáâëçôÝò x1, . . . , xn, . . . áíáöÝñïíôáé óôá óôïé÷åßá ôïõ öïñÝá A ìéáò

∑
-

äïìÞò ôçò ïðïßáò ç LΣ åßíáé ç ãëþóóá ðåñéãñáöÞò ôçò. Áí üìùò åðéôñÝðïõìå
ðïóïäåßêôçóç êáé óå ìåôáâëçôÝò ðïõ áíáöÝñïíôáé óå óõíáñôÞóåéò, ó÷Ýóåéò Þ
õðïóýíïëá ôïõ A, ôüôå ðëÝïí äåí ìéëÜìå ãéá ðñùôïâÜèìéåò ãëþóóåò, áëëÜ ãéá
ãëþóóåò áíþôåñçò ôÜîçò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï áîßùìá ôçò ðëçñüôçôáò êáé ôï Áñ÷éìÞäåéï áîßùìá åßíáé
ôýðïé äåýôåñçò ôÜîçò. Ôï áîßùìá ôçò ðëçñüôçôáò äéáôõðþíåôáé óôç ìåôáãëþóóá
ùò «êÜèå ìç - êåíü õðïóýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, ðïõ åßíáé öñáãìÝíï
åê ôùí Üíù Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá» .

ÅÑÌÇÍÅÉÁ ÌÉÁÓ ÐÑÙÔÁÂÁÈÌÉÁÓ ÃËÙÓÓÁÓ

Åóôù LΣ ìéá ãëþóóá ïðëéóìïý
∑

= (F,R, C), êáé Ýóôù A = 〈A ; FA, RA,CA〉
ìéá Σ- äïìÞ ìå öïñÝá ôï óýíïëï A, üðïõ FA := {fA | f ∈ F},RA :=
{RA |R ∈ R}, êáé CA := {cA

k | k ∈ K }, êáé áí RA ∈ RA
n ôüôå RA ⊆ An,

áí äå fA ∈ FA
m ôüôå fA : Am → A êáé ôÝëïò cA

k ∈ A ãéá êÜèå i ∈ K.
Ç óõíïëéêÞ áðåéêüíéóç, R 7→ RA, f 7→ fA êáé ci 7→ cA

i ëÝãåôáé ìéá
A-åñìçíåßá ôçò LΣ. Ìðïñïýìå åðßóçò íá åñìçíåýïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò ôçò
ãëþóóáò óå óôïé÷åßá ôïõ A, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå ìéá áíôéóôïé÷ßá-áðïôßìçóç,

: V → A,

ïðüôå Ýôóé ìðïñïýìå íá åñìçíåýïõìå êáé ôïõò üñïõò êáé ôýðïõò ôçò LΣ óå
üñïõò êáé ôýðïõò ôçò A. Ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò óôïõò ôýðïõò ðáßñíïõí ìéá
óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ, êáé ïé ôýðïé ìåôáôñÝðïíôáé óå ðñïôÜóåéò ìå ìéá óõãêå-
êñéìÝíç ôéìÞ áëÞèåéáò.

Ôá óôáèåñÜ óýìâïëá ìéáò ãëþóóáò, õðÜñ÷ïõí ãéá íá óõìâïëßæïõí êÜðïéá
äéáêåêñéìÝíá óôïé÷åßá ôïõ A, üðùò ïõäÝôåñá óôïé÷åßá ê.ë.ð. Ìðïñïýìå üìùò,
êáé áõôü åßíáé ðÜíôïôå ÷ñÞóéìï, íá åéóÜãïõìå óýìâïëá - ïíüìáôá ãéá êÜèå
a ∈ A. Åôóé ðáßñíïíôáò ôçí óôïé÷åéþäç åðÝêôáóç ôçò LΣ ìå ôçí åðéóýíáøç
ôïõ óõíüëïõ {a : a ∈ A} Ý÷ïõìå ìéá ãëþóóá ðïõ èá ôç óõìâïëßæïõìå ìå LΣ(A).

Áðü ôçí ðáñáðÜíù óõæÞôçóç ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå áêñéâÝóôåñá ôïí
áêüëïõèï ïñéóìü.

1.3.13 Ïñéóìüò. Ìéá åñìçíåßá ôçò LΣ åßíáé Ýíá æåõãÜñé (A, I) üðïõ A åßíáé
ìéá Σ-äïìÞ ìå ïðëéóìü (FA, RA, CA) êáé I åßíáé ìéá áíôéóôïé÷ßá ìå ðåäßï
ïñéóìïý ôá ìç - ëïãéêÜ óýìâïëá ôçò LΣ êáé ôéìÝò óôïí ïðëéóìü ôçò A, Ýôóé
þóôå:

I : R ∪F ∪ C → RA ∪FA ∪ CA
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R →RA ≡ I(R) ≡ RI

f →fA ≡ I(f) ≡ f I

cj →cj,A ≡ I(cj) ≡ cj,I

R ∈ R , RA ∈ RA

f ∈ F , fA ∈ FA

cj ∈ C , cA
j ∈ CA

Óçìåéþíïõìå êáé ðÜëé üôé ïé ìåôáâëçôÝò ôçò LΣ åñìçíåýïíôáé óáí ìáèçìá-
ôéêÝò ïíôüôçôåò - óôïé÷åßá ôïõ ìç - êåíïý óõíüëïõ A ìå åðáãùãÞ äå ç åñìçíåßá
áõôÞ ôùí ìåôáâëçôþí åðåêôåßíåôáé êáé óôïõò üñïõò êáé ôïõò ôýðïõò ôçò ãëþóóáò
L(Σ). Ìå ôçí áíôéóôïé÷ßá áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå áñãüôåñá.

1.3.14 ÐáñÜäåéãìá. Åóôù L(Σ) ìéá ãëþóóá ìå ïðëéóìü = (R, F, C) üðïõ,
R = {R=, R≤}, F = {f+, f·}, C = {0, 1} ôüôå ìéá åñìçíåßá ôçò L(Σ)
óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò 〈N ; =,≤ ; +, · ; 0, 1〉 åßíáé ç áðåéêüíéóç ôÝôïéá þóôå
R=,I ≡=, R≤,I ≡≤, f+,I ≡ +, f·,I ≡ · 0I ≡ 0 , 1I ≡ 1. Åôóé ï ôýðïò
R= (f+(x1, x2), f·(x1, x2)) ôçò L(Σ) åñìçíåýåôáé óáí n1 + n2 = n1 · n2 üðïõ
α(x1) = n1, α(x2) = n2.

Ç L(Σ) ìðïñåß åðßóçò íá åñìçíåõèåß êáé óôéò Σ-äïìÝò R = 〈R ; =,≤ ; +, · ; 0, 1〉
Þ Q = 〈Q ; ≤ ; +, · ; 0, 1〉 ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï.

Å÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé üôé óå ìéá åñìçíåßá, ïé ìåôáâëçôÝò ôçò ãëþóóáò èá ðñÝ-
ðåé íá åñìçíåõèïýí óáí óôïé÷åßá ðïõ ìåôáâÜëëïíôáé åðß ôïõ . Ìüíï Ýôóé åßíáé
äõíáôüí íá åñìçíåýóïõìå ôïõò L(Σ)-üñïõò êáé ôïõò L(Σ)-ôýðïõò óôçí Σ-äïìÞ
A. Ç åñìçíåßá ëïéðüí ôùí ìç-ëïãéêþí óõìâüëùí èá ðñÝðåé íá óõìðëçñùèåß
êáé áðü ôçí åñìçíåßá ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñç åñìç-
íåßá ôçò L(Σ) óôçí Σ- äïìÞ A. Ïé ëïãéêïß óýíäåóìïé äåí ðáñïõóéÜæïõí êáíÝíá
ðñüâëçìá : ôï ‘‘¬’’ èá åñìçíåýåôáé «ü÷é» , ôï ‘‘∧’’ èá åñìçíåýåôáé «êáé» ôï «→»
, «óõíåðÜãåôáé» ê.ë.ð. Ôï ìüíï ðïõ áîßæåé éäéáßôåñçò ðñïóï÷Þò åßíáé ïé ìåôá-
âëçôÝò ôçò L(Σ) ðïõ ðñÝðåé íá åñìçíåýïíôáé óáí óôïé÷åßá - ìåôáâëçôÝò ôïõ êáé
óõíáêüëïõèá Ý÷ïõìå êáé ìéá åñìçíåßá ôùí üñùí êáé ôùí ôýðùí. ÁêñéâÝóôåñá
Ý÷ïõìå:

1.3.15 Ïñéóìüò. Èá óõìâïëßæïõìå ìå ôï ßäéï óýìâïëï , ôçí áêüëïõèç óõíÜñ-
ôçóç: I : V 3 x 7→ xI ∈ ðïõ ëÝãåôáé êáé áðïôßìçóç ôùí ìåôáâëçôþí. Åôóé
ôï xI óôçí ïõóßá åßíáé ôï íüçìá ðïõ äßíïõìå óôç ìåôáâëçôÞ x. Ç óõíÜñôçóç
åðåêôåßíåôáé êáé óôïõò üñïõò ôçò L(Σ):

(i) Áí ï üñïò t óõìðßðôåé ìå ìéá ìåôáâëçôÞ x ∈ V , ôüôå tI := I(x) ≡ xI .
Åðßóçò áí t = c ∈ C, ôüôå tI := I(c) ≡ cI ≡ cA

(ii) Áí t = f(t1, . . . , tn) ôüôå tI = f I(tI1, . . . t
I
n).
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Å÷ïíôáò ïñßóåé ôçí åñìçíåßá ôùí ìç-ëïãéêþí êáé ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí êá-
èþò åðßóçò êáé ôùí L(Σ)-üñùí, ïé áôïìéêïß ôýðïé, áëëÜ êáé êÜèå ôýðïò ÷ùñßò
åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, äçëáäÞ ðñüôáóç, áðïêôÜåé ìéá ôéìÞ áëçèåßáò, ãßíåôáé
äçëáäÞ Þ áëçèÞò Þ øåõäÞò, ùò ðñïò ôçí åñìçíåßá - áðïôßìçóç I .

Åóôù ìéá ðñüôáóç ϕ ôçò ãëþóóáò L(Σ)(A), ôüôå ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ ôç
ó÷Ýóç ‘‘|=I ’’, ðïõ ëÝãåôáé ó÷Ýóç éêáíïðïéçóéìüôçôáò:

1.3.16 Ïñéóìüò. Ðñþôá äßíïõìå ôïí ïñéóìü ãéá ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò:

(i) Å÷ïõìå, A |=I (t1 = t2) tI1 = tI2. Ãéá åõêïëßá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíïí Ýíá
n-ìåëÝò êáôçãüñçìá R. Ôï ßäéï üìùò éó÷ýåé êáé ãéá ïðïéïäÞðïôå Üëëï.
ÁðëÜ áõîÜíïíôáé ïé áôïìéêïß ôýðïé.

(ii) A |=I R(t1, . . . , tn) (tI1, . . . t
I
n) ∈ RI Óôç óõíÝ÷åéá, ìå ôçí åðáãùãéêÞ

õðüèåóç üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí óçìáóßá ôïõ óõìâüëïõ |=I ãéá ôýðïõò ðïõ
êáôáóêåýáóôçêáí óôï n-óôü âÞìá, ïñßæïõìå ôï óýìâïëï ãéá ôïõò ôýðïõò
ôïõ (n+1)-óôïõ âÞìáôïò.

(iii) A |=I ¬ϕ áí äåí éó÷ýåé üôé A |=I ϕ

(iv) A |=I (ϕ ∧ ψ) A |=I ϕ A |=I ψ

(v) A |=I (ϕ ∨ ψ) A |=I ϕ Þ/êáé A |=I ψ

(vi) A |=I (ϕ → ψ) A |=I ¬ϕ A |=I ψ (äçëáäÞ A |=I ϕ ⇒ A |=I ψ

(vii) A |=I (∃x)[ϕ(x)] áí õðÜñ÷åé Ýíá a ∈ A, ôÝôïéï þóôå A |=I ϕ(a).

ÁêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå A |=I ϕ(a|x) üðïõ a|x åßíáé ç áíôéêáôÜóôáóç ôïõ
x áðü ôï a, èá ãñÜöïõìå üìùò ðéï áðëÜ A |=I ϕ(a).

(viii) A |=I (∀x)[ϕ(x)] áí ãéá êÜèå a ∈ A Ý÷ïõìå A |=I ϕ(a).

Åôóé óõìðëçñþèçêå ï ïñéóìüò ôïõ óõìâüëïõ ‘‘|=I ’’ ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò Þ
ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ôýðùí.

Ç ó÷Ýóç éêáíïðïßçóçò ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé óáí ìéá óçìáíôéêÞ åñìçíåßá
ôùí ðñïôÜóåùí ÷ùñßò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, óôï äéóýíïëï {0, 1}, üðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôï ‘‘0’’ ãéá ôï «øåýäïò» êáé ôï ‘‘1’’ ãéá ôçí «áëÞèåéá» . ÄçëáäÞ áí,
Sent (LΣ(A)) ≡ S((LΣ(A))) åßíáé ïé ðñïôÜóåéò ôçò LΣ(A), ôüôå:

I : Sent (LΣ(A)) −→ {0, 1}

ϕ 7→ I(ϕ) :=
{

1 áí A |= ϕ
0 áí A 6|=
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1.3.17 Ïñéóìüò. Áí A |= ϕ ôüôå èá ëÝìå üôé ç äïìÞ A åßíáé Ýíá ìïíôÝëï ãéá
ôçí ðñüôáóç ϕ, áí äå A |= ϕ ãéá êÜèå ϕ ∈ Σ ôüôå èá ëÝìå üôé ç äïìÞ A åßíáé
Ýíá ìïíôÝëï ãéá ôç óõëëïãÞ ôùí ðñïôÜóåùí Ó, êáé óõ÷íÜ ãñÜöïõìå A |= Σ.

Åßíáé öáíåñü üôé ç áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôïõ A |= ϕ ùò ðñïò ôçí áðïôßìçóç
ôùí ìåôáâëçôþí I : V −→ A, åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôéò ôéìÝò I(x), ôùí ìåôá-
âëçôþí x ðïõ åßíáé åëåýèåñåò óôïí ôýðï ϕ. Åôóé áí ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò
ôïõ ϕ åßíáé ìåôáîý ôùí {x1, . . . , xn} óõìâïëéêÜ FV (ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} êáé
a1 = I(x1), . . . , an = I(xn) ôüôå èá ãñÜöïõìå A |= ϕ(a1, . . . , an) áíôß ôïõ
A |= ϕ(x1/a1, . . . , xn/an).

ÂëÝðïõìå áêüìç üôé óôïí ïñéóìü A |=I ϕ, ïé äåóìåõìÝíåò êáé ïé åëåý-
èåñåò ìåôáâëçôÝò ðáßæïõí ôåëåßùò îå÷ùñéóôïýò ñüëïõò êáôÜ ôçí äéáäéêáóßá
äéáðßóôùóçò ôçò áëÞèåéáò ôçò ϕ.

Óôéò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò ôçò ìåôáâëçôÞò x, áðïíÝìïõìå ìéá óôáèåñÞ ôéìÞ
I(x) ∈ A, åíþ óôéò äåóìåõìÝíåò äåí áðïíÝìïõìå êáìéÜ óõãêåêñéìÝíç óôáèåñÞ
ôéìÞ, áëëÜ ïõóéáóôéêÜ ìåôáâÜëëïíôáé ðëÝïí óå ìåôáâëçôÝò ôïõ A.

Áò äïýìå óôç óõíÝ÷åéá ïñéóìÝíåò âáóéêÝò Ýííïéåò áðü ôç Èåùñßá ÌïíôÝ-
ëùí.

Åóôù äõï Σ-äïìÝò A, B. Êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí Σ-äïìþí Ý÷ïõìå Ýííïéåò,
üðùò, ïìïìïñöéóìüò, éóïìïñöéóìüò, ê.ë.ð. ÁêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå:

1.3.18 Ïñéóìüò. (i) Ìéá óõíÜñôçóç h : A → B èá ëÝãåôáé ïìïìïñöéóìüò áí
ãéá êÜèå R ∈ R, ãéá êÜèå f ∈ F êáé ãéá êÜèå c ∈ C, Ý÷ïõìå:

(a1, . . . , ak)IA
∈ RIA

⇒ (h(a1), . . . , h(a2) ∈ RIB

h(fIA
(a1, . . . , am)) = fIB

(h(a1), . . . h(am))

êáé
h(cIA

) = cIB
.

üðïõ IA óõìâïëßæåé ôçí åñìçíåßá ôçò L(Σ) óôçí Σ-äïìÞ A ìå öïñÝá ôï
óýíïëï A, üìïéá ìå ôçí IB .

(ii) Ìéá óõíÜñôçóç h : A → B èá ëÝãåôáé åìöýôåõóç ôçò A óôçí B áí ç h
åßíáé Ýíáò 1− 1 ïìïìïñöéóìüò.

(iii) Ìéá óõíÜñôçóç h : A → B èá ëÝãåôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí Σ-äïìþí
A êáé B áí ç h åßíáé ìéá åìöýôåõóç ôïõ A åðß ôïõ , èá ãñÜöïõìå äå
A ∼= B.
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(iv) Ïé Σ-äïìÝò A êáé B èá ëÝãïíôáé óôïé÷åéùäþò éóïäýíáìåò (elementary
equivalent), óõìâïëéêÜ A ∼= B, áí ãéá êÜèå ϕ ∈ Form(LΣ),

A |= ϕ ⇔ B |= ϕ

Åôóé ïé äïìÝò A êáé B äåí ìðïñïýí íá äéáöïñïðïéçèïýí áðü ìéá L(Σ)-
ðñüôáóç.

Áí Th(A) := {ϕ ∈ Form(LΣ)|A |= ϕ }, åßíáé ç èåùñßá ôïõ A, ôüôå ç
ó÷Ýóç ≡ åêöñÜæåôáé êáé ùò åîÞò: A ≡ B áí Th(A) = Th(B).

Áí h : A → B åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ôüôå ìå åðáãùãÞ ìðïñåß íá
äåé÷ôåß üôé áí FV (ϕ) = {x1, . . . , xn} ôüôå,

A |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ B |= ϕ[h(a1), . . . , h(an)]

Åôóé A ∼= B ⇒ A ≡ B. Ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé.

(v) Ìéá åìöýôåõóç h : A ↪→ B ôçò A óôçí B èá ëÝãåôáé LΣ-óôïé÷åéþäçò
åìöýôåõóç áí ãéá êÜèå L(Σ)-ôýðï ìå FV (ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} Ý÷ïõìå:

A |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ B |= ϕ[h(a1), . . . , h(an)],

ãéá êÜèå, a1, . . . , an ∈ A.

1.3.19 Ïñéóìüò. Åóôù A êáé B äõï Σ-äïìÝò. Èá ëÝìå üôé ç A åßíáé ìéá õðï-
äïìÞ (Þ õðïìïíôÝëï), óõìâïëéêÜ A ⊆ B, ôçò äïìÞò B áí ãéá üëá ôá n-ìåëÞ
óýìâïëá ó÷Ýóåùí êáé óõíáñôÞóåùí ôçò L(Σ) Ý÷ïõìå:

(i) A ⊆ B & cj,IA
= cj,IB

, j ∈ J

(ii) RIA
= RIB

∩An

(iii) fIA
= fIB

¹ An.

Åôóé A ⊆ B áí ïé Σ-äïìÝò A êáé B Ý÷ïõí ôéò ßäéåò óôáèåñÝò êáé ïé ó÷Ý-
óåéò êáé óõíáñôÞóåéò ôçò A åßíáé ðåñéïñéóìïß ôùí áíôßóôïé÷ùí ó÷Ýóåùí êáé
óõíáñôÞóåùí ôçò B, üðïõ A ⊆ B.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï óþìá ôùí ñçôþí 〈Q,+, ·, 0, 1〉 åßíáé ìéá õðïäïìÞ ôïõ óþìá-
ôïò 〈R, +, ·, 0, 1〉 áëëÜ ôï äéáôáãìÝíï óþìá 〈Q, +, ·,≤, 0, 1〉 äåí åßíáé õðïäïìÞ
ôïõ äéáôáãìÝíïõ óþìáôïò 〈R,+, ·,≤, 0, 1〉.
1.3.20 Ïñéóìüò. Åóôù A êáé B äõï Ó-äïìÝò. Ôüôå ç äïìÞ A åßíáé ìéá óôïé-
÷åéþäçò õðïäïìÞ ôçò B (Þ ç B åßíáé ìéá óôïé÷åéþäçò åðÝêôáóç ôçò A, óõì-
âïëéêÜ A ≺ B áí
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(i) A ⊆ B êáé,

(ii) Ãéá êÜèå ϕ ìå FV (ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} êáé a1, . . . , an ∈ A Ý÷ïõìå: A |=
ϕ(a1, . . . , an) ⇔ B |= ϕ(a1, . . . , an).

Áí A ≺ B, ôüôå ëÝìå üôé ïé Σ- äïìÝò Ý÷ïõí ôéò ßäéåò áëçèåßò ðñïôÜóåéò ìå
ðáñáìÝôñïõò óôï A.

Å÷ïõìå áêüìç üôé: A ≺ B ⇒ A ≡ B, ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé. Ãéá
ðáñÜäåéãìá áí A = 〈N− {0}, <〉 êáé B = 〈N, <〉 , ôüôå Ý÷ïõìå A ∼= B,
A ≡ B, A ⊆ B, áëëÜ äåí éó÷ýåé üôé A ≺ B.

Óôç óõíÝ÷åéá èá óõã÷Ýïõìå óõíåéäçôÜ ôá ïíüìáôá a ìå ôá ðñáãìáôéêÜ
áíôéêåßìåíá a, üôáí äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò ðáñáíüçóçò.
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ÊåöÜëáéï 2

ÕÐÅÑÃÉÍÏÌÅÍÁ ÄÏÌÙÍ

2.1 ÅéóáãùãÞ

Ôá õðåñãéíüìåíá äïìþí èá ìðïñïýóáìå íá ôá ÷áñáêôçñßóïõìå êáé óáí êáôá-
óêåõÝò áíáöåñüìåíåò óå ìåôáâáëëüìåíåò äïìÝò, üðïõ ìå åöáñìïãÞ ôçò äéá-
ëåêôéêÞò áñ÷Þò ôçò «Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò» óôï ó÷Þìá óôáèåñü ìåôáâáëëü-
ìåíï, êáôáöÝñíïõìå íá ðÜñïõìå ðïéïôéêÜ áíþôåñåò åõóôáèåßò äïìÝò ðïõ éêá-
íïðïéïýí ôïõò ôýðïõò ìéáò ãëþóóáò LΣ.

2.2 Yðåñãéíüìåíá Äïìþí

Yðåñãéíüìåíá Äïìþí Óôç óõíÝ÷åéá ìðïñïýìå íá èåùñïýìå äïìÝò ìå ìéá Þ
ðåñéóóüôåñåò ãåíéêÝò ó÷Ýóåéò Þ ðñÜîåéò, áðü áõôÝò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéè-
ìþí (R;+, ·,≤, 0, 1, ), üìùò ãéá íá äéåõêïëýíïõìå ôçí áíÜðôõîç ôïõ èÝìá-
ôïò, èá ðåñéïñéóôïýìå óå ãåíéêÝò äïìÝò ìå ïðëéóìü Σ = (R, F, C), üðïõ
R = {E,R}, F = ∅, C = ∅. Ôï óýìâïëï ó÷Ýóçò E ðñïïñßæåôáé ãéá ôç ó÷Ýóç
ôçò éóüôçôáò, ôï äå R ãéá óýìâïëï ìéáò ãåíéêÞò ó÷Ýóçò. Óôçí áíÜðôõîç ôïõ
èÝìáôïò èá áêïëïõèÞóïõìå ôï [?].

Ç ãëþóóá ãéá ôéò äïìÝò áõôÝò èá óõìâïëßæåôáé áðëÜ ìå L. Åôóé ç L åßíáé
ìéá ãëþóóá ìå ìüíïí Ýíá êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï ãéá ôçí éóüôçôá êáé Ýíá
êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï ãéá ìéá ãåíéêÞ ó÷Ýóç.

Èá èåùñÞóïõìå êáé äù ôï äéáëåêôéêü ó÷Þìá: óôáèåñÞ äïìÞ åíÜíôéá óå ìå-
ôáâáëëüìåíç äïìÞ. ÄçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç ìáò äåí èá èåùñïýìå ìüíïí ìåôá-
âáëëüìåíá óôïé÷åßá ðïõ áíÞêïõí óôïí öïñÝá ìéáò äïìÞò, üðùò ç 〈R ;+, ·,≤, 0, 1〉
áëëÜ ôáõôü÷ñïíá èá ìåôáâÜëëïíôáé êáé ïé Ó-äïìÝò.

Åóôù T Ýíá óýíïëï, ðïõ èá ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå óáí ðåäßï ìåôáâïëÞò ôïõ

67



68 2.2. Yðåñãéíüìåíá Äïìþí

÷ñüíïõ (÷ñïíïóýíïëï) êáé Ýóôù {At : t ∈ T} ìéá ìåôáâáëëüìåíç Σ - äïìÞ üðïõ
At := 〈At;Rt〉 . Áí èÝëïõìå ôáõôü÷ñïíá íá èåùñÞóïõìå êáé ìåôáâáëëüìåíá
óôïé÷åßá, üðïõ ãéá êÜèå t ∈ T , f(t) ∈ At, ôüôå åßíáé öáíåñü üôé èá ðñÝðåé íá

èåùñÞóïõìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï A ≡
∏

t∈T

At := 〈A,R〉 , üðïõ Åßíáé öáíåñü

Ó÷Þìá 2.1: ×áñáêôçñéóôéêü óôïé÷åßï ôïõ: A ≡ ∏
t∈T At := {f |f : T →⋃

t∈T At & f(t) ∈ At, t ∈ T}

üôé êÜèå óôïé÷åßï f ∈
∏

t∈T

At åßíáé Ýíá ìåôáâáëëüìåíï óôïé÷åßï ðïõ áíáöÝñåôáé

óå ìåôáâáëëüìåíåò Σ-äïìÝò, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ÷ñïíïóçìåßï t ∈ T , f(t) ∈ At.
KÜèå ôÝôïéï ìåôáâáëëüìåíï óôïé÷åßï ëÝãåôáé êáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, áöïý
åðéëÝãåé ãéá êÜèå ÷ñïíïóçìåßï t ∈ T Ýíá óôïé÷åßï áðü ôï At. Ãéá íá õðÜñ÷ïõí
ôÝôïéá ìåôáâáëëüìåíá óôïé÷åßá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò.

Ç ó÷Ýóç R, ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò:

R := {(f, g) ∈ A×A | (∀t ∈ T )[(f(t), g(t)) ∈ Rt]}
Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ T = N
êáé An = 〈R, +, ·,≤, 0, 1〉 ãéá êÜèå n ∈ N, üôé ç äïìÞ 〈A,R〉 äåí éêáíïðïéåß ôéò
éäéüôçôåò ðñþôçò ôÜîçò, ðïõ éêáíïðïéïýíôáé óôéò óôéãìéáßåò äïìÝò At, t ∈ T .
Åßíáé äçëáäÞ äõíáôüí íá Ý÷oõìå At |= ϕ ãéá êÜèå t ∈ T , áëëÜ A 6|= ϕ. Å÷ïõìå
Þäç ðáñáôçñÞóåé ôÝôïéá ðáñáäÝéãìáôá ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí êáé ãéá ôá áîéþìáôá ðïõ ëÝíå üôé óôï R äåí õðÜñ÷ïõí äéáéñÝôåò ôïõ
ìçäåíüò êáé áêüìç üôé ôï R åßíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝìï. Ùóôüóï ôï RN Ý÷åé êáé
äéáéñÝôåò ôïõ ìçäåíüò áëëÜ êáé äåí åßíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝìï. Óôç óõíÝ÷åéá
äåí èá êÜíïõìå äéÜêñéóç ìåôáîý ïíüìáôïò f êáé óõíÜñôçóçò f .

Ðáñáôçñïýìå üôé ðáñ’ üëï ðïõ ãéá êÜèå f, g,∈ A åßíáé äõíáôüí íá ìçí
éó÷ýåé üôé (f(t), g(t)) ∈ Et, ãéá êÜèå t ∈ T , ìðïñåß üìùò ãéá êÜðïéá t ∈ T ,
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ðñÜãìáôé íá Ý÷oõìå (f(t), g(t)) ∈ Et. Ïìïßùò åßíáé äõíáôüí, ãéá êÜðïéá t ∈ T
íá Ý÷oõìå üôé (f(t), g(t)) ∈ Rt, åíþ ãéá êÜðoéá Üëëá (f(t), g(t)) 6∈ Rt. Åôóé ãéá
êÜèå f, g ∈ A, ïñßæïõìå ôçí ôéìÞ áëçèåßáò ôùí áôïìéêþí ôýðùí ùò áêïëïýèùò:

E : A×A −→ P(T )
(f, g) 7→ E(f, g) := {t ∈ T |f(t) = g(t)}

R : A×A −→ P(T )
(f, g) 7→ R(f, g) := {t ∈ T | (f(t), g(t)) ∈ Rt}

Åôóé ï âáèìüò Þ ç ôéìÞ áëÞèåéáò, ìå ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç éóüôçôá ìåôáîý
ôùí f, g åßíáé ôï óýíïëï ôùí óôéãìþí t ∈ T , êáôÜ ôéò ïðïßåò éó÷ýåé ðñÜãìáôé ç
éóüôçôá. Ïìïéá åñìçíåßá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí R(f, g).

Ôéò ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò ôéìþí áëÞèåéáò ôéò åðåêôåßíïõìå êáé óå ãåíéêïýò
ôýðïõò ôçò ãëþóóáò L(A), ðáßñíïíôáò Ýôóé ìéá óõíÜñôçóç áëÞèåéáò ðïõ áíôß
íá ðáßñíåé äõï ôéìÝò óôçí ôåôñéììÝíç Üëãåâñá ôïõ Boole 2 ≡ {0, 1}, ðáßñíåé
ôéìÝò óôçí äõíáìïÜëãåâñá ôïõ Boole P(T ). Åôóé ìå åðáãùãÞ ïñßæïõìå ôçí
óõíÜñôçóç:

[[ · ]] : S (L(A)) −→ P(T )
ϕ 7→ [[ϕ ]]

ùò áêïëïýèùò

(i) Ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò ôçí Ý÷ïõìå Þäç ïñßóåé:

[[ f = g ]] := E(f, g) [[R(f, g) ]] := R(f, g)

óçìåéùôÝïí ôá f, g óôá [[ f = g ]] êáé [[ R(f, g) ]] êáíïíéêÜ èá Ýðñåðå íá
åßíáé [[ f = g ]] êáé [[ R(f ,g) ]].

(ii) Åóôù ôþñá üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí ôéìÞ áëÞèåéáò ãéá ôéò ðñïôÜóåéò, ϕ,ψ ∈
S(L(A)), ôüôå,

[[ϕ ∧ ψ ]] := [[ϕ ]] ∩ [[ψ ]]

[[¬ϕ ]] := T \ [[ϕ ]]

(iii) Ãéá êÜèå ϕ ìå FV(ϕ) ⊆ {x}, áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí ôéìÞ
áëÞèåéáò ãéá êÜèå áíôéêáôÜóôáóç ôçò åëåýèåñçò ìåôáâëçôÞò.

ôüôå,
[[ (∃x)ϕ ]] :=

⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]]
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Óçìåéþóôå üôé ãéá êÜèå ðñüôáóç ϕ, ç [[ϕ ]] åßíáé õðïóýíïëï ôïõ P(T ). Óôçí
ðåñßðôùóç ôïõ ∗R, ïé ôéìÝò áëÞèåéáò Þôáí õðïóýíïëá ôïõ N.

Åóôù ôþñá Ýíáò ôýðïò ϕ ìå FV (ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn}, ôüôå ç óõíÜñôçóç áëÞ-
èåéáò [[ϕ(f1, . . . , fn) ]] åßíáé ßóç ìå ôï óýíïëï ôùí óôéãìþí t ∈ T , ãéá ôéò ïðïßåò
éó÷ýåé ç ϕ (f1(t), . . . , fn(t)) óôçí óôéãìéáßá äïìÞ At. ÁêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå:

2.2.1 Èåþñçìá. Åóôù ϕ Ýíáò L-ôýðïò ìå FV (ϕ) ⊆ {x1, . . . ,xn}, ôüôå, ãéá
êÜèå f1, . . . , fn ∈ A, Ý÷ïõìå:

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] = {t ∈ T : At |= ϕ[ f1(t), . . . , fn(t) ]}
Proof: Ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò åî ïñéóìïý. Åóôù ôþñá üôé
ϕ ≡ ψ1,∧ψ2 êáé üôé ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé ãéá ôïõò ôýðïõò ψ1 êáé ψ2. Ôüôå,

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] = [[ψ1(f1, . . . , fn) ]] ∩ [[ψ2(f1, . . . , fn) ]]
= {t ∈ T : At |= ψ1[f1(t), . . . , fn(t)]}ı

∩ {t ∈ T : At |= ψ2[f1(t1), . . . fn(t)]}
= {t ∈ T : At |= (ψ1 ∧ ψ2)[f1(t), . . . , fn(t)]}
= {t ∈ T : At |= ϕ[f1(t), . . . fn(t)]}

Åôóé ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé ãéá ôýðïõò ϕ = ψ1 ∧ ψ2.
Åóôù ôþñá üôé ϕ ≡ ¬ψ êáé üôé ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé ãéá ôïí ôýðï ψ. Ôüôå
Ý÷ïõìå:

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] = T \ [[ψ(f1, . . . , fn) ]]
= T \ {t ∈ T : At |= ψ[f1(t), . . . , fn(t)]}
= {t ∈ T : At |= ¬ψ[f1(t), . . . , fn(t)]}
= {t ∈ T : At |= ϕ[f1(t), . . . , fn(t)]}

Añá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýåé.
ÔÝëïò Ýóôù ϕ ≡ (∃xk)[ψ].Áí α = (f1(t), . . . , fn(t)) åßíáé ìéá áðïôßìéóç ôùí

ìåôáâëçôþí x1 . . . , xn . . . ôüôå èá óõìâïëßæïõìå ìå α(κ|f(t)) ôçí ßäéá áðïôßìçóç
ìåôáâëçôþí åêôüò ôïõ üôé ç ìåôáâëçôÞ xk áðïôéìÜôáé ìå ôï óôïé÷åßï f(t), äçë.,

k (k|f) := ( f1(t), . . . , fk−1(t), f(t), fk+1(t), . . . fn(t) )

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, Ýóôù k ≤ n. Å÷ïõìå:

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] = [[ (∃xk)[](f1, . . . fn) ]]

=
⋃

f∈A

[[ψ(α(k | f)) ]]

=
⋃

f∈A

{t ∈ T : At |= ψ[α(k | f)]}
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Åßíáé öáíåñü üôé áí,

{t ∈ T : ∃ f ∈ , At |= ψ[α ( k|f(t))]} ≡ X

ôüôå
X ⊆ {t ∈ T : At |= (∃xkψ)[f1(t), . . . , fn(t)]} ≡ t(ϕ)

Èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóç. Åóôù t ∈ T (ϕ), ôüôå õðÜñ÷åé
a ∈ At ôÝôïéï þóôå,

At |= ψ[α(k|a)]

Áí ôþñá ðÜñïõìå ìéá f ∈ A ìå f(t) = a, ôüôå âëÝðïõìå üôé t ∈ X , Ýôóé X =
T (ϕ) êáé åðïìÝíùò ï ôýðïò éó÷ýåé êáé óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ðåñßðôùóç.

Áðü ôï Èåþñçìá 2.2.1, áí êÜèå At ôáõôßæåôáé ìå êÜðïéá äïìÞ B, t ∈ T

ïðüôå óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå áíôß ôï ãéíüìåíï
∏

t∈T

At ôçí äýíáìç BT , êáé

áí ãéá êÜèå b ∈ B ïñßóïõìå ôçí óôáèåñÞ óõíÜñôçóç

b̂ : T −→ B

t 7→ b̂ ≡ b

ôüôå ìðïñåß êáíåßò íá äåßîåé üôé:
Ãéá êÜèå ôýðï ϕ ìå FV (ϕ) ⊆ {x1 . . . , xn} êáé ãéá êÜèå b1, . . . ,bn ∈ B Ý÷ïõìå
üôé:

B |= ϕ[b1, . . . bn] ⇔ [[ϕ(b̂1 . . . , b̂n ]] = T

ÄçëáäÞ ï ϕ éêáíïðïéåßôáé óôç äïìÞ B áí óôçí äýíáìç BT éêáíïðïéåßôáé ãéá
êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ∈ T .

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôçí áêüëïõèç ÷ñÞóéìç ðñüôáóç:

2.2.2 Ðñüôáóç. Åóôù ϕ Ýíáò L(A)-ôýðïò ìå FV (ϕ) ⊆ {x} f ,g ∈ A, ôüôå,

[[ f = g ]] ∩ [[ϕ(f) ]] ⊆ [[ϕ(g) ]].

Proof: Å÷ïõìå üôé,
[[ f = g ]] = {t ∈ T | f(t) = g(t)}

êáé áðü ôï Èåþñçìá 2.2.1 Ý÷ïõìå,

[[ϕ(f) ]] = {t ∈ T |At |= ϕ[f(t)]}
Üñá,

[[ f = g ]] ∩ [[ϕ(f) ]] = {t ∈ T | [f(t) = g(t)] ∧ At |= ϕ[f(t)]}
= {t ∈ T | [f(t) = g(t)] ∧ At |= ϕ[g(t)]}
⊆ {t ∈ T |At |= ϕ[g(t)} = [[ϕ(g) ]]
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Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé íá áðïäåßîïõìå ôçí âáóéêÞ Áñ÷Þ ôïõ Ìåãßóôïõ, ðïõ ìáò
ëÝåé üôé óôïí ïñéóìü,

[[ ∃xϕ ]] :=
⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]]

õðÜñ÷åé óôïé÷åßï f ∈ A Ýôóé þóôå íá åðéôõã÷Üíåôáé ôï supremum
⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]],

ùò ðñïò ôï ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝìï óýíïëï 〈P(T ),⊆〉.

2.2.3 Èåþñçìá. (Áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ) Åóôù ϕ Ýíáò L(A)-ôýðïò ìå FV(ϕ) ⊆ {x}.
Ôüôå õðÜñ÷åé g ∈ A Ýôóé þóôå:

[[ ∃xϕ(x) ]] :=
⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]] = [[ϕ(g) ]]

Proof: Ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé éó÷ýåé ôï Áîßùìá ôçò åðéëïãÞò AC, ìðïñïýìå
íá äéáôÜîïõìå êáëþò ôï A ìå ôç ìïñöÞ {fξ : ξ < α} ãéá êÜðïéï äéáôáêôéêü á.
Ãéá êÜèå ξ < α, èÝôïõìå:

Tξ := [[ϕ(fξ) ]] \
⋃

n<ξ

[[ϕ(fn)

Åôóé Ý÷ïõìå:

[[ ∃xϕ ]] =
⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]] =
⋃

ξ<α

[[ϕ(fξ) ]] =
⋃

ξ<α

Tξ (∗)

áöïý [[ϕ(fξ) ]] ∩ [
⋃

n<ξ

[[ϕ(fn) ]]] = ∅.

Åðßóçò, áí ξ 6= n ôüôå Tξ∩Tn = ∅, Ýôóé ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá g ∈ A,
ðïõ íá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç,

g ¹ Tξ = fξ ¹ Tξ ξ < a

Ôüôå Tξ ⊆ [[ g = fξ ]], åßíáé äå öáíåñü üôé Tξ ⊆ [[ϕ(fξ) ]], Ýôóé áðü ôçí Ðñü-
ôáóç 2.2.2 Ý÷ïõìå:

Tξ ⊆ [[ g = fξ ]] ∩ [[ϕ(fξ) ⊆ ]]ϕ(g)[[ }ξ < a

Áñá,
⋃

ξ<a

Tξ ⊆ [[ϕ(g) ]] êáé åðïìÝíùò áðü ôçí (∗) Ý÷ïõìå:

[[∃xϕ ]] ⊆ [[ϕ(g) ]]
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Áöïý äå,
[[∃ϕ ]] :=

⋃

f∈A

[[ϕ(f) ]]

Üñá ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóç åßíáé öáíåñÞ, Ýôóé ëïéðüí,

[[∃xϕ ]] = [[ϕ(g) ]].

êáé ç áðüäåéîç óõìðëçñþèçêå.
ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé ìéá äïìÞ A = 〈A ; E, R〉 ìå ôéìÝò áëÞ-

èåéáò óôçí Üëãåâñá ôïõ Boole P(T ). Ç äïìÞ A åßíáé ç äïìÞ ìåôÜ ôçí Üñíçóç
ôçò óôáèåñüôçôáò, êáé ôùí äïìþí At êáè’ åáõôþí, áëëÜ êáé ôùí óôïé÷åßùí
ft ∈ At, t ∈ T . Åôóé êÜèå f ∈ A åßíáé Ýíá ìåôáâáëëüìåíï óôïé÷åßï ìå óôéã-
ìéáßåò ôéìÝò ft ∈ At, t ∈ T ç äå ôéìÞ áëÞèåéáò [[ϕ ]] êÜèå ðñüôáóçò åßíáé ôï
óýíïëï ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t ∈ T, ãéá ôéò ïðïßåò ç ϕ åßíáé áëçèÞò.

Ï åðüìåíïò óôü÷ïò ìáò åßíáé íá áñíçèïýìå ôçí Üñíçóç ôçò óôáèåñüôçôáò,
êáé ôùí äïìþí êáé ôùí óôïé÷åßùí. Ìå ôçí äåýôåñç áõôÞ Üñíçóç, åëðßæïõìå íá
ðåñÜóïõìå áðü ôçí äïìÞ ôùí Boole 〈A ; E, R〉 (Boolean - valued structure), ôùí
ìåôáâáëëüìåíùí L-äïìþí êáé ôáõôü÷ñïíá ìåôáâáëëüìåíùí óôïé÷åßùí, óå ìéá
óõíçèéóìÝíç L-äïìÞ, üðùò áêñéâþò áðü ôï RN ðÞñáìå ôçí ∗R. Óôï äåýôåñï
ìÝñïò áõôïý ôïõ âéâëßïõ, åîåôÜæåôáé, ï ôñüðïò ìåëÝôçò ôçò 〈A ; E, R〉, óáí
äïìÞò ôï Boole, ÷ùñßò áíáãêáßï ðÝñáóìá óôç óôáèåñüôçôá.

Ôï âÞìá ôçò Üñíçóçò ãßíåôáé ðÜëé ìå âÜóç Ýíá ìåãéóôéêü (maximal) åëåý-
èåñï ößëôñï, äçëáäÞ Ýíá åëåýèåñï õðåñößëôñï FM . Ôï FM ðáñÜãåôáé áðü
ôï ößëôñï ôïõ Fréchet F , ðïõ êáé åäþ ïñßæåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï, üðùò êáé
óôçí ðåñßðôùóç ôùí «ïõñþí áêïëïõèéþí äåéêôþí’áðü ôï N. Ôï õðåñößëôñï
FM ôáõôü÷ñïíá åðéâÜëëåé êáé Ýíá «êáèåóôþò áëÞèåéáò’óôï ìïíôÝëï A. Áò
îáíáèõìçèïýìå üìùò ðñþôá êÜðïéá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôá ößëôñá.

2.2.1 Ç ¸ííïéá ôïõ Ößëôñïõ êáé ç ÁíáãùãéêÞ Ìåßùóç.
(reduction)

2.2.4 Ïñéóìüò. Åóôù Ô Ýíá ìç-êåíü óýíïëï. Åíá ößëôñï F åðß ôïõ Ô (áêñéâÝ-
óôåñá åðß ôçò P(T )) åßíáé ìéá ìç-êåíÞ êëÜóç õðïóõíüëùí ôïõ Ô, F ⊆ P(T ),
ôÝôïéá þóôå:

(F1) T ∈ F

(F2) Áí , ∈ F ôüôå ∩B ∈ F.

(F3) An A ∈ F êáé ⊆ B ôüôå ∈ F.

ÄõúêÜ ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ éäåþäïõò Þ éäåáôïý. Ôï I ⊆ P(T )
ëÝãåôáé éäåþäåò áíí
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(I1) ∅ ∈ I

(I2) Áí , ∈ I ôüôå ∪B ∈ I.

(I3) An A ∈ I êáé B ⊆ A ôüôå ∈ I.

Eßíáé öáíåñü üôé áí Fc := {Ac : A ∈ F} ôüôå ôï F åßíáé ößëôñï áíí ôï Fc

åßíáé éäåþäåò êáé áíôßóôñïöá, áí c := {Ac : A ∈ } ôüôå ôï åßíáé éäåþäåò áíí
ôï c åßíáé ößëôñï.

Ïé ßäéïé áêñéâþò ïñéóìïß éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç ìéáò ãåíéêÞò áëãÝâñáò
Boole B áíôß ôçò P(T ) Þ áêüìá êáé åíüò äéêôõùôïý.
Áóêçóç. Íá åîåôáóôåß áí ïé óõíèÞêåò (F2) & (F3) åßíáé éóïäýíáìåó ìóôç
áêüëïõèç óõíèÞêç:

∈ F, & ∈ F ⇔ ∩B ∈ F

2.2.5 ÐáñÜäåéãìá. (i) Ãéá êÜèå ∈ T ôï êýñéï (principal) Þ ôåôñéììÝíï ößëôñï
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

Fx := {A ∈ P(T ) : x ∈ A}

(ii) Ôï ößëôñï ôïõ Fréchet åðß ôïõ T , ïñßæåôáé áíÜëïãá ùò åîÞò:

F := {A ⊆ T |T \A { } ⊆ P(T).

(iii) Åóôù (, A, P ) Ýíáò ÷þñïò ðéèáíüôçôáò êáé,

F := {A ∈ A : P (A) = 0}

Tüôå ôï F åßíáé Ýíá ä-ößëôñï (êëåéóôü äçëáäÞ ùò ðñïò áñéèìÞóéìåò
ôïìÝò).

(iv) Aí (,T) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, ôüôå ôï óýóôçìá ãåéôïíßùí åíüò
óçìåßïõ x ∈ T

F(x) := {G ∈ T : G åßíáé ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ x}

åßíáé Ýíá ößëôñï.

2.2.6 Ðñüôáóç. Eóôù I ⊆ P(T ) Ýíá éäåþäåò åðß ôïõ T . Aí,

A ∼I B ⇔ (A4B) ∈ I

ôüôå ç ó÷Ýóç ∼I åßíáé ìéá éóïäõíáìßá.
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Proof: ÁöÞíåôáé óáí Üóêçóç.
Åóôù ôþñá ç ïéêïãÝíåéá ôùí ãíÞóéùí ößëôñùí åðß ôïõ Ô,

F := {F : Fåßíáé Ýíá ãíÞóéï ößëôñï åðß ôïõ, F 6= 2T }
Ôï F åßíáé Ýíá åðáãùãéêü óýíïëï (êÜèå áýîïõóá áëõóßäá Ý÷åé Ýíá Üíù öñÜãìá).
Áðü ôï ËÞììá ôïõ Zorn Ý÷ïõìå üôé ôï F Ý÷åé Ýíá ìåãéóôéêü (maximal) óôïé÷åßï.
Åôóé Ý÷ïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

2.2.7 Ïñéóìüò. ÊÜèå óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåãéóôéêþí óôïé÷åßùí ôïõ F

ëÝãåôáé õðåñößëôñï åðß ôïõ Ô

Ìå êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôïõ ËÞììáôïò ôïõ Zorn ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå êÜèå
ãíÞóéï ößëôñï åðß ôïõ Ô óå Ýíá õðåñößëôñï åðß ôïõ Ô.

2.2.8 Ðñüôáóç. Åíá ößëôñï F åðß ôïõ Ô åßíáé Ýíá õðåñößëôñï áíí ãéá êÜèå A ⊆
T, Þ A ∈ F (êáé åðïìÝíùò) T \A /∈ F Þ T \A ∈ FM (êáé åðïìÝíùò) A /∈ FM

Proof: (⇐): Åóôù üôé ôï FM éêáíïðïéåß ôçí áíùôÝñù éäéüôçôá, êáé Ýóôù FM ⊂
F êáé FM 6= F, Üñá F \ FM 6= ∅ êáé åðïìÝíùò Ýóôù A ∈ F \ FM 6= ∅.
Ëüãù ôçò óõíèÞêçò T \A 6∈ FM . ÅðåéäÞ FM ⊂ F, Ý÷ïõìå üôé ïýôå ôï A ïýôå
ôï T \A áíÞêïõí óôï F êáé åðïìÝíùò ôï ∅ = A∩(T \A) ∈ F êáé Ýôóé F = 2T

ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßèåóç ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò üôé ôï ößëôñï F Þôáí ãíÞóéï, Üñá
ôï FM åßíáé Ýíá õðåñößëôñï.
(⇒ ): Aíôßóôñïöá Ýóôù üôé ôï FM åßíáé Ýíá õðåñößëôñï åðß ôïõ T êáé Ýóôù
A ⊆ T . Áò õðïèÝóïõìå üôé T \A 6∈ FM , èá äåßîïõìå üôé A ∈ FM . Åóôù B :=
{A∩B : B ∈ FM}. Åóôù F(B) ôï ößëôñï åðß ôïõ T ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï B.
E÷ïõìå, FM ⊂ F(B) êáé áõôü ãéáôß áí B ∈ FM , ôüôå A ∩ B ∈ B ⊂ F(B)
êáé Üñá B ∈ F(B). Èá äåßîïõìå êáé ôçí áíôßóôñïöç ó÷Ýóç. ÐñÜãìáôé åðåéäÞ
T \ 6∈ FM Ý÷ïõìå üôé ∅ 63 B êáé åðïìÝíùò ôï F(B) åßíáé Ýíá ãíÞóéï ößëôñï.
Ôï FM üìùò åßíáé ìåãéóôéêü êáé Üñá F(B) ⊂ FM , åðåéäÞ äå A ∈ F(B)
Ý÷ïõìå áíôßöáóç.

2.2.9 Ðñüôáóç. Åóôù FM Ýíá õðåñößëôñï åðß ôïõ T . Áò õðïèÝóïõìå åðßóçò
üôé áí Ai ⊂ T i = 1, . . . , n ìå,

A1 ∪A2 ∪ . . . An ∈ FM

ôüôå, ãéá êÜðïéï i, Ai ∈ FM .

Proof: Ãéá íá öèÜóïõìå óå áíôßöáóç, Ýóôù üôé Ai 6∈ FM ãéá êÜèå i =
1, 2, . . . , n. Áðü ôçí Ðñüôáóç 2.2.8, Ý÷ïõìå üôé \Ai ∈ FM , Ýôóé

∅ =
⋂

1≤i≤n

(T \Ai) ∩ (
⋃

i

Ai) ∈ FM

ðïõ åßíáé ìéá áíôßöáóç.
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2.2.10 ËÞììá. Ôï õðåñößëôñï U åðß ôïõ T åßíáé ôåôñéììÝíï áíí õðÜñ÷åé Ýíá
ðåðáñáóìÝíï óýíïëï A ôÝôïéï þóôå A ∈ U.

ÊÜèå õðåñößëôñï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï ößëôñï ôïõ Fréchet ëÝãåôáé åëåýèåñï
õðåñößëôñï. Ôá åëåýèåñá õðåñößëôñá åðß ôïõ N Ý÷ïõí ìéá ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá
ôçí áðåéñïóôéêÞ áíÜëõóç, éäéüôçôá:

2.2.11 Ðñüôáóç. ÊÜèå ìç-ôåôñéììÝíï õðåñößëôñï åðß ôïõN, U åßíáé -ìç-ðëÞñåò
( Þ countably incomplete), äçëáäÞ, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (An) ìå An ∈ U ãéá êÜèå

n êáé ôáõôü÷ñïíá
⋂
n

An = ∅.

Proof: Eóôù n ∈ N. Ëüãù üôé ôï U åßíáé ìç ôåôñéììÝíï õðåñößëôñï, õðÜñ÷åé

n ∈ U ìå n 6∈ An. Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù An := N \ {n}. Åßíáé öáíåñü üôé
ınAn = ∅.

Åóôù ôþñá FM Ýíá õðåñößëôñï (ìåãéóôéêü ößëôñï) ðïõ ðáñÜãåôáé áðü
ôï ößëôñï ôïõ Fréchet F (åëåýèåñï õðåñößëôñï). Ôï ðñïúüí ôçò Üñíçóçò ôçò
Üñíçóçò åßíáé ìéá äïìÞ A/FM := (A/FM ; R/FM ) (ôçí ó÷Ýóç ôçò éóüôçôáò =
/FM ≡=FM

, äåí ôçí ðåñéëáìâÜíïõìå, áöïý ðÜíôá åííïåßôáé üôé õðÜñ÷åé) ðïõ
ïñßæåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï ìå áõôüí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôïí ïñéóìü ôçò〈
RN/ ≈,≤, +, ·, 0, 1

〉
, ùò áêïëïýèùò: Ïñßæïõìå ðñþôá ôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò

åðß ôïõ A, ðÜíù óôçí ïðïßá ïõóéáóôéêÜ, âáóßæåôáé ç Üñíçóç ôçò Üñíçóçò:

f =FM
g ⇔ [[ f = g ]] ∈ FM

êáèþò åðßóçò,
(f, g) ∈ R/FM ⇔ [[ (f, g) ]] ∈ FM .

ÅðåéäÞ ôï FM åßíáé Ýíá õðåñößëôñï, ç ó÷Ýóç =FM
åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõ-

íáìßáò. Åóôù ôþñá ôï óýíïëï ðçëßêï:

A/FM ≡ A/ =FM
:= {[f ] : f ∈ A}

üðïõ [f ] := {g ∈ A | f =FM
g} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ f ∈ A.

Åôóé ç äïìÞ ðïõ åßíáé ðñïúüí ôçò Üñíçóçò ôçò Üñíçóçò åßíáé ç A/FM :=
( A/FM ;R/F), ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé ìéá óõíçèéóìÝíç
L-äïìÞ ìå ôçí éäéüôçôá üôé:
Áí ìéá ìåôáâáëëüìåíç ðñüôáóç {t : t ∈ T} åßíáé ôÝôïéá þóôå ôï óýíïëï ôùí
÷ñïíéêþí óôéãìþí t ∈ T , ãéá ôéò ïðïßåò ç ϕt éó÷ýåé, äçëáäÞ ãéá ôéò ïðïßåò
Ý÷ïõìå At |= ϕt, åßíáé Ýíá «ìåãÜëï óýíïëï» áíÞêåé äçëáäÞ óôï õðåñößëôñï
FM , ôüôå ç ðñüôáóç éó÷ýåé êáé óôç äïìÞ A/FM .

Ç L-äïìÞ A/FM , ðïõ ðëÝïí åßíáé ìéá äïìÞ ìå äßôéìç ëïãéêÞ, óå áíôßèåóç
ìå ôç äïìÞ ôïõ Boole A = 〈A;R〉, ðïõ Þôáí ìéá äïìÞ ìå ðëåéüôéìç ëïãéêÞ,
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ëÝãåôáé õðåñãéíüìåíï ôçò ìåôáâáëëüìåíçò äïìÞò {At : t ∈ T}, ùò ðñïò ôï
õðåñößëôñï FM . Áí êÜèå L-äïìÞ At ôáõôßæåôáé ìå ìéá óôáèåñÞ äïìÞ B,
ôüôå ôï õðåñãéíüìåíï ëÝãåôáé õðåñäýíáìç ôçò B ùò ðñïò ôï FM . Ãéá ðáñÜ-

äåéãìá ç äïìÞ ∗R :=
〈
RN/ ≈FM

;+FM
, ·FM

,≤F 0, 1
〉

åßíáé õðåñäýíáìç

ôçò 〈R,+, ·,≤, 0, 1〉 ùò ðñïò ôï åëåýèåñï õðåñößëôñï FM . Ôï áêüëïõèï èåþ-
ñçìá åßíáé âáóéêüôáôï, êáé ìáæß ìå ôï Ðñüôáóç 2.2.2, ìáò äßíåé ôï öçìéóìÝíï
Èåþñçìá ôïõ Loś (óõíÞèùò ðñïöÝñåôáé Ëüò, áëëÜ ç óùóôÞ ÐïëùíÝæéêç ðñï-
öïñÜ ôïõ åßíáé, ãïõÜsh.).

2.2.12 Èåþñçìá. Åóôù ϕ Ýíáò L- ôýðïò ìå FV(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} ôüôå ãéá
êÜèå f1, . . . , fn ∈ A Ý÷ïõìå:

A/FM |= ϕ[[f1], . . . , [fn]] ↔ [[ϕ(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM

Proof: Ç áðüäåéîç ãßíåôáé êáé ðÜëé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò Þ óôï âáèìü ðïëõðëï-
êüôçôáò ôïõ ôýðïõ ö. Ïé áôïìéêïß ôýðïé ôçò äïìÞò A/FM åßíáé ïé áêüëïõèïé:

[f1] =FM
[f2] R/FM ([f1], [f2])

Å÷ïõìå âåâáßùò åî ïñéóìïý, [f1] =FM
[f2] ↔ [[ f1 = f2 ]] ∈ FM , üìïéá

R/FM ([f1], [f2]) :↔ [[R(f1, f2) ]] ∈ FM . Åôóé ïé áôïìéêïß ôýðïé éó÷ýïõí åî
ïñéóìïý.

Óôç óõíÝ÷åéá èá èåùñÞóïõìå ôéò áêüëïõèåò ôñåéò ðåñéðôþóåéò, ðïõ åßíáé
êáé éêáíÝò:

(i) Åóôù ϕ ≡ ψ1 ∧ ψ2 ôüôå,

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM ↔ [[ (ψ1 ∧ ψ2)(f1, . . . fn) ]] ∈ FM

↔ [[ψ1(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM&[[ψ2(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM

êáé áðü ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò Ý÷ïõìå,

↔ A/FM |= ψ1([f1], . . . , [fn])&A/FM |= ψ2([f1], . . . , [fn])
↔ A/FM |= (ψ1 ∧ ψ2)([f1], . . . , [fn])
↔ A/FM |= ϕ([f1], . . . , [fn])

Åôóé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé.

(ii) Åóôù ϕ ≡ ¬ψ, ôüôå

[[ (f1, . . . , fn) ]] ∈ FM ↔ [[¬ψ(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM

↔ T − [[ψ(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM
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↔ [[ψ(f1, . . . , fn) ]] 6∈ FM

↔ A/FM |= ψ([f1], . . . , fn]) (∗)
↔ A/FM |= ¬ψ([f1], . . . , [fn])
↔ A/FM |= ϕ([f1], . . . , [fn]).

H ó÷Ýóç (∗) éó÷ýåé áðü ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò. Áñá ôï áðïôÝëåóìá
éó÷ýåé êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ.

(iii) ÔÝëïò Ýóôù ϕ ≡ (∃xk)[ψ]. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé
k ≤ n, ôüôå Ý÷ïõìå ãéá êÜðïéï f ∈ A:

[[ϕ(f1, . . . , fn) ]] ∈ FM ↔ [[ (∃xk[ψ(f1, . . . , fn)] ]] ∈ FM

↔ [[ψ(f1, . . . , fk−1, f, fk+1, . . . , fn) ]] ∈ FM

↔ A/FM |= ψ([f1], [fk−1, [f ], [fk+1, . . . , [fn])
↔ A/FM |= (∃xkψ)([f1], . . . , [fn])
↔ A/FM |= ϕ([f1], . . . , [fn])

Åôóé ç áðüäåéîç óõìðëçñþèçêå.
Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìáæß ìå ôï Èåþñçìá 2.2.1 äßíïõí ôï áêüëïõèï ïíï-

ìáóôü èåþñçìá ãéá ôá õðåñãéíüìåíá,

2.2.13 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ôïõ Lós) Ãéá êÜèå L- ôýðï ϕ ìå FV(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn}
êáé ãéá êÜèå f1, . . . , fn ∈ A Ý÷ïõìå:

A/FM |= ϕ([f1], . . . , [fn]) ↔ {t ∈ T : At |= ϕ(f1(t), . . . , fn(t))} ∈ FM.

ÅéäéêÜ áí ó åßíáé ìéá L- ðñüôáóç ôüôå,

A/FM |= σ ↔ {t ∈ T : At |= σ} ∈ FM.

Ç äéáëåêôéêÞ åñìçíåßá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ  Loś åßíáé ç áêüëïõèç: Åíáò
L - ôýðïò φ, åßíáé áëçèÞò óôçí L - äïìÞ A/FM 〈A/FM , R/FM 〉, áíí åßíáé
áëçèÞò ãéá Ýíá ìåãÜëï óýíïëï óôéãìþí t ∈ T , óýíïëï äçëáäÞ, ðïõ áíÞêåé
óôï õðåñößëôñï FM . Áí äå ïñßóïõìå ôçí ðåðåñáóìÝíá ðñïóèåôéêÞ 0 − 1
ðéèáíüôçôá,

µFM
(A) :=

{
1 áí A ∈ FM

0 áí A 6∈ FM

ôüôå ôï èåþñçìá ëÝåé üôé ï ôýðïò åßíáé áëçèÞò óôçí äïìÞ A/FM áíí åßíáé
áëçèÞò µFM

- ó÷åäüí âåâáßùò.
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Aí (At)t∈T åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí êáé U Ýíá õðåñößëôñï åðß ôïõ
ôüôå ôï óõíïëïèåùñçôéêü õðåñãéíüìåíï, óõìâïëéêÜ (t)U ïñßæåôáé ìå üìïéï
ôñüðï, äçëáäÞ,

(t)U :=
∏

t∈T

At/ ≈U

Áóêçóç. Áí (t)t∈T êáé (t)t∈T åßíáé äýï ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí ôüôå Ý÷ïõìå:

(i) (t)U ∪ (t)U = (At ∪ t)U.

(ii) (t)U ∩ (t)U = (At ∩ t)U.

(iii) (t)U − (t)U = (At − t)U.

Óôçí ðåñßðôùóç ôþñá ðïõ Ý÷ïõìå ìéá óôáèåñÞ L - äïìÞ B = 〈B, R〉 Ý÷ïõìå
äçëáäÞ ìüíïí ìåôáâáëëüìåíá óôïé÷åßá åíôüò ôçò B êáé ü÷é ìåôáâáëëüìåíåò
äïìÝò, êáé FM åßíáé õðåñößëôñï, ôüôå âñéóêüìáóôå óôçí ðåñßðôùóç ôùí õðåñ-
äõíÜìåùí êáé ìðïñïýìå íá åìöõôåýóïõìå ôçí B óôçí BT /FM ùò åîÞò:

ç äå óõíÜñôçóç,
b̂ :T ↔ BT /FM

t 7→ [b̂](t) := [b̂]

åßíáé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç åðß ôïõ T . Ç óõíÜñôçóç i(·) åßíáé ìßá åìöýôåõóç
ôçò äïìÞò B óôçí äïìÞ BT /FM , ç ïðïßá ëüãù ôïõ üôé ç äïìÞ BT /FM Ý÷åé
ãéá öïñÝá Ýíá óýíïëï ðçëßêï, ëÝãåôáé êáíïíéêÞ åìöýôåõóç. Ôï áêüëïõèï
èåþñçìá åßíáé ôï âáóéêü èåþñçìá ãéá ôéò õðåñäõíÜìåéò:

2.2.14 Èåþñçìá. Ç êáíïíéêÞ åìöýôåõóç i : B ↪→ BT/FM åßíáé ìéá óôïé÷åéþ-
äçò åìöýôåõóç. Áñá ïé L - äïìÝò B êáé BT/FM åßíáé óôïé÷åéùäþò éóïäýíáìåò.

Proof: Åóôù ϕ Ýíáò L -ôýðïò ìå FV(ϕ) ⊆ {x1, . . . , cn} êáé Ýóôù b1, . . . , bn ∈ B.
Áðü ôï Èåþñçìá ôïõ Loś Ý÷ïõìå:

BT /FM |= ϕ (i(b1), . . . , i(bn)) ↔ BT /FM |= ϕ([b̂1], . . . , [b̂n])

↔ {t ∈ T : B |= ϕ
(
b̂1(t), . . . , b̂n(t)

)
} ∈ FM

↔ B |= ϕ(b1, . . . , bn)

Åôóé ç áðüäåéîç óõìðëçñþèçêå.
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ÔO ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÇÓ ÓÕÌÐÁÃÉÁÓ1.

Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí õðåñãéíïìÝíùí êáé ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ  Loś ìðïñïýìå íá
áðïäåßîïõìå êáé ôï ïíïìáóôü èåþñçìá ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò, ãíùóôïý óáí
«Èåþñçìá ôçò Óõìðáãßáò» (compactness theorem).

Ôï èåþñçìá ôïõ  Loś ìáò ëÝåé üôé ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá At : t ∈ T L−
äïìþí, êáé ãéá êÜèå åëåýèåñï õðåñößëôñï FM , áí êÜèå At éêáíïðïéåß Ýíá
óýíïëï Σ, áðü ðñïôÜóåéò ðñþôçò ôÜîçò, ôüôå êáé ôï õðåñãéíüìåíï

∏

t∈T

At/FM

éêáíïðïéåß åðßóçò ôéò ßäéåò ðñïôÜóåéò Σ. Ôï Èåþñçìá ôçò óõìðáãüôçôáò åßíáé
ìéá óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Loś, êáé ìáò ëÝåé üôé ãéá êÜðïéï êáôÜëëçëï
õðåñößëôñï D, ôï õðåñãéíüìåíï

∏

t∈T

At/D ≡ A ìðïñåß íá éêáíïðïéåß Ýíá óýíïëï

ðñïôÜóåùí ðñþôçò ôÜîçò Σ, ðáñ’ üëï ðïõ åßíáé äõíáôüí êáìéÜ äïìÞ At, t ∈ T ,
íá ìçí éêáíïðïéåß ôéò ðñïôÜóåéò áõôÝò. ÁêñéâÝóôåñá Ý÷ïõìå:

2.2.15 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ôçò óõìðáãßáò) Åóôù Σ Ýíá óýíïëï L - ðñïôÜ-
óåùí. Áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï, ôüôå êáé ôï Σ
Ý÷åé Ýíá ìïíôÝëï.

Proof: Åóôù T ç ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ Σ. Åßíáé
âïëéêü íá óêåðôüìáóôå ôï T óáí ðåäßï ìåôáâïëÞ ôïõ ÷ñüíïõ. ÊÜèå t ∈ T åßíáé
Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ðñïôÜóåùí. Ãéá êÜèå t ∈ T , Ýóôù At ìßá L - äïìÞ
ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ðñïôÜóåéò óôï t. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá ôïõ  Loś, áí
A :=

∏

t∈T

At/D ôüôå ãéá êÜèå ϕ ∈ Σ, èá Ý÷ïõìå:

A |= ϕ [[ϕ ]] := {t ∈ T |At |= ϕ} ∈ D

ãéá êÜðïéï åëåýèåñï õðåñößëôñï D. ÁëëÜ áí ϕ ∈ t ôüôå At |= ϕ, Ýôóé {t ∈
T |ϕ ∈ t} ⊆ {t ∈ T |At |= ϕ}. Ãéá íá Ý÷ïõìå ëïéðüí,

[[ϕ ]] ∈ D ϕ̄ := {t ∈ T |ϕ ∈ t} ∈ D

ÐñÝðåé ëïéðüí íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá õðåñößëôñï D , ðïõ íá ðåñéÝ÷åé üëá ôá
óýíïëá ϕ̄. Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé ôï óýíïëï

S := {ϕ̄ | ϕ ∈ Σ}
1Ìåñéêïß ¸ëëçíåò óõããñáöåßò ÷ñçóéìïðïéïýí ôïí áðáñÜäåêôï üñï «óõìðÜãåéá» ãéá áðïäþ-

óïõí ôïí Áããëéêü üñï ‘‘compactness’’. Ôá Ýããõñá ëåîéêÜ ôïõ ÄçìçôñÜêïõ áëëÜ êáé ôïõ Lidell-
Scott, ÷ñçóéìïðïéïýí ôïí üñï «óõìðáãßá» ãéá êÜôé ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ óõìðáãïýò. Áí
ëïéðüí Ýôóé Ý÷ïõí ôá ðñÜãìáôá ôüôå ôï «óõìðÜãåéá» åßíáé óáí íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï «åõôý÷åéá»
áíôß «åõôõ÷ßá» Þ ôï «óõæýãåéá» áíôß ôïõ «óõæõãßá»



Êåö. 2: ÕÐÅÑÃÉÍÏÌÅÍÁ ÄÏÌÙÍ 81

Ý÷åé éäéüôçôá ôçò ðåðåñáóìÝíçò ôïìÞò, äçëáäÞ êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
ôïõ Σ Ý÷åé ìç - êåíÞ ôïìÞ. ÐáñÜãìáôé, áí ϕ1, . . . , ϕn ∈ Σ ôüôå õðÜñ÷åé t ∈ T
ìå t = {ϕ1, . . . , ϕn}. ÁëëÜ ôüôå Ý÷ïõìå üôé t ∈ ϕ̄i ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , n
êáé åðïìÝíùò ϕ̄ ∩ · · · ∩ ϕ̄n 6= ∅. Åßíáé ãíùóôü üìùò, üôé ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá
õðåñößëôñï D ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Σ êáé ç áðüäåéîç óõìðëçñþèçêå.

Áðü ôï Èåþñçìá Óõìðáãüôçôáò Ý÷ïõìå åðßóçò ôá áêüëïõèá ðïñßóìáôá ðïõ
ïé áðïäåßîåéò ôïõò áöÞíïíôáé ùò áóêÞóåéò.

Áóêçóç (1) Áí Σ åßíáé Ýíá óýíïëï áðü L - ðñïôÜóåéò êáé ϕ åßíáé ìéá L -
ðñüôáóç ìå Σ |= ϕ, ôüôå ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï Σ0 ôïõ Σ
Ý÷ïõìå 0 |= ϕ.

Áóêçóç (2) Åóôù A ìéá L -äïìÞ ìå öïñÝá ôï óýíïëï A. Åóôù åðßóçò T =
{t ∈ P(A) : t åßíáé ðåðåñáóìÝíï }. Ãéá êÜèå t Ýóôù At ç õðïäïìÞ ðïõ
ðáñÜãåôáé áðü ôï t ∈ T . Ôüôå õðÜñ÷åé õðåñößëôñï D åðß ôïõ T Ýôóé þóôå
ç äïìÞ A íá ìðïñåß íá åìöõôåõôåß óôï õðåñãéíüìåíï

∏

t∈T

At/D.

Õðüä.: Óçìåéþóôå üôé ãéá êÜèå t ∈ T , an Fto := {t ∈ T |to ⊆ t} êáé
F := {A ⊆ T |Fto ⊆ A ãéá êÜðïéï to ∈ T}, ôüôå ôï F åßíáé Ýíá ãíÞóéï
ößëôñï ìå ôçí éäéüôçôá ôçò ðåðåñáóìÝíçò ôïìÞò.
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ÊåöÜëáéï 3

ÁÐÅÉÑÏÓÔÉÊÇ ÁÍÁËÕÓÇ ÓÅ ÕÐÅÑÄÏÌÅÓ

3.1 ÅéóáãùãÞ.

Óôï ôìÞìá áõôü èá èåùñÞóïõìå ôçí õðåñäïìÞ (åðïéêïäüìçìá) ðïõ ìðïñïýìå
íá êáôáóêåõÜóïõìå, Ý÷ïíôáò óáí âÜóç ìéá Σ -äïìÞ A. Áõôü åßíáé áíáãêáßï
áí èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ïíôüôçôåò ðïõ áíáöÝñïíôáé êáé ïñßæïíôáé ùò ðñïò
ôç äïìÞ A. Ãéá ðáñÜäåéãìá, õðïóýíïëá ôïõ öïñÝá A ôçò äïìÞò A, óõíáñôÞóåéò
åðß ôïõ A, ÷þñïé ðéèáíüôçôáò åðß ôïõ A ê.ë.ð. Ãåíéêþò áí B åßíáé ìéá Üëëç
äïìÞ ðïõ ïñßæåôáé ìå üñïõò ôçò A, ôüôå ç B ìðïñåß íá ïñéóôåß óõíïëïèåùñçôéêÜ
áðü ôçí A. Ïëåò áõôÝò ïé äïìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí óõíïëïèåùñçôéêÜ
áðü ôçí A óå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜôùí âñßóêïíôáé üëåò óôçí õðåñäïìÞ
ìå âÜóç ôçí A.

Åóôù L ìéá ãëþóóá ìå ïðëéóìü Σ êáé A ìéá Σ-äïìÞ Þ L - äïìÞ ìå öïñÝá
A. Ôá óôïé÷åßá ôïõ A ôá èåùñïýìå óáí ðñùôïóôïé÷åßá (Urelements Þ individu-
als), ÷ùñßò äçëáäÞ êáìßá óõíïëïèåùñçôéêÞ äïìÞ, äçëáäÞ Ý÷ïõìå üôé, ãéá êÜèå
x, x 6∈ r ãéá üëá ôá r ∈ A. Ç èåþñçóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ A ùò ðñùôïóôïé÷åßùí
ãßíåôáé ãéá íá äéåõêïëõíèåß ç ìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç. Áí èåùñïýóáìå ôá ðÜíôá ùò
óýíïëá,− ôï ïðïßï åßíáé äõíáôüí, áñ÷ßæïíôáò áðü ôï êåíü óýíïëï, üðùò ãßíåôáé
óôç óõíïëïèåùñßá ZF (Zermelo - Fraenkel − ôüôå èá Þôáí åîáéñåôéêÜ äýóêïëç
Ýùò áäýíáôç ìéá ðñáãìáôéêÞ ìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç. Ôï ßäéï åî Üëëïõ óõìâáßíåé
êáé óôçí êáèçìåñéíÞ ìáò æùÞ: Ïôáí èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå êÜðïéá ìáêñï-
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óêïðéêÜ áíôéêåßìåíá, äåí áñ÷ßæïõìå óõ÷íÜ ôçí ìåëÝôç áðü ôï óùìáôéäéáêü -
ìéêñïóêïðéêü åðßðåäï.

Ôá ðñùôïóôïé÷åßá åîáñôþíôáé êýñéá áðü ôï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò, ðïõ èå-
ùñïýìå üôé ìáò äßíåôáé ðñáãìáôùìÝíï åê ôùí ðñïôÝñùí. Ôï A ìðïñåß ãéá
ðáñÜäåéãìá íá åßíáé ïé ñçôïß, ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, Ýíá ôïðïëïãéêüò ÷þñïò,
ê.ë.ð.

Åíá óýóôçìá ðïõ êÜíåé ÷ñÞóç áôüìùí - óôïé÷åßùí êáé åßíáé áóèåíÝóôåñï
áðü ôï ZF, åßíáé ôï óýóôçìá KPU (Kripke-Platek ìå Üôïìá) (âë.ôï [?].

3.2 ÕðåñäïìÝò.

Åóôù ôþñá A ìéá L- äïìÞ ìå öïñÝá ôï óýíïëï A. Óõìâïëßæïõìå ôïí öïñÝá
ìå A áíôß ãéá íá äþóïõìå Ýìöáóç óôá Urelements. Ïñßæïõìå ôçí áêüëïõèç
éåñáñ÷ßá:

V0 ≡ V0(A) := A, . . . , Vn+1 ≡ Vn+1(A) := Vn ∪P(Vn), . . .

Ïñßæïõìå åðßóçò ôá óýíïëá ôçò éåñáñ÷ßáò ùò áêïëïýèùò:

S1 := V1 −A, S2 := V2 −A, · · · , Sn+1 := Vn+1 −A, · · ·

ÔÝëïò èåùñïýìå ôçí õðåñäïìÞ åðß ôçò A ùò åîÞò:

V ≡ V (A) :=
∞⋃

n=0

Vn

Åßíáé öáíåñü üôé ãéá ôéò áíÜãêåò ôùí êëáóóéêþí ìáèçìáôéêþí (ÁíÜëõóç, Áë-
ãåâñá ê.ë.ð.) åðß ôçò A, åßíáé áñêåôü íá èåùñÞóïõìå ôçí õðåñäïìÞ ìÝ÷ñé ôïí
ðñþôï ïñéáêü äéáôáêôéêü áñéèìü. Åðßóçò ôá óýíïëá ôçò õðåñäïìÞ åßíáé ôá

S :=
∞⋃

n=1

Sn

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá ìå óõíÝðåéá ôéò áêüëïõèåò ìåôáâëçôÝò:




p, q, r, p1, q1, r1, · · · ãéá ôá ðñùôïóôïé÷åßá ôïõ A
X,Y, Z,X1, Y1, Z1, . . . , A, B, C, . . . ãéá óýíïëá óôï S ≡ V −A
u, v, u1, v1 · · · , ãéá ãåíéêÝò ìåôáâëçôÝò

(∗)

Áí A = R, ôüôå Ý÷ïõìå ìéá õðåñäïìÞ ìå âÜóç ôï R. ÓõíÞèùò üôáí ìáò
åíäéáöÝñåé, ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò Ω, ôüôå åðéëÝãïõìå óáí
ðñùôïóôïé÷åßá ôï A = Ω∪R, Ýôóé üôáí èá ÷ñåéáóôïýìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò
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íá åßìáóôå óßãïõñïé üôé õðÜñ÷ïõí óôçí õðåñäïìÞ. Óçìåéþóôå üôé ∅ ⊆ A êáé
åðïìÝíùò ∅ ∈ V .

Ç ãëþóóá L(V (A)) ôçò õðåñäïìÞò V (A) åßíáé ìéá åðÝêôáóç ôçò ãëþóóáò
L(A).

Åðåêôåßíïõìå ôçí L(A) åðéóõíÜðôïíôáò Ýíá óýìâïëï ôïõ áíÞêåéí «∈» êáé
ðéèáíÜ Üëëá óýìâïëá ó÷Ýóåùí, óõíáñôÞóåùí êáé óôáèåñþí óõìâüëùí. Ãéá
ôéò ìåôáâëçôÝò ôçò L(V (A)) áêïëïõèïýìå ôçí óýìâáóç (∗). Óôï óýíïëï ôùí
áôïìéêþí ìáò ôýðùí åðéóõíÜðôïõìå ôþñá êáé ôýðïõò ôçò ìïñöÞò:

(p ∈ X), (X ∈ Y ), X, Y ∈ S p ∈ A

(∀x ∈ Y ), ãéá üëá ôá óýíïëáX ∈ S ðïõ åßíáé óôïé÷åßá ôïõ Y

(∃x ∈ Y ), ãéá êÜðïéï óýíïëï X ∈ S, ðïõ åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Y

Å÷ïíôáò êáèïñßóåé ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ôçò L(V ), ïé õðüëïéðïé ôýðïé êá-
èïñßæïíôáé ìå ôïí ãíùóôü ôñüðï.

Ìéá L(V (A))- õðåñäïìÞ óôçí ïõóßá ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ìéá äïìÞ
(V (A) ;S, E, · · ·)
üðïõ:

(i) A = (A; · · ·) åßíáé ìéá L-äïìÞ, ôá äå óôïé÷åßá ôïõ A ëÝãïíôáé ðñùôïóôïé÷åßá
(Urelements).

(ii) S åßíáé Ýíá ìç - êåíü óýíïëï ìå S ∩ A = ∅, ôá óôïé÷åßá ôïõ ïðïßïõ
ëÝãïíôáé óýíïëá.

(iii) E ⊆ V ×S åßíáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ðïõ åñìçíåýåé ôï óýìâïëï ôïõ áíÞêåéí
«∈».

(iv) Ó÷Ýóåéò, óõíáñôÞóåéò êáé åðß ôïõ A∩S, ðïõ åñìçíåýïõí áíôßóôïé÷á óýì-
âïëá ôçò L(∈, · · ·).

Ðáñ’ üëï ðïõ ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò Ý÷åé ðåñéëçöèåß óôá ëïãéêÜ óýìâïëá, åß-
íáé âïëéêü, óôéò êáôáóêåõÝò ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí, íá ôçí ðåñéëáìâÜíïõìå óôá
ìç - ëïãéêÜ óýìâïëá. Áðëïðïéþíôáò êÜðùò ôï óõìâïëéóìü, èá óõìâïëßæïõìå
ìéá õðåñäïìÞ ùò åîÞò:

〈V (A), =,∈〉
÷ùñßò íá áíáöåñüìáóôå óôéò åñìçíåßåò ôïõ ïðëéóìïý ôçò L(A).

3.2.1 Ïñéóìüò. Åíá óýíïëï A ∈ S èá ëÝãåôáé ìåôáâáôéêü (transitive), óõìâï-
ëéêÜ Tran(A), áíí (∀X ∈ A)(∀u ∈ X [u ∈ A]. Åôóé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ A åßíáé
Þ Üôïìï - óôïé÷åßï Þ õðïóýíïëï ôïõ A.



86 3.2. ÕðåñäïìÝò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí,

4 :={0, 1, 2, 3} =
{
∅; {∅}; {∅, {∅}}; {∅, {∅}, {∅}}

}

{∅, {∅}} ∈ 4 {∅, {∅}} ⊆ 4

ÃåíéêÜ üëïé ïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß åßíáé ìåôáâáôéêÜ óýíïëá êáé ïëéêÜ äéá-
ôáãìÝíïé áðü ôç ó÷Ýóç ôïõ áíÞêåéí ∈, Ýôóé óôçí ïõóßá åßíáé ìåôáâáôéêÜ
óýíïëá, ôá óôïé÷åßá ôùí ïðïßùí åßíáé åðßóçò ìåôáâáôéêÜ.

Åíá ðáñÜäåéãìá ìç - ìåôáâáôéêïý óõíüëïõ åßíáé ôï áêüëïõèï: Åóôù A =
{{2}, 3}, X = {2}, u = 2 ôüôå 2 ∈ X = {2} êáé {2} ∈ A = {{2}, 3} áëëÜ
2 6∈ {{2}, 3} = A.

Ôá ðñùôïóôïé÷åßá äåí èåùñïýíôáé ìåôáâáôéêÜ, üìùò êÜèå óýíïëï áôüìùí
- óôïé÷åßùí èåùñåßôáé ìåôáâáôéêü óýíïëï, üðùò ìåôáâáôéêü èåùñåßôáé êáé ôï
êåíü óýíïëï.

Åóôù u ∈ V (R), ôüôå ç ôÜîç Þ ï âáèìüò ôïõ u (rank) åßíáé ï åëÜ÷éóôïò
öõóéêüò n ∈ N ìå u ∈ Vn(R). ÓõìâïëéêÜ èá ãñÜöïõìå r(u) = n. Åôóé ïé
ïíôüôçôåò ðïõ áíÞêïõí óôï Vn \Vn−1, n ≥ 1, åßíáé ïíôüôçôåò âáèìïý (rank)
n.

Åóôù (V (A), =,∈) ìéá õðåñäïìÞ. Ôüôå Ý÷ïõìå ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:

3.2.2 Ðñüôáóç. (i) Ãéá êÜèå n ∈ N, ôï Vn åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü óýíïëï. Óç-
ìåéþóôå üôé áðü ôïí ïñéóìü ôçò õðåñäïìÞò Ý÷ïõìå:

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vn ⊆ Vn+1 ⊆ · · ·
V0 ∈ V1 ∈ V2 ∈ · · · ∈ vn ∈ Vn+1 ∈ · · ·

(ii) Áí X ∈ Sn, n = 1, 2, . . . ôüôå {X} ∈ Vn+1 êáé P(X) ∈ Vn+2.

(iii) Áí u, s ∈ Vn, n = 0, 1, · · · ôüôå (u, s) ∈ Vn+2 êáé

áí u1, · · · , uk ∈ Vn, k ≥ 2 ôüôå (u1, . . . , uk) ∈ Vn+2k−2, n = 0, 1, . . ..

(iv) Áí X, Y,∈ Sn, n = 1, 2, . . . ôüôå X × Y ∈ Vn+3.

Proof: (i) Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôïí n. Ôï V0 åßíáé ìåôáâáôéêü åî
ïñéóìïý. Åóôù üôé ôï Vn åßíáé ìåôáâáôéêü ôüôå, èá äåßîïõìå üôé êáé ôï Vn+1

åßíáé åðßóçò ìåôáâáôéêü. Åóôù X ∈ Sn+1. Ôüôå Þ X ∈ P(Vn). Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç X ⊆ Vn, áðü ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò, óôçí äå äåýôåñç ðåñßðôùóç
X ⊆ Vn, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ äõíáìïóõíüëïõ. ÁëëÜ Vn ⊆ Vn+1, Üñá X ⊆ Vn+1

êáé åðïìÝíùò ôï Vn+1 åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü óýíïëï.

(ii) Áöïý X ∈ Sn ôüôå {X} ∈ P(Vn) ∪ Vn = Vn+1. Óôç óõíÝ÷åéá áöïý
ôï Vn åßíáé ìåôáâáôéêü, áðü ôçí X ∈ Vn Ý÷ïõìå üôé X ⊆ Vn êáé åðïìÝíùò
P(X) ⊆ P(Vn) ⊆ Vn+1 ∈ Vn+2, Üñá P(X) ∈ Vn+2.
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(iii) Å÷ïõìå üôé (u, s) := {{u}, {u, s}}. ÁëëÜ {u} ∈ Vn+1, {u, s} ∈ Vn+1

Åôóé {{u}, {u, s}} ⊆ Vn+1 êáé åðïìÝíùò (u, s) ∈ Vn+2. Ï äåýôåñïò éó÷õ-
ñéóìüò åßíáé öáíåñüò (åðáãùãÞ óôï k ≥ 2).

(iv) X + Y ⊆ Vn+2, áöïý (x, y) ∈ X × Y ⇒ x, y ∈ Vn êáé Ýôóé (x, y) ∈ Vn+2.
ÁëëÜ X × Y ⊆ Vn+2 óõíåðÜãåôáé üôé X × Y ∈ Vn+3.

3.2.3 Ðñüôáóç. (i) Åóôù X, Y ∈ Sn, n = 1, 2, · · · êáé f : X −−→ Y ìéá
óõíÜñôçóç, ôüôå f ∈ Vn+3.

(ii) Ãéá êÜèå u ∈ X , f(u) ∈ Vn.

(iii) Áí A ⊆ X ôüôå f(A) ∈ Vn+1.

Proof: (i) Áðü ôçí Ðñüôáóç 3.2.2 (iv), Ý÷ïõìå üôé X × Y ⊆ Vn+2. ÅðåéäÞ
Ý÷ïõìå f ⊆ X × Y Ý÷ïõìå f ⊆ Vn+2 êáé Ýôóé f ∈ Vn+3.

(ii) Å÷ïõìå üôé ãéá êÜèå α, f(α) ∈ Y ∈ Vn. Åôóé ôï Vn åßíáé ìåôáâáôéêü
Ý÷ïõìå f(α) ∈ Vn.

(iii) Å÷ïõìå f(A) ⊆ Y ∈ Vn. Áöïý üìùò ôï Vn åßíáé ìåôáâáôéêü Ýï÷õìå
Y ⊆ Vn. Åôóé f(A) ⊆ Vn êáé f(A) ∈ Vn+1.

ÁóêÞóåéò. (1) Åóôù C[a, b] := {f |f : [a, b] → R & f åßíáé óõíå÷Þò}
Íá äåé÷ôåß üôé C[a, b] ∈ V4(R).

(2) Åóôù ‖f‖ := sup {|f(t)| : t ∈ [a, b]}. Íá äåé÷ôåß üôé ‖f‖ ∈ V6(R), ãéá êÜèå

f ∈ C[a, b].
(3) Åóôù (, A, P ) Ýíáò ÷þñïò ðéèáíüôçôáò. Íá åõñåèåß o âáèìüò ôïõ, äçë. ôï

åëÜ÷éóôï åðßðåäï Vn() óôï ïðïßï áíÞêåé.
Åóôù ôþñá ìéá áêïëïõèßá {un}n ∈ N ìå un ∈ Vn+1 − Vn. Åßíáé öáíåñü

üôé ôüôå {un} 6∈ V (R). ÔÝôïéïõ åßäïõò áêïëïõèßåò äåí èá ìáò åíäéáöÝñïõí
óôç óõíÝ÷åéá êáé èá ðåñéïñéóôïýìå ìüíïí óôéò ëåãüìåíåò VV(A) - öñáãìÝíåò.
ÁêñéâÝóôåñá Ý÷oõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

3.2.4 Ïñéóìüò. Åóôù {un}n∈N ìéá áêïëïõèßá ïíôïôÞôùí ôçò V (A), èá ëÝìå üôé
ç áêïëïõèßá {un}n∈N åßíáé V - öñáãìÝíç áíí õðÜñ÷åé k ∈ N, ôÝôïéï þóôå,

un ∈ Vk n ∈ N

Ãéá íá ïñßóïõìå ôçí ôÜîç ìéáò V - öñáãìÝíçò áêïëïõèßáò {un}n∈N, ðáñáôç-
ñïýìå üôé áí,

Nm := {n ∈ N|r(un) = m}, m = 0, 1, . . . , k,
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ãéá êÜðïéï k ∈ N, ôüôå åðåéäÞ,,

N = N0 ∪ N1 ∪ · · · ∪ Nk & N ∈ FM

üðïõ FM åßíáé Ýíá åëåýèåñï õðåñößëôñï, ôüôå áðü ôçí Ðñüôáóç 2.2.9 Ý÷ïõìå,

Ni ∈ FM i = 1, 2, . . . , k.

Ôïí öõóéêü áõôü áñéèìü èá ôïí ïíïìÜæïõìå ôÜîç ôçò {un}, óõìâïëéêÜ r({un}).
Ç ôÜîç ìéáò áêïëïõèßáò åßíáé äçëáäÞ ï öõóéêüò áñéèìüò ðïõ åìöáíßæåôáé óáí
ôÜîç üñùí ôçò áêïëïõèßáò, ïé äåßêôåò ôùí ïðïßùí áðïôåëïýí Ýíá «ìåãÜëï óý-
íïëï». Åôóé áëëÜæïíôáò ôïõò üñïõò ìéáò áêïëïõèßáò óå Ýíá «ìéêñü óýíïëï»
äåéêôþí, ðñÜãìá ðïõ äåí áëëÜæåé ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò áêïëïõèßáò, ìðïñïýìå
íá õðïèÝôïõìå üôé üëïé ïé üñïé ôçò áêïëïõèßáò Ý÷ïõí ôÜîç ìéêñüôåñç Þ ßóç ìå
ôçí ôÜîç r({un}).

ÔÝëïò, óõíçèßæåôáé íá äßíåôáé ìéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá ìéá õðåñäïìÞ
åðß ôïõ R.

3.3 Ìç-ÓõìâáôéêÜ Ðëáßóéá.

Óôçí ÁðåéñïóôéêÞ ìç-óõìâáôéêÞ áíÜëõóç ç Ýííïéá ôïõ ìç-óõìâáôéêïý ðëáéóßïõ
äßíåôáé óýìöùíá ìå ôïí åðüìåíï ïñéóìü.

3.3.1 Ïñéóìüò. Mßá ôñéÜäá 〈V (X), V (Y ), ∗〉 åßíáé Ýíá ìç-óõìâáôéêü ðëáßóéï
åÜí :

1. V (X) êáé V (Y ) åßíáé êëáóéêÝò õðåñäïìÝò ìå áíôßóôïé÷á óýíïëá âÜóçò
ôá X êáé Y , ôá ïðïßá åßíáé áðåéñïóýíïëá.

2. Ç óõíÜñôçóç ∗ : V (X) −→ V (Y ) åßíáé ìßá öñáãìÝíç óôïé÷åéþäçò åìöý-
ôåõóç (Áñ÷Þ ÌåôáöïñÜò) .

3. Y = ∗X .

4. Ãéá êÜèå Üðåéñï ⊆ X ôï óýíïëï A = {∗a : a ∈ A} åßíáé ãíÞóéï
õðïóýíïëï ôïõ ∗A = ∗(A).

Ç õðåñäïìÞ V (X) ëÝãåôáé óõìâáôéêü óýìðáí, åíþ ç õðåñäïìÞ V (Y ) ëÝ-
ãåôáé ìç-óõìâáôéêü óýìðáí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðåñéãñÜøïõìå ôïí ôñüðï ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé ïé åìöõ-
ôåýóåéò i(·) êáé m(·), ïðüôå ç åìöýôåõóç ∗ ðáßñíåôáé óáí óýíèåóç ôùí i êáé
m.
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3.3.1 V-ÖñáãìÝíåò ÕðåñäõíÜìåéò.

Èá ðåñéïñéóôïýìå óôç óõíÝ÷åéá óôçí ðåñßðôùóç A = 〈R;+, ·,≤, 0, 1〉. Ïðùò
Ý÷ïõìå Þäç óçìåéþóåé, ìðïñïýìå íá èåùñïýìå ôçí õðåñäïìÞ V (R) óáí ìéá óõ-
íçèéóìÝíç äïìÞ (V (R),=,∈), ÷ùñßò íá ìíçìïíåýïõìå ôïí ïðëéóìü ôçò äïìÞò
A = (R,+, ·,≤, 0, 1). Áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá áêñéâþò ðïñåßá, ðïõ áêïëïõèÞ-
óáìå óôçí êáôáóêåõÞ ôçò (AN/FM , R/FM ) áðü ôçí A = (A,R) êáé ôçò
(∗R, +, ·,≤, 0, 1) áðü ôçí (R, +, ·,≤, 0, 1) ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí

äïìÞ
〈
V (R)N/FM , =FM

,∈FM

〉
. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, êáôÜ ôçí Üñíçóç ôçò

óôáèåñüôçôáò ôïõ V (R) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, áö’ åíüò äéáêñéôü ÷ñüíï N, êáé
áö’ åôÝñïõ V - öñáãìÝíåò áêïëïõèßåò, óáí ìåôáâáëëüìåíá óôïé÷åßá. Ãéá ôï
ëüãï áõôü ôï ôåëéêü ðñïúüí ïíïìÜæåôáé öñáãìÝíç õðåñäýíáìç ôïõ V(R).

Ôá áíôßóôïé÷á âÞìáôá åßíáé ôá åîÞò:

(i)¢ñíçóç ôçò óôáèåñüôçôáò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ V (R). Ãéá ôï âÞìá áõôü èá

èåùñÞóïõìå V -öñáãìÝíåò áêïëïõèßåò óôïé÷åßùí ôïõ V (R), äçëáäÞ,

V (R)N := {(un)n∈N : un åßíáé ìéá V - öñáãìÝíç áêïëïõèßá óôïé÷åßùí ôïõ

V (R)}

(ii) Áñíçóç ôçò Üñíçóçò ôçò óôáèåñüôçôáò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ V (R).
Åóôù FM Ýíá åëåýèåñï õðåñößëôñï. Ôá åðé÷åéñÞìáôá ðïõ ìáò ïäÞãç-

óáí óôï åëåýèåñï õðåñößëôñï, êáôÜ ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ∗ R, åîáêïëïõèïýí
íá éó÷ýïõí. Áêïëïõèþíôáò ôç äéáäéêáóßá ôïõ ÔìÞìáôïò 2.2, ãéá ôç äïìÞ
〈V (R), =,∈〉 ðáßñíïõìå ôåëéêÜ ôçí öñáãìÝíç õðåñäýíáìç:

〈
V (R)N/FM , =FM

,∈FM

〉

üðïõ
V (R)N/FM := {[un]|{un} ∈ V (R)N}

[un] := {{un} ∈ V (R)N|{n ∈ N|un = un} ∈ FM}
[un] =FM

[un] {n ∈ N|un = un} ∈ FM

[un] ∈FM
[un] {n ∈ N|un ∈ un} ∈ FM

Åóôù ôþñá,

Vk(R)N/FM := {[un] | (un)n∈N Vk(R)− . }, k = 0, 1 · · ·
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Åôóé ôï Vk(R)N/FM åßíáé ôï ðñïúüí ôçò åöáñìïãÞò ôçò áñ÷Þò ôçò «Üñíçóçò
ôçò Üñíçóçò» óôï éåñáñ÷éêü åðßðåäï Vk(R). Åßíáé åýêïëï íá áðïäåßîåé êáíåßò
üôé:

∗R := V0(R)N/FM ⊆ · · · ⊆ Vk(R)N/FM ⊆ · · ·

V(R)N/FM =
∞⋃

k=0

Vk(R)N/FM

Ç åìöýôåõóç i(·) ðïõ åìöáíßæåôáé óôá ó÷Þìáôá ôùí õðåñäïìþí ïñßæåôáé
ôþñá ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï:

i(·) : V(R)↪→ V(R)N/FM

u7→ [u,u, · · ·]

Ç öñáãìÝíç õðåñäýíáìç üìùò V (R)N/FM äåí éóïýôáé ìå ïëüêëçñç ôçí õðåñ-
äïìÞ V (∗R) . ×ñåéáæüìáóôå ëïéðüí ìéá åìöýôåõóç ôçò V (R)N/FM óôçí V (∗R).
ÊáôÜ ôçí åìöýôåõóç ç ó÷Ýóç ∈FM

áíôéóôïé÷ßæåôáé óôç ó÷Ýóç ∈∗R, n δ ∈=FM

óôçí =∗R. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí ÓõíÜñôçóç Óýíèëéøçò ôïõ Mostowski
(Mostowski’s collapsing function).

3.3.2 Ç ÓõíÜñôçóç Óýíèëéøçò ôïõ Mostowski.

¸÷ïõìå Þäç êáôáóêåõÜóåé ìåôáîý ôùí äïìþí,

� (V (R),∈R, =R) êáé

�
〈
V (R)N/FM ,∈FM

,=FM

〉

ôçí åìöýôåõóç,
i(·) : V (R) ↪→ V (R)N/FM

Åôóé þóôå íá éó÷ýåé ôï Èåþñçìá ôïõ Loś, ïðüôå ãéá ôéò ðñïôÜóåéò ôçò L(V (R))
Ý÷ïõìå êáé ìéá áñ÷Þ ìåôáöïñÜò.

Ç õðåñäïìÞ åî Üëëïõ ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé áí ðÜñïõìå ãéá ðñùôïóôïé÷åßá
ôá óôïé÷åßá ôïõ ∗R, äåí ôáõôßæåôáé ìå ôçí V (R)N/FM . Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå
üôé ç ðñÜîç ôïõ íá ðÜñïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ ∗R óáí ðñùôïóôïé÷åßá Ý÷åé óáí
óõíÝðåéá ôçí áëëáãÞ ôùí ó÷Ýóåùí ∈R êáé =R ôçò V (R) óôéò áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò
∈∗R êáé =∗R ôçò õðåñäïìÞò V (∗R). Óôü÷ïò ìáò óôç óõíÝ÷åéá åßíáé ç êáôáóêåõÞ
ôçò åìöýôåõóçò

m : (V (R)N/FM ,∈Fn
, =Fm

) ↪→ (V (∗R),∈∗R,=∗R)

ãíùóôÞò ùò «åìöýôåõóç óýíèëéøçò ôïõ Mostowski», ìå ôçí éäéüôçôá

u ∈Fu
A m(u) ∈∗R m(A)
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Ç åìöýôåõóç m èá êáôáóêåõáóôåß êáôÜ óôÜäéá ìå åðáãùãÞ óôçí ôÜîç ôùí
áíôéêåéìÝíùí.

Ãéá k = 0 Ý÷ïõìå, ∗R := V0(R)N/FM , Ýôóé óôï éåñáñ÷éêü áõôü åðßðåäï
Ý÷ïõìå ìüíïí ôá ðñùôïóôïé÷åßá ôïõ ∗R, êáé óôçí V (R)N/FM áëëÜ êáé óôçí
õðåñäïìÞ V (∗R). Åôóé áðáéôïýìå ç óõíÜñôçóç óýíèëéøçò íá åßíáé ç ôáõôïôéêÞ
óõíÜñôçóç åðß ôïõ ∗R. ÄçëáäÞ

m ¹ ∗R = id∗R

Åóôù ôþñá üôé ãéá k ≥ 0 Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí óõíÜñôçóç,

m([A]) [A] ∈ Vk(R)N/FM

Ôüôå ãéá ôá óôïé÷åßá [A] ∈ Vk+1(R)N/FM , [A] 6∈ ∗R, ç óõíÜñôçóç m ïñßæåôáé
ùò åîÞò:

m([A]) := {m([B])|[B] ∈FM
[A]}

ÔåëéêÜ ç åðáãùãÞ ìáò åîáóöáëßæåé ìéá óõíÜñôçóç,

m : V (R)N/FM ↪→ V (∗R)
u 7→ m(u)

ç ïðïßá åßíáé Ýíá éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí äïìþí
〈
V (R)N/FM , ∈FM

, =FM

〉 〈
m[V (R)N/FM ], ∈∗R, =∗R

〉

üðïõ m[V (R)N/FM ] ( V (∗R). Åôóé ôåëéêÜ Ý÷ïõìå ôçí åðéèõìçôÞ åðÝêôáóç
ôçò óõìâáôéêÞò õðåñäïìÞò óôçí ìç - óõìâáôéêÞ õðåñäïìÞ V (∗R), âë. êáé Ó÷Þìá
3.1.

Åôóé ãéá êÜèå u ∈ V (R), Ý÷ïõìå ïñßóåé ôï u = m(i(u).
Ç åìöýôåõóç õðåñäïìþí,

∗ : V (R) ↪→ V (∗R)

éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) Áñ÷Þ ôçò åðÝêôáóçò: Ôï R åßíáé Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ∗R êáé ãéá
êÜèå r ∈ R, ∗r = r.

(â) Ãéá êÜèå v, u,∈ V (R),

v ∈ u ↔ ∗v ∈ ∗u & u = v ↔ ∗v = ∗v
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Ó÷Þìá 3.1: Ìç-óõìâáôéêÞ åðÝêôáóç.

üðïõ ãéá åõêïëßá äåí Ý÷ïõìå êÜíåé ôçí äéÜêñéóç ∈R êáé ∈∗R . Ðáñáôç-
ñïýìå áêüìá üôé ç éäéüôçôá (â) åßíáé óõíÝðåéá ôïõ ãåãïíüôïò üôé ìåôáîý
ôùí äïìþí ìå öïñåßò V (R) êáé V (R)N/FM Ý÷ïõìå ìéá áñ÷Þ ìåôáöïñÜò,
ðïõ åßíáé óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Los̀ ãéá ôá õðåñãéíüìåíá, êáé üôé
ìåôáîý ôùí äïìþí V (R)N/FM êáé V (∗R) õðÜñ÷åé ìéá éóïìïñöéêÞ åìöý-
ôåõóç, ðïõ åîáóöáëßæåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç óýíèëéøçò ôïõ Mostowski.
Åôóé ôåëéêÜ Ý÷ïõìå ìéá áñ÷Þ ìåôáöïñÜò ìåôáîý ôùí äïìþí ìå öïñåßò ôéò
õðåñäïìÝò V (R) êáé V (∗R):

(ã) Áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò. Ãéá êÜèå ðñüôáóç ϕ ôçò L(V (R)) Ý÷ïõìå:

V (R) |= ϕ V (∗R) |= ∗ϕ.

ÔåëéêÜ ç åìöýôåõóç õðåñäïìþí ∗ : V (R) ↪→ V (∗R) êáèïñßæåôáé áîéù-
ìáôéêÜ Þ áðü ôéò (á) êáé (â) Þ áðü ôéò (á) êáé (ã), ðïõ åßíáé éóïäýíáìåò
ìå ôéò ðñþôåò.

Ãéá ðåñéóóüôåñá ãéá ôç ÓõíÜñôçóç Óýíèëéøçò ôïõ Mostowski, äåßôå ð.÷. ôá
[?, ?]

3.3.3 ÈåìÝëéá ôùí Ìç-Óõìâáôéêþí Ìáèçìáôéêþí.

Ôá ìç - óõìâáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ ìïíôÝëá, åßíáé óõíÝðåéá êáé óôçñßæïíôáé óôá
ÈåùñÞìáôá ôùí Löwenheim - Skolem. Å÷ïõìå Þäç ðáñáôçñÞóåé, üôé ãéá êÜèå
äïìÞ A ìðïñïýìå ìå ôç ÷ñÞóç õðåñãéíïìÝíùí êáé êýñéá õðåñäõíÜìåùí íá
êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ìç - óõìâáôéêÞ äïìÞ ∗ A = AT /FM óôçí ïðïßá ç A

åìöõôåýåôáé óôïé÷åéùäþò. Ôï ìç - óõìâáôéêü áíôéêåßìåíï ∗A åßíáé Ýíá áíôé-
êåßìåíï õøçëüôåñçò ôÜîçò Þ ôýðïõ áðü ôï áíôéêåßìåíï A. Ùóôüóï ç èåùñßá
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êáé ç ìåèïäïëïãßá ãéá áíôéêåßìåíá ÷áìçëüôåñçò ôÜîçò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå
ôçí A, ìåôáöÝñïíôáé Üèéêôåò ãéá êáôÜëëçëá áíôéêåßìåíá ìåãáëýôåñçò ðïõ
ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí äïìÞ A.

Ïóï ìåôáëýôåñç åßíáé ç ôÜîç åíüò áíôéêåéìÝíïõ óôçí éåñáñ÷ßá ôùí ôýðùí,
ôüóï ñåõóôü êáé áóáöÝò åßíáé, êáé ôüóï ç ìåëÝôç ôïõ äõóêïëåýåé êáé ÷ñåéÜ-
æåôáé ðñï÷ùñçìÝíåò ìåèïäïëïãßåò, üðùò ð.÷. ôçò ÓõíáñôçóéáêÞò ÁíÜëõóçò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï RN ≡ R∝ åßíáé Ýíáò ÷þñïò Hilbert, äçëáäÞ Ýíá õøçëïý
ôýðïõ áíôéêåßìåíï. Ìåôáâáßíïíôáò üìùò óôï ∗R = RN/FM êáôáöÝñíïõìå
íá Ý÷ïõìå ìéá èÝáóç ôïõ RN ðïõ áîéùìáôéêÜ äåí äéá÷ùñßæåôáé áðü ôï R, äç-
ëáäÞ ôï ∗R ðëçñåß üëá ôá áîéþìáôá ðñþôçò ôÜîçò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí,
êáé åðïìÝíùò äßêáéá ïíïìÜæåôáé Ýíá óýíïëï ìç - óõìâáôéêþí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí. ÁíÜëõóç åðß ôïõ R∝ óôçí ïõóßá áíÜãåôáé óå áíÜëõóç åðß ôïõ R.Ï
ìç-óõìâáôéêüò ôñüðïò ìåëÝôçò åíüò áíôéêåéìÝíïõ õøçëÞò ôÜîçò Þ ôýðïõ åß-
íáé íá ðëçóéÜóïõìå áðü Üðïøç ôÜîçò, ôï åí ëüãù áíôéêåßìåíï ìå Ýíá ìç
- óõìâáôéêü áíôéêåßìåíï ìå ãíùóôÞ óõìâáôéêÞ èåùñßá êáé óôç óõíÝ÷åéá íá
ðñïóðáèÞóïõìå íá ìåôáöÝñïõìå ôçí óõìâáôéêÞ áõôÞ èåùñßá óôçí ìç - óõì-
âáôéêÞ, áðëïðïéþíôáò Ýôóé ôç ìåëÝôç ôïõ áñ÷éêïý áíôéêåéìÝíïõ.

Ôï ∗R ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé óáí ôï áðïôÝëåóìá ôçò åìöýôåõóçò ôïõ
R, óå Ýíá ðåñéâÜëëïí áíôéêåéìÝíùí ìåãáëýôåñçò ôÜîçò üðùò ôá óôïé÷åßá ôïõ
R∝, üðïõ ëüãù ôùí áëëçëåðéäñÜóåùí ìåôáîý ôùí óôïé÷åßùí ôïõ R∝ êáé ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ R, ðáñáôçñïýìå üôé êáé Üëëåò, åêôüò ôùí óôáèåñþí áêïëïõèéþí,
áñ÷ßæïõí íá óõìðåñéöÝñïíôáé óáí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß.

Áêüìá áí R[t] := { antn+···+a0
bmtm+···+b0

, ai, bi ∈ R, bm 6= 0} åßíáé ôï óýíïëï
ôùí ñçôþí ðïëõùíýìùí ùò ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ t êáé f(t) < g(t) áíí õðÜñ÷åé
∈ R+, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå x ∈ (0ε) , f(x) < g(x), ôüôå ôï R[t] åßíáé Ýíá ìç -
Áñ÷éìÞäåéï äéáôáãìÝíï óþìá, óôï ïðïßï ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß åìöõôåýïíôáé
óáí óôáèåñÝò óõíáñôÞóåéò.

ÌÜëéóôá ç óõíÜñôçóç y = x åßíáé Ýíá áðåéñïóôü óôï R[t]. Ðáñáôçñïýìå
äçëáäÞ êáé åäþ, üôé åìöõôåýïíôáò ôï R óå Ýíá ðåñéâÜëëïí ìå áíôéêåßìåíá áíþ-
ôåñçò ôÜîçò, ôåëéêÜ áíáêáëýðôïõìå, üôé õðÜñ÷ïõí êáé Üëëá áíôéêåßìåíá åêôüò
áðü ôéò óôáèåñÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé óáí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß.
Óôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ âéâëßïõ áõôïý, üðïõ èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ÁíÜëõ-
óçò ôïõ Boole (Boolean analysis), èá èåùñÞóïõìå «ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò» ìå
óôïé÷åßá ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò Þ êáé óå Üëëç ðåñßðôùóç ááõôïóõæõãåßò ôåëåóôÝò,
âë. êáé [T ].

ÓõíïðôéêÜ ç ìåèïäïëïãßá ôùí ãåíéêþí ìç - óõìâáôéêþí ìáèçìáôéêþí (ü÷é
ìüíï ôçò ìç - óõìâáôéêÞ áíÜëõóçò ôïõ Robinson) åßíáé ç áêüëïõèç:

(i) Åóôù üôé èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå êÜðïéá áíôéêåßìåíá õøçëÞò ôÜîçò Þ ôý-
ðïõ, ð.÷. ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò, áõôïóõæõãåßò ôåëåóôÝò, ìÝôñá ðéèáíüôçôáò ê.ë.ð.
Ðñïóðáèïýìå íá âñïýìå Ýíá ôñüðï íá èåùñÞóïõìå ôá áíôéêåßìåíá áõôÜ óáí
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Ó÷Þìá 3.2: ÑçôÜ Ðïëõþíõìá ùò áðåéñïóôÜ

ìç - óõìâáôéêïýò ðñáãìáôéêïýò êáé ãåíéêÜ óáí áíôéêåßìåíá ìéáò ìç - óõìâá-
ôéêÞò äïìÞò. ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå, õðåñäõíÜìåéò, äõíÜìåéò ôïõ Boole êáé
Üëëåò ìåèüäïõò ðïõ äåí Ý÷ïõí áêüìá áíáðôõ÷èåß.

(ii) Ãéá íá êÜíïõìå, ç èåùñßá õðåñÜíù ôçò A íá ìåôáöÝñåôáé êáé íá áíôé-
óôïé÷åß óå ìéá êáôÜëëçëç èåùñßá õðåñÜíù ôçò ∗A, åßíáé áíÜãêç íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ôçí õðåñäïìÞ V (∗A) õðåñÜíù ôçò ∗A êáé íá åìöõôåýóïõìå êáôÜëëçëá
(äçë. óôïé÷åéùäþò) ôçí õðåñäïìÞ V (A) óôçí V (∗A.
Ó÷çìáôéêÜ Ý÷ïõìå ôï Ó÷Þìá 3.3.

Ó÷Þìá 3.3: Áíôéêåßìåíá õøçëïý ôýðïõ áíáðáñßóôáíôáé óôçí ôñßôç õðåñäïìÞ,
ìå áíôéêåßìåíá ∗A ôïõ ßäéïõ ôýðïõ ìå ôá áíôéêåßìåíá ôïõ ôýðïõ .
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2.3.6. Áóêçóç: Ïé åìöõôåýóåéò m êáé ∗ åßíáé âåâáßùò 1 - 1 áëëÜ äåí åßíáé åðß.
Áí Im(f) óõìâïëßæåé ôçí åéêüíá ìÝóù ôçò f ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò ôüôå,

Im(∗) ( Im(m) ( V (∗R).

3.4 ÅóùôåñéêÜ Óýíïëá êáé Áñ÷Ýò ÐñïÝêôáóçò:
ÂáóéêÝò ðñïôÜóåéò.

Ìðïñïýìå áí èÝëïõìå íá èåùñÞóïõìå üëï ôï õðïôìÞìá 2.3 óáí ìéá êáôáóêåõÞ
ðïõ áðïäåéêíýåé üôé ðñÜãìáôé õðÜñ÷åé ìéá éóïìïñöéêÞ óôïé÷åéþäçò åìöýôåõóç
õðåñäïìþí:

∗ : V (R) ↪→ V (∗R)

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) Áñ÷Þ ôçò åðÝêôáóçò. Ôï R åßíáé Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ∗R êáé ãéá
êÜèå r ∈ R, ∗r = r.
(ii) Áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò. Åóôù ϕ Ýíáò L(V (R))-ôýðïò ìå FV (ϕ) ⊆ {x1, · · · , xn}.

Åóôù åðßóçò, v1, · · · vn ∈ V (R) ôüôå:

V(R) |= ϕ(v1, · · · ,vn) áíí V(∗R) |= ϕ(∗v1, · · · ∗vn)

Èåùñþíôáò ôéò äýï ðáñáðÜíù áñ÷Ýò óáí áîéþìáôá, ìðïñïýìå óôçí ïõóßá íá
ðáñáãÜãïõìå üëá ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìç - óõìâáôéêÞò áíÜëõóçò. Áñãüôåñá,
ãéá ôïðïëïãéêÝò Ýííïéåò êáé Ýííïéåò áðü ôç èåùñßá ìÝôñïõ èá ÷ñåéáóôïýìå Ýíá
ôñßôï áîßùìá ôçí áñ÷Þ ôïõ êïñåóìïý.

Ïðùò Ý÷ïõìå Þäç óçìåéþóåé üôé ç áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò ãéá ôïõò áôïìéêïýò
ôýðïõò ôçò L(V (R)) ãßíåôáé:

v ∈ u ∗v ∈ ∗u v = u ∗v = ∗u.

ÅðïìÝíùò ç óõíïëïèåùñßá õðåñÜíù ôïõ R åßíáé ßäéá ìå ôçí óõíïëïèåùñßá
õðåñÜíù ôïõ ∗R. Áõôü åßíáé áñêåôü ãéá íá äïýìå üôé ç áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò
åßíáé éóïäýíáìç ìå ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò. Ùóôüóï èá äþóïõìå êáé ìåñéêÝò
ëåðôïìåñÝóôåñåò õðïäåßîåéò:

3.4.1 Èåþñçìá. Åóôù v, u, v1, · · · , vn ïíôüôçôåò ôçò V (R). Ôüôå,

(i) ∗{v1, · · · vn} = {∗v1, · · · ∗vn}
(ii) ∗(v1, · · · vn) = (∗v1, · · · ∗vn)

(iii) v ⊆ u ∗v ⊆ ∗u
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(iv) ∗(
n⋃

i=1

vi) =
n⋃

i=1

∗vi êáé ∗(
n⋂

i=1

vi) =
n⋂

i=1

∗vi

(v) ∗(vi × v2 × · · · ,×vn) = ∗v1 × ∗v2 × · · · × ∗vn

(vi) Áí R åßíáé ìéá ó÷Ýóç óôï v1 × · · · × vn, äçëáäÞ R ⊆ v1 × · · · × vn ôüôå
êáé ∗R ⊆ ∗v1 × · · · × ∗vn êáé ãéá n = 2, ∗ [dom(R)] = dom(∗R) êáé
∗[cod(R)] = cod(∗R).

(vii) Áí f : v → u ôüôå ∗f : ∗v → ∗u êáé ∗[f(c)] = ∗f(∗c), c ∈ v.

Åðßóçò ç f åßíáé 1− 1 áíí ∗f åßíáé 1− 1.

Proof: (i) Åóôù v = {v1, · · · vn} êáé Ýóôù ç ðñüôáóç:

(∀x ∈ v)[(x = v1) ∨ · · · ∨ (x = vn)]

Ðáßñíïíôáò ôçí ∗ - ìåôáöïñÜ ôçò Ý÷ïõìå:

(∀x ∈ ∗v)[(x = ∗v1) ∨ · · · ∨ (x = ∗vn)]

Üñá
∗v = {∗v1, · · · , ∗vn}.

(ii) Ãéá n = 2, Ý÷ïõìå, (v1, v2) := {{v1}, {v1, v2}} êáé,

∗(v1, v2) = ∗{{v1}, {v1, v2}}
= {∗{v1}, ∗{v1, v2}} (i)
= {∗{v1}, {∗v1,

∗v2}} (i)
= (∗v1,

∗v2)

Ìå åðáãùãÞ ðáßñíïõìå ôï áðïôÝëåóìá ãéá êÜèå n.
(iii) v ⊆ u áíí (∀x ∈ v)[x ∈ u]

áíí (∀x ∈ ∗v)[x ∈ ∗u] (áñ÷Þ ìåôáöïñÜò)
áíí ∗v ⊆ ∗u.

(iv) Èá äåßîïõìå ôç ó÷Ýóç ìå ôçí Ýíùóç ãéá n = 2. Ôç ãåíéêÞ ó÷Ýóç ôçí

ðáßñíïõìå ìå åðáãùãÞ. Ç áðüäåéîç ãéá ôç ó÷Ýóç ìå ôçí ôïìÞ åßíáé üìïéá.
Åóôù v = v1 ∪ v2 êáé Ýóôù ç ðñüôáóç:

(∀x ∈ v)[(x ∈ v1) ∨ (x ∈ v2)] (∀x ∈ ∗v)[(x ∈ ∗v1) ∨ (x ∈ ∗v2)]

Åôóé Ý÷ïõìå äåßîåé üôé ∗(v1∪v2) ⊆ ∗v1∪ ∗v2. ¼ìïéá Ý÷ïõìå (∀x ∈ ∗v1)[x ∈ ∗v]
êáé ìå ôçí ∗--ìåôáöïñÜ Ý÷ïõìå (∀x ∈ ∗v1)[x ∈ ∗x] êáé (∀x ∈ ∗v2)[x ∈ ∗v]
äçëáäÞ ∗v1 ⊆ ∗v êáé ∗v2 ⊆ ∗v Üñá êáé ∗v1∪∗v2 ⊆ ∗v. Áñá ∗v = ∗v1∪∗v2.
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(v) Èá áðïäåßîïõìå ôçí ðåñßðôùóç n = 2. Ï ôýðïò ðïõ ïñßæåé ôï êáñôå-
óéáíü ãéíüìåíï åßíáé:

(∀z ∈ (v1 × v2))(∃× ∈ v1)(∃y ∈ v2)[z = (x, y)]

Åôóé ìå ∗--ìåôáöïñÜ Ý÷ïõìå,

(∀z ∈ ∗(v1 × v2))(∃x ∈ ∗v1)(∃y ∈ ∗v2)[z = (x, y)]

Áõôü üìùò óçìáßíåé z ∈ ∗(v1×v2) ⇒ z ∈ ∗v1× ∗v2, Ýôóé ∗(v1×vi) ⊆ ∗v1× ∗v2.
Ïìïéá ç ó÷Ýóç ∗v1 × ∗v2 ⊆ ∗(v1 × v2) ðáßñíåôáé ìå ∗--ìåôáöïñÜ ôçò (∀x ∈
v1)(∀y ∈ v2)(∃z ∈ (v1 × v2))[z = (x, y)].
(vi) Ç ó÷Ýóç R åßíáé ìéá ó÷Ýóç åðß ôùí v1, . . . , vn áí

(∀x ∈ R)(∃x1 ∈ v1) . . . (∃xn ∈ vn)[x = (x1, . . . , xn)]

Ç ∗--ìåôáöïñÜ ôçò ðñüôáóçò áõôÞò ìáò ëÝåé üôé ç ∗R åßíáé ìéá ó÷Ýóç åðß ôùí
∗v1, . . . ,

∗v2.
Ãéá n = 2, èá äåßîïõìå ôþñá üôé ∗ [dom(R)] = dom(∗R). Åî ïñéóìïý

Ý÷ïõìå (∀x ∈ dom(∗R))(∃y ∈ ∗v2)[(x, y) ∈ ∗R]. Åôóé Ý÷ïõìå åðßóçò

(∀x ∈ dom(R))(∃y ∈ v2)[(x, y) ∈ ∗R

Ç ∗--ìåôáöïñÜ ôçò ôåëåõôáßáò ðñüôáóçò ìáò äßíåé

(∀x ∈ ∗dom(R)(∃y ∈ ∗v2)[(x, y) ∈ R]

Áðü ôçí ïðïßá ðáßñíïõìå üôé ∗[dom(R)] = dom(∗R). ¼ìïéá êáé ãéá ôç ó÷Ýóç
∗[cod(R)] = cod(∗R).
(vii) Ç óõíÜñôçóç f : v −−→ u ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï:

ϕ ≡ (f ⊆ v×u) ∧ (∀x ∈ v)(∀y ∈ u)(∀z ∈ u)[(x, y) ∈ f ∧(x, z) ∈ f ⇒ y = z]

Ðáßñíïíôáò ôçí ∗−ìåôáöïñÜ ôçò ϕ Ý÷ïõìå:

∗ϕ ≡ (∗f ⊆ ∗v × ∗u) ∧
∧(∀x ∈ ∗v)(∀y ∈ ∗u)(∀z ∈ ∗u)[(x, y) ∈ ∗f ∧ (x, z) ∈ ∗f ⇒ y = z].

Åôóé ç ∗f : ∗v −−→ ∗u åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, êáé áí c ∈ v åßíáé ìéá óôáèåñÜ
ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ óôáèåñÜ b ∈ u Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé ï áôïìéêüò ôýðïò
b = f(c). Ç ∗--ìåôáöïñÜ ôïõ ôýðïõ áõôïý ìáò äßíåé ∗b = ∗f(∗c). Ôüôå ∗--
ìåôáöÝñïíôáò ôïí ôýðï ðïõ ïñßæåé ôçí 1 - 1 óõíÜñôçóç Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ôçí
áðüäåéîç.
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3.4.1 ÅóùôåñéêÝò Ïíôüôçôåò.

Ïé åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò åßíáé ôï óðïõäáéüôåñï åßäïò ïíôïôÞôùí ðïõ èá óõíá-
íôïýìå óôç óõíÝ÷åéá êáé éäéáßôåñá óôï ÊåöÜëáéï 3.

3.4.2 Ïñéóìüò. Åóôù u ∈ V (∗R) ôüôå:

(i) Ôï u ëÝãåôáé óõìâáôéêü áíí u = ∗v ãéá êÜðïéï v ∈ V (R).

(ii) Ôï u ëÝãåôáé åóùôåñéêü (åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá) áíí õðÜñ÷åé A ∈ S ôÝôïéï
þóôå u ∈ ∗A.

(iii) Ôï u ëÝãåôáé åîùôåñéêü (Þ åîùôåñéêÞ ïíôüôçôá) áíí äåí åßíáé åóùôåñéêü.

Åßíáé öáíåñü üôé ç ïíôüôçôá u åßíáé óõìâáôéêÞ áíí u ∈ Im(∗).
Ç ïíïìáóßá «óõìâáôéêÞ ïíôüôçôá» áéôéïëïãåßôáé ùò åîÞò: Åóôù u ∈ Vk(R), k ≥

0 ìéá ïíôüôçôá óôçí õðåñäïìÞ V (R). ÔÝôïéåò ïíôüôçôåò èá ôéò ïíïìÜæïõìå
óõíÞèùò ðñáãìáôéêÝò ïíôüôçôåò, ãéá íá ôéò äéáêñßíïõìå áðü ôéò óõìâáôéêÝò
ïíôüôçôåò. Áò èåùñÞóïõìå áêüìá ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü
ôçí óôáèåñÞ áêïëïõèßá {u, u, . . .} äçëáäÞ Ýóôù i(u) := [u, u, . . .]. Óôç óõíÝ-
÷åéá Ýóôù ∗(·) := m(i(·)). Åôóé áñ÷ßæïíôáò ìå óôáèåñÝò áêïëïõèßåò ôçò V (R)
êáôáëÞãïõìå óå óõìâáôéêÝò ïíôüôçôåò, üðùò èá áíÜìåíå êáíåßò. Åôóé ôßèåôáé ôï
öõóéïëïãéêü åñþôçìá: Ôé åßäïõò ïíôüôçôåò ðáßñíïõìå ìÝóá áðü ôç äéáëåêôéêÞ
ìáò äéáäéêáóßá, üôáí áñ÷ßóïõìå áðü ü÷é áíáãêáóôéêÜ óôáèåñÝò áêïëïõèßåò; Ç
áðÜíôçóç äßíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

3.4.3 Èåþñçìá. Ç ïíôüôçôá u ∈ V (∗ R) åßíáé åóùôåñéêÞ áíí u ∈ Im(m),
ïðüôå õðÜñ÷åé áõèáßñåôç V (R)-öñáãìÝíç áêïëïõèßá (un)n∈N ôÝôïéá þóôå: u =
m([un])u ∈ ∗[Vk+1(R)] áíí {n ∈ N|un ∈ Vk+1(R)} ∈ FM , k ≥ 0.

Proof: Åóôù u ìéá åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá. Ôüôå åî’ ïñéóìïý õðÜñ÷åé k ≥ 1 ìå
u ∈ ∗[Vk(R)] = m(i(Vk(R))). ÁëëÜ áðü ôïí ïñéóìü ôçò m(·) Ý÷ïõìå:

m (i (Vk(R) )) := {m([g])|[g] ∈FM
i(Vk(R))}

Åôóé u ∈ m
(
(i(Vk(R))

)
óõíåðÜãåôáé üôé u = m([g]) ãéá êÜðïéá V - öñáãìÝíç

áêïëïõèßá g = {un}. Áñá u ∈ Im(m).
Áíôßóôñïöá Åóôù u ∈ Im(m). Ôüôå u = m([g]) ãéá êÜðïéï [g] ∈FM

i(Vk(R))
k ≥ 1. ÅðïìÝíùò u = m([g]) ∈ m(i(Vk(R)) = ∗Vk(R). Áñá ôï u åßíáé ìéá
åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá. ÔÝëïò, áí u åßíáé ìå åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá, ôüôå áðü ôïí
ïñéóìü Ý÷ïõìå: u ∈ ∗[Vk(R)], k ≥ 1. Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ãéá êÜðïéá V -
öñáãìÝíç áêïëïõèßá {un} Ý÷ïõìå u = m([un]). Åôóé, u ∈ ∗[Vk(R)]

áíí m([un]) ∈ m(i(Vk(R)))
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áíí [un] ∈FM
i(Vk(R))

áíí {n ∈ N|un ∈ Vk(R)} ∈ FM

Áñá ôåëéêÜ Ý÷ïõìå:

u ∈ ∗[Vk(R)], k ≥ 1 {n ∈ N|vn ∈ Vk(R)} ∈ FM , k ≥ 1,

üðïõ {un} åßíáé ìéá V (R)- öñáãìÝíç áêïëïõèßá, ðïõ ïñßæåé ôçí êëÜóç éóïäõ-
íáìßáò [un]. Åôóé ç Ýííïéá ôùí åóùôåñéêþí ïíôïôÞôùí óõìðßðôåé ìå áõôÞ ðïõ
Þäç Ý÷ïõìå åéóÜãåé, ðñéí áðü ôïí ðáñÜäåéãìá 1.4.12.

Áóêçóç. (1) Íá äåé÷ôåß üôé êÜèå óôïé÷åßï ìéáò åóùôåñéêÞò ïíôüôçôáò åßíáé
åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá êáé üôé ôá óôïé÷åßá ôïõ ∗R åßíáé åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò.
(2) Íá õðïëïãéóôïýí ôá åóùôåñéêÜ óýíïëá ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôéò áêüëïõèåò
V - öñáãìÝíåò áêïëïõèßåò:

An :=(−1− 1
n

, 1 +
1
n

), n = 1, 2, . . .

An :=(0, 1 +
1
n

), n = 1, 2, . . .

An :={(x, y) ∈ R2|(x− 1
n

)2 + y2 < 1} n = 1, 2, . . .

3.4.4 Èåþñçìá. Ôï óýíïëï üëùí ôùí åóùôåñéêþí ïíôïôÞôùí ôçò õðåñäïìÞò V (∗R)
åßíáé ôï ∗V (R) = ∪∞n=0

∗Vn(R).

Proof: Åóôù u ∈ ∗Vn(R). Ôüôå õðÜñ÷åé n ≥ 0 ìå u ∈ ∗Vn(R) Ýôóé ç u åßíáé åóù-
ôåñéêÞ ïíôüôçôá, áöïý ôïõ ∗Vn(R) åßíáé ìéá óõìâáôéêÞ ïíôüôçôá. Áíôßóôñïöá,
Ýóôù üôé ôï u åßíáé åóùôåñéêü. Áñá õðÜñ÷åé v ∈ Vk(R), k ≥ 1 ìå u ∈ ∗v. ÁëëÜ
v ∈ Vk(R) áíí ∗v ∈ ∗Vk(R), Ýôóé Ý÷ïõìå ëüãù êáé ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò üôé
u ∈ ∗Vk(R). ÅðåéäÞ ïëüêëçñïò ï ìç÷áíéóìüò ôùí õðåñäõíÜìåùí ÷ñçóéìïðïéåß
ôýðïõò ôçò ãëþóóáò L(V (R)) ãéá íá ïñßóåé ôéò áíôßóôïé÷åò ïíôüôçôåò, åßíáé
÷ñÞóéìï íá Ý÷ïõìå Ýíá êñéôÞñéï üðïõ üôáí ìéá ïíôüôçôá ïñßæåôáé ìå ôýðïõò íá
ìðïñïýìå íá ôçí áíáãíùñßæïõìå áí åßíáé åóùôåñéêÞ Þ åîùôåñéêÞ. Áõôü ãßíåôáé
ìÝóá áðü ôçí óðïõäáßá «Áñ÷Þ ôïõ Åóùôåñéêïý Ïñéóìïý» ôïõ Keisler. Ðñéí
üìùò Ýíá ïñéóìüò:

3.4.5 Ïñéóìüò. Åíáò ôýðïò ϕ ôçò L(V (R)) ëÝãåôáé áíôßóôïé÷á ðñáãìáôéêüò,
óõìâáôéêüò, åóùôåñéêüò, Þ åîùôåñéêüò áíí üëåò ïé óôáèåñÝò ðïõ ðåñéÝ÷åé Ý÷ïõí
ôçí áíôßóôïé÷ç éäéüôçôá. Åôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç ∗ - ìåôáöïñÜ åíüò ðñáãìáôéêïý
ôýðïõ åßíáé Ýíáò óõìâáôéêüò ôýðïò.
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3.4.6 Èåþñçìá. (Áñ÷Þ ôïõ åóùôåñéêïý ïñéóìïý (ÁÅÏ)) Åóôù A, u1, . . . , un áõ-
èáßñåôåò åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò ìå A ∈ S êáé Ýóôù ϕ Ýíá åóùôåñéêüò ôýðïò ìå
FV(ϕ) ⊆ {x0, . . . , xn} ôüôå ôï óýíïëï

{x ∈ A | ϕ(x, u1, . . . , un)}
åßíáé åóùôåñéêü.

Proof: Ïé óôáèåñÝò ôïõ ôýðïõ ϕ, u1, . . . , un áëëÜ êáé ôï óýíïëï Á áöïý åßíáé
åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò, õðÜñ÷åé k ∈ N ôÝôïéï þóôå A, u1, . . . , un ∈ ∗(Vk(R).

Åôóé ç ðñüôáóç ôçò L(V (R)),

(∀x1 . . . , xn, y ∈ Vk(R))(∃z ∈ Vk+1(R))(∀x ∈ Vk(R))
[(x ∈ z) ↔ (x ∈ y) ∧ ϕ(x, x1, . . . , xn)]

éó÷ýåé óôçí õðåñäïìÞ V (R). ÅðïìÝíùò ç ∗-ìåôáöïñÜ ôçò éó÷ýåé óôçí V (∗R),
äçëáäÞ Ý÷ïõìå,

(∀x1 . . . , xn, y ∈ ∗Vk(R))(∃z ∈ ∗Vk+1(R))(∀x ∈ ∗Vk(R))
[(x ∈ z) ↔ (x ∈ y) ∧ ϕ(x, x1, . . . , xn)]

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ìåôáâëçôÝò x1, . . . , xn ìå ôéò óôáèåñÝò u1, . . . , un êáé ôçí
y ìå ôç óôáèåñÞ Á, åîáóöáëßæïõìå ôçí ýðáñîç åíüò óõíüëïõ z ∈ ∗Vk+1(R)
ôÝôïéïõ þóôå, (x ∈ z) ↔ (x ∈ A) & ϕ(x, u1, . . . , un). Åôóé áöïý z ∈
∗Vk+1(R) êáé z = {x ∈ A|ϕ(x1, u1, . . . , un)} Ýðåôáé üôé ôï óýíïëï {x ∈ A |
ϕ(x1, u1, . . . , un)} åßíáé åóùôåñéêü.

3.4.7 ÐáñÜäåéãìá. (1) Åóôù f : ∗R −−→ ∗R ìéá åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç. Ôüôå

ôï óýíïëï {x ∈ ∗R | f ∗-óõíå÷Þò óôï x} åßíáé åóùôåñéêü.
(2) Åóôù f : ∗ Vk(R) −−→ ∗R ìéá åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ôï ìçäåíéêü

óýíïëï Zf := {x ∈ ∗Vk(R)|(x, 0) ∈ f} ôçò f åßíáé åóùôåñéêü.
(3) Åóôù A êáé B äýï åóùôåñéêÜ óýíïëá. Áñá õðÜñ÷åé k ≥ 1 ìå A,B ∈
∗Vk(R). Åóôù ôþñá A ∪B := {x ∈ ∗Vk(R)|(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}, ôüôå ç Ýíùóç
A ∪B åßíáé åóùôåñéêü óýíïëï áðü ôçí A.E.O.
(4) Åóôù I ôï óýíïëï ôùí êëåéóôþí êáé öñáãìÝíùí äéáóôçìÜôùí ôïõ R. Ôüôå

êÜèå äéÜóôçìá {x | a ≤ x ≤ b, a, b ∈ ∗R} ∈ ∗I åßíáé åóùôåñéêü. Ôá
óõìâáôéêÜ ∗-äéáóôÞìáôá åßíáé áõôÜ ìå a, b ∈ R.

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáôçñïýìå üôé áöïý x ∈ A áíí ∗x ∈ ∗A ãéá êÜèå óýíïëï
A, ôçò õðåñäïìÞò V (R), ôüôå ôï ∗A ðåñéÝ÷åé Ýíá óôïé÷åéáêü áíôßãñáöï ôïõ A,
ðïõ ïñßæåôáé ùò åîÞò:

σA := {∗x : x ∈ A}
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êáé ëÝãåôáé óõìâáôéêü áíôßãñáöï ôïõ A. Ôï ∗A åßíáé áõóôçñÜ õðåñóýíïëï
ôïõ σA, åêôüò áí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï. Áêñéâþò áõôÜ ôá åðß ðëÝïí
éäåþäç (Þ öáíôáóôéêÜ) óôïé÷åßá, åßíáé ðïõ êÜíïõí ôç ìÝèïäï ôçò ìç óõìâáôéêÞò
áíÜëõóçò ÷ñÞóéìç. Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå êÜðïéá õðïóýíïëá ôïõ R
êáé êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ R ðïõ ∗- ìåôáöÝñïíôáé óôï ∗R.

3.4.8 Ðñüôáóç. (i) ∗ -- êáëÞ äéÜôáîç. Ãéá êÜèå ìç - êåíü , åóùôåñéêü õðïóý-
íïëï A ⊆ ∗N, õðÜñ÷åé Ýíá ðñþôï óôïé÷åßï x ∈ A.

(ii) ∗ - åðáãùãÞ. Áí S ⊆ ∗N åßíáé Ýíá åóùôåñéêü õðïóýíïëï ôïõ ∗N êáé éó÷ýåé
: 0 ∈ S êáé ãéá êÜèå x ∈ S Ý÷ïõìå üôé x + 1 ∈ S ôüôå S = ∗N.

(iii) ∗ - ðëçñüôçôá. ÊÜèå ìç - êåíü, åóùôåñéêü õðïóýíïëï A ⊆ ∗R, ðïõ Ý÷åé
Ýíá Üíù öñÜãìá, Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.

(iv) ∗ - Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá. Ãéá êÜèå x ∈ ∗R, õðÜñ÷åé n ∈ ∗N ìå |x| < n.

Proof: Ïëåò ïé áðïäåßîåéò åßíáé ∗ - ìåôáöïñÜ ôùí áíôéóôïß÷ùí ðñáãìáôéêþí
éäéïôÞôùí.

(i) ÅðåéäÞ ôï A åßíáé åóùôåñéêü, õðÜñ÷åé k ≥ 1 ìå A ∈ ∗ [Vk(R)]. Áöïý
A ⊆ ∗N ç ∗ - ìåôáöïñÜ ôçò (∀X ∈ V (R))[X ⊆ N → X ∈ P(N)] äßíåé
üôé A ∈ ∗[P(N)]. ÅðåéäÞ ôï N åßíáé êáëþò äéáôáãìÝíï Ý÷ïõìå:

(∀X ∈ P(N))[(X = ∅) ∨ (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[m ≤ x]]

Ç ∗ - ìåôáöïñÜ ìáò äßíåé ôçí éäéüôçôá (i)

(∀X ∈ ∗(P(N))[(X = ∅) ∨ (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[m ≤ x]]

ÅðåéäÞ ôï A ∈ ∗[P(N)] êáé A 6= ∅ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

(ii) Ç ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ãéá ôï N åßíáé:

(∀X ∈ P(N))][(0 ∈ X) ∧ (∀y ∈ X)[y + 1 ∈ X] → (X = N)]

ìå ∗ - ìåôáöïñÜ Ý÷ïõìå:

(∀X ∈ ∗P(N))[(0 ∈ X) ∧ (∀y ∈ X) → (X = ∗N)]

ÅðåéäÞ ôï S åßíáé åóùôåñéêü, S ∈ ∗P(N) êáé Ýôóé Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.
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(iii) Åóôù üôé ï ôýðïò ϕ(y, X) ≡ (∀x ∈ X)[x ≤ y], óçìáßíåé üôé ôï y åßíáé Üíù
öñÜãìá ãéá ôï X êáé ï ôýðïò,

ψ(u,X) ≡ ϕ(u,X) ∧ (∀u′[ϕ(u′, X)] → [u ≡ u′

óçìáßíåé üôé ôï u åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ãéá ôï X , ôüôå ôï áîßùìá
ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ôï R ãñÜöåôáé:

(∀X ∈ P(R))[(∃x ∈ R)[x ∈ X]∧(∃y ∈ R)[ϕ(y,X)] → (∃u ∈ R)[ψ(u,X)]]

ç äå ∗-ìåôáöïñÜ åßíáé ç,

(∀X ∈ ∗P(R))[(∃x ∈ ∗R)[x ∈ X]∧(∃y ∈ ∗R)[ϕ(y, X)] → (∃u ∈ ∗R)[ψ(u,X)]]

ðïõ óôçí ïõóßá ëÝåé üôé êÜèå ìç - êåíü åóùôåñéêü õðïóýíïëï ôïõ ∗R ðïõ
Ý÷åé Ýíá Üíù öñÜãìá, Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.

(iv) Ç Áñ÷éìÞäåéá éäéüôçôá äßäåôáé áðü ôïí ôýðï,

(∀x ∈ R)(∃n ∈ N0[|x| < n]

Åôóé éó÷ýåé, (∀x ∈ ∗R)(∃n ∈ ∗N)[|x| < n]

3.4.9 Ó÷üëéï. (i) ÂëÝðïõìå üôé ðáñ’ üëï ðïõ ôï ∗R äåí åßíáé ïýôå Áñ÷éìÞäåéï
ïýôå ðëÞñåò ùóôüóï åßíáé ∗ - Áñ÷éìÞäåéï êáé ∗--ðëÞñåò. Áí õðïèÝóïõìå
üôé õðÜñ÷åé Ýíáò «ôïðéêüò ðáñáôçñçôÞò» åíóùìáôùìÝíïò óôï ∗R ôüôå ï
ôïðéêüò áõôüò ðáñáôçñçôÞò åêëáìâÜíåé ôéò ∗--éäéüôçôåò ùò áðëÝò éäéüôç-
ôåò. ÄçëáäÞ ãé’ áõôüí ôï ∗R åßíáé êáé Áñ÷éìÞäåéï êáé ðëÞñåò. Ìüíïí ï
áðüëõôïò åîùôåñéêüò ðáñáñçôçñçôÞò ìðïñåß íá êÜíåé äéá÷ùñéóìïýò ôïõ
ôýðïõ «åîùôåñéêüò--åóùôåñéêüò». Ãåíéêüôåñá éó÷ýåé ç áêüëïõèç áñ÷Þ.

(ii) Ç ∗-ìåôáöïñÜ ìåôáó÷çìáôßæåé ôéò ðïóïäåéêôÞóåéò ðÜíù óå áõèáßñåôá óý-
íïëá óôï V (R) óå ðïóïäåéêôÞóåéò ðÜíù óå åóùôåñéêÜ óýíïëá óôï V (∗R).
Áðü ôï ãåãïíüò áõôü áíôëïýí êáé ôç ìåãÜëç óðïõäáéüôçôá, ðïõ Ý÷ïõí ôá
åóùôåñéêÜ óýíïëá óôçí áíÜðôõîç ôçò áðåéñïóôéêÞò áíÜëõóçò.

3.4.10 Èåþñçìá. Åóôù G(0) ≡ O ï ãáëáîßáò ôïõ ìçäåíüò, äçë. üëïé ïé ðåðå-
ñáóìÝíïé õðåñðñáãìáôéêïß. Ôüôå Ý÷ïõìå:

∗N ∩ O = N
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Proof: Åßíáé öáíåñü üôé σN ⊆ O êáé σN ⊆ ∗N Ýôóé Ý÷ïõìå σN ⊆ O ∩ ∗N. Èá
äåßîïõìå üôé êáé ∗N∩O ⊆ σN. ÐñÜãìáôé áí a ∈ ∗N∩O ôüôå a ∈ ∗N & a ∈ O.
ÁëëÜ a ∈ O óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé m0 ∈ N ìå a ≤ m0. Åôóé a ∈ ∗N & a ≤
m0 ãéá êÜðïéï m0 ∈ σN, óõíåðÜãåôáé üôé a ∈ σN, áöïý ðÜíôá σN ⊆ ∗N.

Ìðïñåß áêüìá êáíåßò íá áðïäåßîåé üôé:
Áí A ⊆ R ôüôå σA ⊆ ∗A êáé ∗A ∩ σR = σA.
Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå üôé ïé Üðåéñïé õðåñ - öõóéêïß ∗N − σN åßíáé

åîùôåñéêü óýíïëï. Èá áðïöåýãïõìå íá óõìâïëßæïõìå ôï ∗N − σN ìå ∗N∞,
ãéáôß õðÜñ÷åé êßíäõíïò óýã÷õóçò üôé ôï ∗N∞ åßíáé óõìâáôéêü óýíïëï, ëüãù ôïõ
∗ êáé Üñá åóùôåñéêü.

3.4.11 Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï ôùí õðåñöõóéêþí Üðåéñùí áñéèìþí

∗N− σN

åßíáé Ýíá åîùôåñéêü óýíïëï.

Proof: Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï ∗N− σN åßíáé åóùôåñéêü. ÅðåéäÞ ∗N− σN ⊆ ∗N,
ç Ðñüôáóç 3.4.8 (i) åöáñìüæåôáé êáé åðïìÝíùò ôï ∗N− σN èá Ýðñåðå íá Ý÷åé
ðñþôï óôïé÷åßï. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï áöïý ãéá êÜèå x ∈ ∗N − σN Ý÷ïõìå
åðßóçò x− 1 ∈ ∗N− σN. Áñá ôï ∗N− σN äåí åßíáé åóùôåñéêü.

3.4.12 Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï σN åßíáé åîùôåñéêü

Proof: Áí ôï σN Þôáí åîùôåñéêü, ôüôå áðü ôçí ÁÅÏ êáé ôï óýíïëï ∗N− σN =
{x ∈ ∗N|x 6∈ σN} èá Þôáí åóùôåñéêü. Áñá ôï σN åßíáé åîùôåñéêü óýíïëï.

3.4.13 Èåþñçìá. Åóôù A ∈ V (R) êáé A ⊆ R, ôüôå: ôï σA åßíáé åóùôåñéêü áíí
ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Proof: (⇐) Åóôù üôé ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, äçëáäÞ

A = {a1, . . . , an}

Ôüôå |= (∀x ∈ A)[x = a1∨ . . .∨x = an] áíí ∗ |= (∀x ∈ ∗A)[x = ∗a1∨ . . .∨x =
∗ an] áðü ôçí áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò (ÁÌ). Áñá ∗ A = {∗ a1, . . . ,

∗ an} = A
áöïý ãéá êÜèå a ∈ R, ∗a = a. Åôóé ôï A åßíáé ü÷é ìüíï åóùôåñéêü áëëÜ êáé
óõìâáôéêü.

(⇒) Èá äåßîïõìå ôçí áíôßèåôï-áíôßóôñïöç ðñüôáóç. Åóôù üôé ôï A åßíáé
áðåéñïóýíïëï ôüôå èá äåßîïõìå üôé åßíáé åîùôåñéêü. ÅðåéäÞ ôï A åßíáé áðåé-
ñïóýíïëï, õðÜñ÷åé Ýíá áðåéñïóýíïëï B ⊆ A ôÝôïéï þóôå íá åßíáé éóïäýíáìï
ìå ôïõò öõóéêïý N. ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ ìéá 1 - 1 êáé åðß óõíÜñôçóç f : B → N.
Áí ôï σA åßíáé åóùôåñéêü ôüôå êáé ôï σA ∩ ∗B = σB åßíáé åóùôåñéêü. Áðü



104 3.4. ÅóùôåñéêÜ Óýíïëá êáé Áñ÷Ýò ÐñïÝêôáóçò: ÂáóéêÝò ðñïôÜóåéò.

ôçí óõíÜñôçóç f : B → N ðáñÜãåôáé ç åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç, ∗f : ∗B → ∗N.
ÁëëÜ ∗f(σ B) = σN. Åôóé ôï σN óáí åéêüíá åíüò åóùôåñéêïý óõíüëïõ ∗B,
ìÝóù ìéáò åóùôåñéêÞò óõíÜñôçóçò èá Ýðñåðå íá åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óýíïëï,
ðïõ åßíáé ìéá áíôßöáóç. Áñá ôï σA åßíáé åîùôåñéêü.

3.4.14 Ðüñéóìá. Ôá óýíïëá σR, σQ êáé σZ åßíáé åîùôåñéêÜ.

3.4.15 Èåþñçìá. Ôï óýíïëï m(0) ôùí áðåéñïóôþí åßíáé åîùôåñéêü.

Proof: Èá áêïëïõèÞóïõìå êáé äù ôïí ßäéï ãåíéêü ôñüðï áðüäåéîçò ðïõ áêï-
ëïõèÞóáìå êáé óôéò áðïäåßîåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí: Ðñüôáóç 3.4.11-Èåþñçìá 3.4.13.
Áò õðïèÝóïõìå Ýôóé üôé ôï m(0) åßíáé åóùôåñéêü. Ôüôå üìùò, åðåéäÞ åßíáé êáé
öñáãìÝíï åê ôùí Üíù (ð.÷. áðü ôï 1), åöáñìüæåôáé ç Ðñüôáóç 3.4.8(iii). Áñá
ôï m(0) Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá åóôù ôï s, äçëáäÞ s = sup m(0). Åßíáé
öáíåñü üôé s > 0 Áêüìá s 6∈ m(0) ãéáôß äéáöïñåôéêÜ êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï
áöïý êáé ôï 25 > s èá Þôáí áðåéñïóôü êáé åðïìÝíùò èá áíÞêå óôï m(0).
Áí üìùò s 6∈ m(0) ôüôå êáé ôï s

2 èá Þôáí Ýíá Üíù öñÜãìá ðïõ åßíáé Üôïðï.
ÅðïìÝíùò êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ïäçãçèÞêáìå óå Üôïðï êáé Üñá ôï m(0)
åßíáé åîùôåñéêü.

Áîßæåé íá óõíïøßóïõìå ôçí ìÝèïäï ðïõ áêïëïõèÞóáìå ó’ üëåò áõôÝò ôéò
ðñïçãïýìåíåò áðïäåßîåéò. Áîéüëïãç ìÝèïäïò áðüäåéîçò. ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí
ìÝèïäï ôçò «åéò Üôïðïí áðáãùãÞò» ìå óôü÷ï íá öèÜóïõìå óôçí áíôßöáóç,
üôé Ýíá óýíïëï ðïõ ãíùñßæïõìå üôé åßíáé åîùôåñéêü, áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé
åóùôåñéêü, êÜôù áðü ôçí õðüèåóç ðïõ Ý÷ïõìå áñíçèåß.

Åôóé áðü ôï ãåãïíüò üôé ôï m(0) åßíáé åîùôåñéêü êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ÁÅÏ
ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé ïé áêüëïõèåò ïíôüôçôåò åßíáé åîùôåñéêÝò ïíôü-
ôçôåò:

(i) ÊÜèå ìïíÜäá m(a) ãéá a ∈ ∗R

(ii) Ôï óýíïëï O ≡ G(0) ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðåñðñáãìáôéêþí.

(iii) ÊÜèå ãáëáîßáò G(a), a ∈ ∗R

(iv) Ôá èåôéêÜ Þ áñíçôéêÜ áðåéñïóôÜ,

(u) Ïé èåôéêïß Þ áñíçôéêïß ðåðåñáóìÝíïé õðåñðñáãìáôéêïß

(vi) Ôá óýíïëá ∗R − σR ôùí Üðåéñùí õðåñðñáãìáôéêþí êáèþò åðßóçò êáé ôá
óýíïëá ôïõ ôùí èåôéêþí êáé áñíçôéêþí õðåñðñáãìáôéêþí.
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3.4.2 Ï ÔåëåóôÞò ôïõ Äõíáìïóõíüëïõ êáé ôá ÅóùôåñéêÜ Óýíïëá.

Ðáñüëï ðïõ ï ôåëåóôÞò ôïõ äõíáìïóõíüëïõ, ôõðéêÜ äåí åßíáé ìéá ïíôüôçôá
(âë.[?, p.20]), ìðïñïýìå ùóôüóï íá èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç,

P(·) : V (R) −→ V (R)
A 7→ P(A)

óáí P ¹ Vn(R), n ≥ 0 ïðüôå Ý÷ïõìå êáé ôïí áíôßóôïé÷ï ôåëåóôÞ,

∗P(·) : ∗V (R) −→ ∗V (R)
A 7→ ∗P(A)

óáí ∗-åðÝêôáóç üëùí ôùí P ¹ Vn ãéá êÜèå n = 0, 1, 2, . . . ðïõ äñá ðÜíù óå
åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò, êáé ðïõ âåâáßùò åßíáé óôïé÷åßá ôïõ ∗V (R).

ÐñÝðåé êáíåßò íá óçìåéþóåé ôç äéáöïñÜ óôá,

∗[P(A)], A ∈ V (R) ∗[P](A), A ∈ ∗V (R)

3.4.16 Ðñüôáóç. Åóôù A ∈ I := V (R)− R, ôüôå ïé åóùôåñéêÝò ïíôüôçôåò ôïõ
P(∗A) åßíáé áêñéâþò ôá óôïé÷åßá ôïõ ∗P(A).

Proof: Åóôù ç áêüëïõèç ðñüôáóç ôçò L(V (R)) :

(∀X ∈ Vn(R))[X ⊆ A ↔ X ∈ P(A)]

Ç ∗-ìåôáöïñÜ ìáò ëÝåé üôé

(∀X ∈ ∗Vn(R))[X ⊆ ∗A ↔ X ∈ ∗P(A)]

Åôóé áí X åßíáé ìéá åóùôåñéêÞ ïíôüôçôá, ôçò V (∗R), ôüôå õðÜñ÷åé n ≥ 1 ìå
X ∈ ∗ Vn(X), åðïìÝíùò Ýíá õðïóýíïëï ôïõ ∗A åßíáé åóùôåñéêü áíí X ∈
∗ P(A). Å÷ïõìå Þäç ðáñáôçñÞóåé üôé σ N 6∈ ∗ P(N) áëëÜ σ N ∈ P(∗ N).
Åôóé ôá åóùôåñéêÜ õðïóýíïëá ôïõ ∗N åßíáé ôá ∗P(N) ôá äå åóùôåñéêÜ ôá
P(∗N)− ∗P(N) êáé åðß ðëÝïí Ý÷ïõìå

σ[P(N)] ( ∗[P(N)] (P(∗N)

Ç ßäéá ó÷Ýóç éó÷ýåé êáé ãéá ãåíéêüôåñá óýíïëá X ∈ I.
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3.4.3 Áñ÷Ýò ÐñoÝêôáóçò (Prolongation Principles).

Ïé áêüëïõèåò âáóéêÝò ðñïôÜóåéò óõíáíôþíôáé óôçí âéâëéïãñáößá óáí ðïñß-
óìáôá ìéáò ãåíéêÞò áñ÷Þò, ìå äéÜöïñá ïíüìáôá: «Áñ÷Þ ôçò ìïíéìüôçôáò» óôïõò
Robinson êáé Lightstone êáé «Áñ÷Þ ôïõ Cauchy Þ ôçò óõíÝ÷åéáò» óôïõò Stroyan
- Luxenmburg. Ïëåò áõôÝò ïé ó÷åôéêÝò ðñïôÜóåéò Ý÷ïõí óáí êåíôñéêü èÝìá
ôçí óõìðåñéöïñÜ äéáöüñùí åóùôåñéêþí ïíôïôÞôùí óôï óýíïñï êáé êáôÜ ôçí
ìåôÜâáóç ìåôáîý äýï åéäþí äåéêôþí : ôïõò ðåðåñáóìÝíïõò öõóéêïýò êáé ôïõò
Üðåéñá ìåãÜëïõò õðåñöõóéêïýò. Ç ïíïìáóßá ðïõ ðñïôåßíïõìå «áñ÷Ýò ðñïÝ-
êôáóçò» (prolongation principles) åêöñÜæåé áêñéâþò ôï ãåãïíüò üôé éäéüôçôåò
ðïõ ðáñáôçñïýíôáé áíáöïñéêÜ ìå ôç ìéá êáôçãïñßá äåéêôþí, åðåêôåßíïíôáé Þ
ðñïåêôåßíïíôáé, êáé óôçí Üëëç êáôçãïñßá äåéêôþí. Ç ðñþôç ðñüôáóç, ãíùóôÞ
óáí áñéèìÞóéìç óõìðåñßëçøç (countable comprehension) Ý÷åé óáí êåíôñéêü
èÝìá ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá:

Åßíáé ãíùóôü üôé áí Ý÷ïõìå ìéá áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí ïíôïôÞôùí (un)n∈N
ôüôå õðÜñ÷åé ìéá êáíïíéêÞ åðÝêôáóç (∗un)n∈∗N ìå ôç ÷ñÞóç ôçò áñ÷Þò ôçò
ìåôáöïñÜò. Áò õðïèÝóïõìå üìùò ôþñá üôé Ý÷ïõìå ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá
åóùôåñéêþí óõíüëùí (An)n∈σN. ÆçôÜìå íá âñïýìå ìéá åóùôåñéêÞ áêïëïõèßá
A : ∗N → ∗ V (R) ôÝôïéá þóôå A(n) ≡ An ãéá êÜèå n ∈ σ N. Áîßæåé íá
óçìåéþóïõìå üôé ç áñ÷Þ ôçò ìåôáöïñÜò äåí ðñïóöÝñåé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò
êáìéÜ âïÞèåéá, áöïý ç ïíôüôçôá (An)n∈σN åßíáé åîùôåñéêÞ áêüìá êáé óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ôï An åßíáé åóùôåñéêü óýíïëï ãéá êÜèå n ∈ N. Áõôü óõìâáßíåé
ãéáôß ôï σN åßíáé åîùôåñéêü. Åôóé ç áêüëïõèç ðñüôáóç åßíáé áíáãêáßá.

3.4.17 Èåþñçìá. (ÁñéèìÞóéìç Åõñýôçôá). Ãéá êÜèå åóùôåñéêü óýíïëï A êáé
ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f : σN→ A, õðÜñ÷åé ìéá åóùôåñéêÞ óõíÜñôçóç g : ∗N→ A
ðïõ åßíáé åðÝêôáóç ôçò f .

Proof: Áöïý ôï A åßíáé åóùôåñéêü, èá Ý÷ïõìå A ∈ ∗ (Vk(R), k ≥ 1. Åóôù
ëïéðüí f = (An)n∈N, An ∈ ∗ (Vk(R). Áöïý ôá An åßíáé åóùôåñéêÜ óýíïëá
Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ,

An = m([Bn
i ]) ìå [Bn

i ] ∈ Vk(R)N/FM

Ïñßæïõìå ôþñá ôçí áêïëïõèßá,

Bi : N→ Vk(R)
n → Bi(n) := Bn

i

üðïõ Bn
i åßíáé Ýíáò áíôéðñüóùðïò ôçò êëÜóçò [B − in]. Áí ôþñá èÝóoõìå,

g := m([Bi]) ôüôå ç óõíÜñôçóç

g : ∗N→ V (∗R)
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åßíáé åóùôåñéêÞ åî ïñéóìïý êáé,

g(n) := ([Bi(n)]) = m([Bn
i ]) = An ãéá êÜèå n ∈ N.

Åôóé ç óõíÜñôçóç g åßíáé ç æçôïýìåíç.
Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò áêüëïõèïõò óõìâïëéóìïýò: Ãéá H ∈

∗N− σN êáé n ∈ N ïñßæïõìå:

N[0, n] := {k ∈ N|0 ≤ k ≤ n},
N[n,∞) := N− N[0, n− 1]
∗N[n, H] := {k ∈ ∗N|n ≤ k ≤ H} êáé
∗N(∞,H] := {k ∈ ∗N|k ∈ ∗N− σN&k ≤ H}

Ôï áêüëïõèï èåþñçìá åßíáé ãíùóôü óáí Áñ÷Þ ôçò Õðåñ÷åßëéóçò (overflow
principle) êáé åßíáé ìéá ðñïò ôá ðÜíù áñ÷Þ ðñïÝêôáóçò.

3.4.18 Èåþñçìá. (Áñ÷Þ ôçò õðåñ÷åßëéóçò). Åóôù A Ýíá åóùôåñéêü õðïóýíïëï
ôïõ ∗N. Áí ãéá êÜðïéï n0 ∈ N Ý÷ïõìå N[n0,∞) ⊆ A ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò Üðåéñá
ìåãÜëïò öõóéêüò H ∈ ∗N ôÝôïéïò þóôå ∗N[n0, H] ⊆ A. Ãéá n0 = 0, ç áñ÷Þ ëÝåé
üôé áí ôï A åßíáé åóùôåñéêü êáé σN ⊆ A ôüôå ôï A ðåñéÝ÷åé Ýíá Üðåéñá ìåãÜëï
öõóéêü H ∈ ∗N− σN.

Proof: ÅðåéäÞ ôï A åßíáé Ýíá åóùôåñéêü õðïóýíïëï ôïõ ∗N, ôüôå êáé ôï ∗N−A
èá åßíáé åóùôåñéêü áðü ôçí ÁÅÏ êáé

∗N−A ⊆ ∗N− N[n0,∞) = (∗N− σN) ∪ N[0, n− 1]

Áí ôï A åßíáé ìç--öñáãìÝíï óôï ∗N ôüôå äåí õðÜñ÷åé ôßðïôá ãéá áðüäåéîç. Áí ôï
A åßíáé öñáãìÝíï åê ôùí Üíù ôüôå ôï åóùôåñéêü óýíïëï ∗N−A ðåñéÝ÷åé Üðåéñá
ìåãÜëïõò áêÝñáéïõò. Áðü ôçí áñ÷Þ ôçò ∗-êáëÞò äéÜôáîçò (Ðñüôáóç 3.4.8(ii))
õðÜñ÷åé ôï

H + 1 := min {k : n0 < k, k ∈ ∗N−A}
Áñá ôï H ∈ A êáé H ∈ N− σN

3.4.19 Èåþñçìá. (Áñ÷Þ ôçò õðï-ÄéáññïÞò(underflow)). Åóôù A Ýíá åóùôåñéêü
õðïóýíïëï ôïõ ∗N. Áí ãéá êÜðïéï Üðåéñá ìåãÜëï öõóéêü H ∈ ∗N− σN Ý÷ïõìå
∗N(∞,H] ⊆ A ôüôå õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï n0 ∈ N ìå ∗N[n0,H] ⊆ A.

Proof: Åßíáé äõíáôüí íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé ç áñ÷Þ ôçò õðï÷åßëéóçò åßíáé ç
áíôßèåôï-áíôßóôñïöç (contrapositive) ôçò áñ÷Þò ôçò õðåñ÷åßëéóçò. Èá äþóïõìå
üìùò êáé ìéá áíåîÜñôçôç áðüäåéîç, ìå ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ. Åóôù üôé ãéá
êÜèå n0 ∈ N, N[n0,∞) ∩ A = ∅. Ôüôå N[n0,∞) ⊆ Ac. ÁëëÜ ôï Ac åßíáé
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åóùôåñéêü áðü ôçí ÁÅÏ, Ýôóé áðü ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñ÷åßëéóçò, õðÜñ÷åé H ∈
∗N − σN ôÝôïéï þóôå, ∗N[n0,H] ⊆ Ac. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï, ãéáôß ôï A
ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò õðåñáêáßñåïõò ∗N(∞,H] ãéá êÜðïéï H ∈ ∗N− σN.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôï Áêïëïõèéáêü ËÞììá ôïõ Robinson, ôï
ïðïßï ìáò ëÝåé üôé ìéá åóùôåñéêÞ áêïëïõèßá áðåéñïóôþí ðñïåêôåßíåôáé óáí
áðåéñïóôéêÞ áêïëïõèßá êáé ãéá Üðåéñá ìåãÜëïõò õðåñöõóéêïýò äåßêôåò.

3.4.20 Èåþñçìá. (Áêïëïõèéáêü ËÞììá ôïõ Robinson). Åóôù (an)n∈∗N ìéá
åóùôåñéêÞ áêïëïõèßá óôï ∗R, ôÝôïéá þóôå an ≈ 0 ãéá êÜèå n ∈ σN. Ôüôå
õðÜñ÷åé Ýíáò Üðåéñá ìåãÜëïò õðåñöõóéêüò H ∈ ∗N− σN Ýôóé þóôå,

an ≈ 0 ãéá êÜèå n ≤ H

Proof: Åóôù ôï óýíïëï,

A = {n ∈ ∗N : (∀k∗N)[k ≤ n → k ∈ dom(a) ∧ |a| < 1
k
]}

Ôï óýíïëï A åßíáé åóùôåñéêü áðü ôçí ÁÅÏ êáé ðåñéÝ÷åé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí
σN åî ïñéóìïý. Áðü ôçí áñ÷Þ ôçò õðåñ÷åßëéóçò, ðåñéÝ÷åé Ýíáí õðåñöõóéêü H ∈
∗N− σN ìå |an| < 1

n ≈ 0 ãéá êÜèå Üðåéñá ìåãÜëï õðåñöõóéêü n ≤ H .

3.4.21 Èåþñçìá. (i) ÊÜèå áñéèìÞóéìç áêïëïõèßá (a)n∈σN èåôéêþí áðåéñïóôþí
Ý÷åé Ýíá áðåéñïóôéêü Üíù öñÜãìá.

(ii) ÊÜèå áñéèìÞóéìç áêïëïõèßá (bn)n∈σN, èåôéêþí Üðåéñùí õðåñðñáãìáôéêþí
Ý÷åé Ýíá Üðåéñá ìåãÜëï êÜôù öñÜãìá.

Proof:

Áðü ôçí ÁñéèìÞóéìç Åõñýôçôá (Èåþñçìá 3.4.17), ç áêïëïõèßá (an)n∈σN ìðïñåß
íá åðåêôáèåß óå ìéá åóùôåñéêÞ áêïëïõèßá (an)n∈∗N. ÁëëÜ ãéá êÜèå n ∈ σN
Ý÷ïõìå üôé

an ≈ 0

åðïìÝíùò áðü ôï Áêïëïõèéáêü ËÞììá ôïõ Robinson (Èåþñçìá 3.4.20), õðÜñ÷åé
H ∈ ∗N− σN ìå an ≈ 0 ãéá êÜèå 0 ≤ n ≤ H . Áñá ôï óýíïëï a0, a1, . . . , aH}
åßíáé Ýíá õðåñðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé åðïìÝíùò ôï max1≤n≤Han õðÜñ÷åé
ðÜíôïôå.

Åöáñìüæïõìå ôï (i) óôçí áêïëïõèßá ( 1
bn

)n ∈ σN.
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3.4.22 Èåþñçìá.

(i) ÁðåéñïóôéêÞ õðåñ÷åßëéóç(overflow). Áí Ýíá åóùôåñéêü õðïóýíïëï ôïõ ∗R
ðåñéÝ÷åé êÜèå èåôéêü áðåéñïóôü, ôüôå ôï A ðåñéÝ÷åé åðßóçò êáé Ýíáí èåôéêü óõì-
âáôéêü ðñáãìáôéêü. ÄçëáäÞ : A ⊆ ∗ R, A åóùôåñéêü êáé m(0)+ ⊆ A ⇒
(∃δσR+[∗(0, δ) ⊆ A].

(ii) ÁðåéñïóôéêÞ õðï - äéáññïÞ(underflow). Áí Ýíá åóùôåñéêü óýíïëï A ðåñéÝ÷åé
êÜèå óõìâáôéêü èåôéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü, ôüôå ôï A ðåñéÝ÷åé åðßóçò êÜðïéï
èåôéêü áðåéñïóôü. ÄçëáäÞ: Áí (0, x] ⊆ A ãéá êÜèå x ∈ σR+ ôüôå õðÜñ÷åé
∈ m(0)+ ìå [, x] ⊆ σR+.

Proof: Ïé áðïäåßîåéò êáé ôùí äýï ðñïôÜóåùí áíÜãïíôáé óôéò áíôßóôïé÷åò ðñïôÜ-
óåéò ôçò õðï-äéáññïÞò êáé ôçò õðåñ÷åßëéóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí (i) åöáñ-
ìüæïõìå ôçí áñ÷Þ ôçò õðï÷åßëéóçò óôï óýíïëï,

A′ = {n ∈ ∗N|(∀k ∈ ∗N)[n ≤ k → an <
1
k
}

ôï ïðïßï åßíáé åóùôåñéêü áðü ôçí ÁÅÏ.
Ìéá äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ∗ - ðëçñüôçôá (Ðñüôáóç 3.4.8(ii))

êáé ôï Èåþñçìá 3.4.21, êáé Ý÷åé ùò åîÞò:
Áí Ýíá åóùôåñéêü óýíïëï ðåñéÝ÷åé êÜèå èåôéêü áðåéñïóôü, áëëÜ äåí ðåñéÝ-

÷åé Ýíá óõìâáôéêü èåôéêü ðñáãìáôéêü, ôüôå ôï A èá Þôáí Ýíá åóùôåñéêü õðï-
óýíïëï ôïõ ∗R öñáãìÝíï åê ôùí Üíù áëëÜ ÷ùñßò åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.

3.4.23 ÐáñÜäåéãìá. Åóôù f êáé g äýï åóùôåñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áò õðïèÝóïõìå
áêüìá üôé Ý÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ãéá êÜèå t ∈ ∗ [0, 1], õðÜñ÷åé Ýíá áðåéñïóôü
δt > 0 ôÝôïéï þóôå

|f(t)− g(t)| < δt

Íá åõñåèåß ìéá ïìïéüìïñöç åêôßìçóç > 0 ìå

|f(t)− g(t)| < δt ∈ ∗[0, 1]

Åóôù
A = {x ∈ ∗R|x > 0 ∧ (∀t ∈ ∗[0, 1])[|f(t)− g(t)| < x]}

Ôï óýíïëï A åßíáé åóùôåñéêü áðü ôçí ÁÅÏ êáé ðåñéÝ÷åé êÜèå èåôéêü óõìâá-
ôéêü áñéèìü. Åôóé áðü ôçí áñ÷Þ ôçò ÁðåéñïóôéêÞò õðï÷åßëéóçò õðÜñ÷åé èåôéêü
áðåéñïóôü δ > 0 ìå δ ∈ A, ôï ïðïßï åßíáé ç æçôïýìåíç ïìïéüìïñöç åêôßìçóç.
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