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ΜΑΘΗΜΑ 1: 

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΩΝ ΧΩΡΩΝ 
Ανασκόπηση κύριων σηµείων της διδασκαλίας 

Θεωρούµε το σύνολο των συναρτήσεων ενός συνόλου Ε σε έναν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο Ε’:  

   
F(Ε , ′Ε ) = f : E → ′E{ } . 

Το σύνολο αυτό εφοδιασµένο µε την πράξη της πρόσθεσης συναρτήσεων και του πολλαπλασιασµού τους 
µε πραγµατικούς αριθµούς είναι ένας απειροδιάστατος διανυσµατικός χώρος. 

Ερώτηµα 1. Ποιος είναι ο λόγος που επιτρέπει να οριστούν αυτές οι δυο πράξεις στο σύνολο   F(Ε , ′Ε ) ; 

Ερώτηµα 2. Ποιος είναι ο λόγος που επιτρέπει να οριστούν βάσεις στο διανυσµατικό χώρο   F(Ε , ′Ε ) ; 

Ø Εφοδιάζουµε το σύνολο Ε και τον διανυσµατικό χώρο Ε’ µε αντίστοιχες µετρικές και θεωρούµε το σύνολο: 

    
C(Ε , ′Ε ) = f ∈F(Ε , ′Ε ) / f συνεχης{ } . 

Ερώτηµα 3. Ποιος είναι ο λόγος που το σύνολο   C(Ε , ′Ε )  είναι διανυσµατικός υπόχωρος του   F(Ε , ′Ε ) ; 

Ερώτηµα 4. Εξετάστε αν στο διανυσµατικό χώρο   C(Ε , ′Ε )  ορίζεται στάθµη θέτοντας: 

  
|| f ||= sup

x∈E
|| f (x) || ′E . 

Ø Υποθέτουµε πλέον ότι ο µετρικός χώρος Ε είναι συµπαγής. 

Ερώτηµα 5. Διαπιστώστε ότι η απάντηση στο προηγούµενο ερώτηµα τώρα είναι καταφατική. 

Ερώτηµα 6. Τι εννοούµε όταν πλέον αναφερόµαστε στον τοπολογικό διανυσµατικό χώρο   C(Ε , ′Ε ) ; 

Ερώτηµα 7. Ποιος είναι ο λόγος της µη συµπάγειας του τοπολογικού διανυσµατικού χώρου   C(Ε , ′Ε ) ; 

Ερώτηµα 8. Σε ποια περίπτωση είναι τοπικά συµπαγής ο τοπολογικός διανυσµατικός χώρος   C(Ε , ′Ε ) ; 

Ερώτηµα 9. Πότε δεν είναι συµπαγές το ακόλουθο υποσύνολο του τοπολογικού χώρου   C(Ε , ′Ε ) : 

    
Bο = f ∈C(Ε , ′Ε ) / || f ||≤1{ } ; 

 (Τι λέει το θεώρηµα Riesz;) 
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v Εφαρµογή. Τα προηγούµενα ζητήµατα θα αποσαφηνιστούν στη σκέψη σας αν εξετάσετε ένα παράδειγµα: 

   E = [a,b]⊂  ,     ′E =  , 

    
C([a,b],) = f :[a,b]→  / f συνεχης{ } . 

Ø Σας προτείνουµε να εξετάσετε ξεχωριστά κάθε µια από τις ακόλουθες δυο περιπτώσεις στάθµης: 

(i)    
  
|| f ||= sup

x∈[a,b]
| f (x) | ,        (ii)    

  
|| f ||= 1

b− a
| f (x) | dx

a

b

∫ . 

Κάθε µια από αυτές τις στάθµες ορίζει διαφορετική τοπολογία στο συναρτησιακό χώρο     C([a,b],) . 

(Οι στάθµες αυτές καλούνται αντίστοιχα οµοιόµορφη και µέση στάθµη του συναρτησιακού χώρου     C([a,b],) ) 

Ερώτηµα 10. Η τοπολογία της οµοιόµορφης στάθµης είναι ισχυρότερη από εκείνη της µέσης στάθµης; 

Ερώτηµα 11. Πώς ερµηνεύετε την προηγούµενη απάντησή σας ως προς τη σύγκλιση των ακολουθιών; 

Ερώτηµα 12. Πώς σχετίζεται η σηµειακή σύγκλιση µε την οµοιόµορφη και τη µέση σύγκλιση; 

Ø Θεωρούµε το σύνολο των πολυωνυµικών συναρτήσεων: 

    
P ([a,b]) = P(x) = ao + a1x + ...+ an−1x

n−1 + anxn / ai ∈, i = 0,1,...,n, n∈, x ∈[a,b]{ }⊂ C([a,b],) . 

Ερώτηµα 13. Διαπιστώστε ότι το σύνολο αυτό αποκτά δοµή διανυσµατικού υπόχωρου του     C([a,b],) . 

Ερώτηµα 14. Διαπιστώστε ότι επιπλέον το σύνολο αυτό αποκτά δοµή δακτυλίου και δοµή άλγεβρας. 

Ø Ο Karl Weierstrass, το 1885, έδωσε το θεώρηµα πολυωνυµικής προσέγγισης που δηλώνει ότι: 

Αν     f ∈C([a,b],)  τότε:       ∀ε > 0, ∃P ∈P ([a,b]) : | f (x)− P(x) | < ε , ∀x ∈[a,b] . 

• Διαπιστώστε ότι η διατύπωση αυτή σηµαίνει την ύπαρξη µιας ακολουθίας     Pn∈P ([a,b]) ,   n∈ , 
που συγκλίνει οµοιόµορφα στη δεδοµένη συνάρτηση     f ∈C([a,b],) . 

• Διαπιστώστε ότι αυτό σηµαίνει ότι η άλγεβρα των πολυωνυµικών συναρτήσεων     P ([a,b])  είναι 

πυκνό υποσύνολο ως προς την τοπολογία της οµοιόµορφης στάθµης µέσα στο χώρο     C([a,b],) . 

Ερώτηµα 15. Διαπιστώστε την αλήθεια αυτού του θεωρήµατος στις ακόλουθες περιπτώσεις: 

(i)     f (x) = x , x ∈[0,1] ,        (ii)      f (x) = | x | , x ∈[−1,1] . 
(Τι λέει το θεώρηµα Dini;) 

 
Ø Ο Sergei Bernstein, το 1914, έδωσε µια συγκεκριµένη πολυωνυµική ακολουθία, των πολυωνύµων Bernstein 

που υπεισέρχονται στη Θεωρία Πιθανοτήτων, η οποία ανταποκρίνεται στο θεώρηµα του Weierstrass. Ο 
Marshall Stone, το 1937, έδωσε γενική µορφή στο θεώρηµα του Weierstrass την οποία θα εξετάσουµε στο 
επόµενο µάθηµα. 
 
 
 
 


