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  2ο	
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  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ	
  ΛΟΓΙΣΜΟΣ	
  ΣΤΟΥΣ	
  ΕΥΚΛΕΊΔΕΙΟΥΣ	
  ΧΩΡΟΥΣ	
  

	
  
Ι.	
  ΠΕΔΙΑ	
  ΚΑΤΕΥΘΥΝΤΗΡΙΑΣ	
  ΚΛΙΣΗΣ	
  ΣΤΟΥΣ	
  ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΥΣ	
  ΧΩΡΟΥΣ	
  

1. Εξετάστε αν το πεδίο διανυσµάτων του ακόλουθου σχήµατος εκφράζει πράγµατι την κατευθυντή-

ρια κλίση της συνάρτησης που ορίζεται στο ευκλείδειο επίπεδο ως εξής:  

  f (x, y) = xy . 

• Στα σηµεία των ισοσταθµικών καµπύλων αυτής της συνάρτησης: 

   
Σc( f ) = (x, y)∈2 / f (x, y) = c{ } ,    c ∈ , 

διαπιστώστε ότι το διανυσµατικό αυτό πεδίο είναι ορθογώνιο προς τις αντίστοιχες εφαπτόµε-

νες ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση: 

 
  
∂x f (xo , yo )(x − xo )+ ∂ y f (xo , yo )( y − yo ) = 0  . 

• Διαπιστώστε ότι σε κάθε σηµείο του ευκλείδειου επιπέδου το διανυσµατικό αυτό πεδίο υπο-

δεικνύει την κατεύθυνση προς την οποία οι τιµές της συνάρτησης έχουν το µεγαλύτερο ρυθµό 

µεταβολής. 
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2. Ο λόφος του σχήµατος ας υποθέσουµε ότι έχει ακριβώς µορφή ελλειπτικού παραβολοειδούς και 

ότι το  υψόµετρό του δίνεται από τη συνάρτηση: 

2 2( , )h x y c ax by= − − . 

• Διαπιστώστε ότι το πεδίο κατευθυντήριας κλίσης αυτής της συνάρτησης είναι κάθετο στις 

ισοσταθµικές της καµπύλες και σε κάθε σηµείο υποδεικνύει το συντοµότερο δρόµο ανάβασης 

προς την κορυφή. 

• Προς ποια κατεύθυνση αυξάνει εντονότερα το υψόµετρο όταν βρισκόµαστε στο σηµείο µε 

γεωγραφικές συντεταγµένες  (1,1) ; Προς ποια κατεύθυνση θα κυλήσει ένα σφαιρικό σώµα αν 

τον αφεθεί από αυτό το σηµείο; Στο σηµείο αυτό, προς ποια κατεύθυνση πρέπει να χαραχθεί 

ένας δρόµος ώστε να έχει κλίση 3%; 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  
 

3. Ένα διαστηµόπλοιο περνά κοντά από µια πηγή θερµότητας και αν ( , , )x y z  είναι µια δεδοµένη 

χρονική στιγµή οι συντεταγµένες της θέσης του σε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς επικεντρω-

µένο στην πηγή τότε η θερµοκρασία στο τοίχωµά του δίνεται από τη συνάρτηση: 

2 2 22 3( , , ) x y zT x y z e− − −=  

• Αν κάποια στιγµή το διαστηµόπλοιο βρεθεί στη θέση  (1,1,1) , προς ποια κατεύθυνση πρέπει να 

κινηθεί ώστε να µειωθεί η θερµοκρασία του τοιχώµατός του το συντοµότερο δυνατόν;  

• Πόσο γρήγορα θα µειωθεί η θερµοκρασία του διαστηµοπλοίου αν η ταχύτητά του προς αυτή 

την κατεύθυνση είναι   vo = e8m / sec ,;  

• Γνωρίζοντας ότι το µέταλλο του τοιχώµατος του διαστηµοπλοίου θα εµφανίσει ρωγµές όταν ο 

ρυθµός ψύξης του είναι µεγαλύτερος από   14e2  βαθµούς το δευτερόλεπτο, ποιες είναι οι κα-

τευθύνσεις προς τις οποίες θα πρέπει να κινηθεί ώστε να αποφευχθεί η ρήξη του τοιχώµατος; 
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ΙΙ.	
  ΤΟ	
  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ	
  ΚΑΙ	
  Η	
  ΑΜΦΙΔΙΑΦΟΡΙΚΗ	
  ΑΝΤΙΣΤΡΕΨΙΜΟΤΗΤΑ	
  

1. Θεωρούµε µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σε όλη την πραγµατική ευθεία: 

   f :→  . 

• Αν η συνάρτηση αυτή είναι αντιστρέψιµη και συνεχής, πιστεύετε ότι είναι αµφισυνεχής και ότι 

αποτελεί οµοιοµορφισµό της πραγµατικής ευθείας; 

• Αν η συνάρτηση αυτή είναι αντιστρέψιµη και παντού διαφορίσιµη, πιστεύετε ότι είναι αµφιδια-

φορίσιµη και ότι αποτελεί αµφιδιαφοροµορφισµό της πραγµατικής ευθείας; 

• Αν η συνάρτηση αυτή είναι παντού διαφορίσιµη µε µη µηδενική παράγωγο, πιστεύετε ότι απο-

τελεί οµοιοµορφισµό και αµφιδιαφοροµορφισµό της πραγµατικής ευθείας; 

• Εξετάστε την παραγωγίσιµότητα και την τοπική αντιστρεψιµότητα στο σηµείο 0 στην περίπτωση: 

  f (x) = x + x2 sin(π / x), x ≠ 0, f (0) = 0 . 

 

2. Διαπιστώστε ότι η ακόλουθη απεικόνιση είναι τοπικός αµφιδιαφοροµορφισµός σε κάθε σηµείο του 

ευκλείδειου επιπέδου, αλλά δεν είναι ολικός οµοιοµορφισµός, άρα ούτε ολικός αµφιδιαφοροµορ-

φισµός του ευκλείδειου επιπέδου στην εικόνα του: 

    f :2 → 2 ,    
  
f (x,y) = ex cosx, ex sinx( ) . 

 

3. Προσδιορίστε το µέγιστο συνεκτικό χωρίο του ευκλείδειου επιπέδου το οποίο απεικονίζεται αµφι-

διαφοροµορφικά στην εικόνα του διαµέσου του ακόλουθου µετασχηµατισµού: 

    f :2 → 2 ,    
  
f (x,y) = x + y, xy( ) . 

 

4. Διαπιστώστετε ότι ο ακόλουθος µετασχηµατισµός απεικονίζει αµφιδιαφοροµορφικά το ευκλείδειο 

επιπέδο στον εαυτό του: 

    f :2 → 2 ,    
   
f (x,y) = sin(y /2)− x, sin(x /2)− y( ) . 

 

5. Διαπιστώστε ότι ο ιακωβιανός πίνακας του ακόλουθου µετασχηµατισµού συµπίπτει µε τον αντί-

στροφό του και δώστε το συµπέρασµά σας:  

    f :3 − {0}→ 3 ,    
   
f (x,y,z) = x

x 2 + y 2 + z 2
,

y
x 2 + y 2 + z 2

,
z

x 2 + y 2 + z 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. 
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ΙΙΙ.	
  ΑΝΑΖΗΤΩΝΤΑΣ	
  ΤΗΝ	
  ΑΜΦΙΔΙΑΦΟΡΙΚΟΤΗΤΑ	
  ΣΤΟΥΣ	
  ΕΥΚΛΕΊΔΕΙΟΥΣ	
  ΧΩΡΟΥΣ	
  

1. Προσδιορίστε την εικόνα που αποδίδει ο ακόλουθος µετασχηµατισµός σε µια οριζόντια και µια 

κατακόρυφη ζώνη του ευκλείδειου επιπέδου και δώστε το συµπέρασµά σας για την εικόνα που 

αποδίδει σε ένα τετραγωνικό χωρίο και ένα καρτεσιανό πλέγµα του ευκλείδειου επιπέδου:  

    f :2 → 2 ,    
  
f (x,y) = sinx + y, cosy + x( ) . 

• Προσδορίστε τα µέγιστα συνεκτικά χωρία του ευκλείδειου επιπέδου στα οποία διασφαλίζεται η 

αµφιδιαφορισιµότητα αυτού του µετασχηµατισµού. 
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2. Προσδιορίστε την εικόνα που αποδίδει ο ακόλουθος µετασχηµατισµός σε µια οριζόντια και µια 

κατακόρυφη ζώνη του ευκλείδειου επιπέδου και δώστε το συµπέρασµά σας για την εικόνα που 

αποδίδει σε ένα τετραγωνικό χωρίο και ένα καρτεσιανό πλέγµα του ευκλείδειου επιπέδου:  

    f :2 → 2 ,    
   
f (x,y) = x 2 − y 2,2xy( ) . 

• Προσδορίστε τα µέγιστα συνεκτικά χωρία του ευκλείδειου επιπέδου στα οποία διασφαλίζεται η 

αµφιδιαφορισιµότητα αυτού του µετασχηµατισµού. 
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3. Προσδιορίστε την εικόνα που αποδίδει ο ακόλουθος µετασχηµατισµός σε µια οριζόντια και µια 

κατακόρυφη ευθεία και κατόπιν στο περίγραµµα ενός τετραγώνου και ενός τετραγωνικού χωρίου 

του ευκλείδειου επιπέδου. Επίσης, προσδιορίστε την εικόνα που αποδίσεται σε µια οριζόντια και 

µια κατακόρυφη ζώνη και δώστε το συµπέρασµά σας για την εικόνα που αποδίδει σε ένα 

τετραγωνικό χωρίο και ένα καρτεσιανό πλέγµα του ευκλείδειου επιπέδου:  

    f :2 → 2 ,    ( )( , ) cos , sinx xf x y e y e y= . 

• Προσδορίστε τα µέγιστα συνεκτικά χωρία του ευκλείδειου επιπέδου στα οποία διασφαλίζεται η 

αµφιδιαφορισιµότητα αυτού του µετασχηµατισµού. 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  
Οι	
  οριζόντιες	
  ευθείες	
  μετασχηματίζονται	
  σε	
  ακτινικές	
  ημιευθείες	
  και	
  οι	
  κατακόρυφες	
  σε	
  κυκλικά	
  τόξα.	
  

	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  
Τα	
  ορθογώνια	
  περιγράμμτα	
  και	
  χωρία	
  μετασχηματίζονται	
  αντίστοιχα	
  σε	
  περιγράμματα	
  και	
  χωρία	
  δακτυλίων.	
  

	
  

	
  	
  	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  
Η	
  εικόνα	
  μιας	
  οριζόντιας	
  ζώνης	
  εύρους	
  2π	
  καλύπτει	
  το	
  ευκλείδειο	
  επίπεδο	
  εκτός	
  μιας	
  ημιευθείας	
  

και	
  προκύπτει	
  ένας	
  αμφιμονοσήμαντος	
  μετασχηματισμός.	
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4. Προσδιορίστε την εικόνα που αποδίδει ο ακόλουθος µετασχηµατισµός στο ευκλείδειο επίπεδο από  

το οποίο έχει εξαιρεθεί µια ηµιευθεία και εξετάστε τι θα συµβεί αν δεν εξαιρεθεί η ηµιευθεία αλλά 

µόνο η αρχή του ευκλείδειου επιπέδου: 

  
f (x, y) = ln(x2 + y2 )1/2 , Arc tan( y / x)( ) . 

	
   	
   	
  
Αν	
  από	
  το	
  ευκλείδειο	
  επίπεδο	
  εξαιρεθεί	
  μια	
  ημιευθεία	
  τότε	
  η	
  εικόνα	
  του	
  καλύπτει	
  μια	
  οριζόντια	
  ζώνη	
  εύρους	
  2π.	
  

	
  

5. Σχεδιάστε  στο ευκλείδειο επίπεδο τις καµπύλες που ορίζονται από τις ακόλουθες εξισώσεις για τις 

διάφορες τιµές των πραγµατικών σταθερών   ϕo ,ψo : 

i)      ln(x2 + y2 )1/2 = ϕo    και      Arc tan( y / x) = ψο .,         ii)      e
x cos y = ϕo    και      e

x sin y = ψo . 

	
   	
   	
  
2 2x y e ο2ϕ+ = 	
  	
  και	
  	
  	
   (tan )y xο= ψ 	
   	
   	
     

ex cos y = ϕo    και      e
x sin y = ψo  

 
6. Σχεδιάστε  στο ευκλείδειο επίπεδο τις καµπύλες που ορίζονται από τις ακόλουθες εξισώσεις για τις 

διάφορες τιµές των πραγµατικών σταθερών   ϕo ,ψo : 

i)      x
2 − y2 = ϕo    και      2xy = ψο ,         ii)      y

2 = 4ϕo
2(ϕo

2 −1)x    και      y
2 = 4ψo

2(ψo
2 +1)x . 
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7. Σχεδιάστε  στο ευκλείδειο επίπεδο τις καµπύλες που ορίζονται από τις ακόλουθες εξισώσεις για τις 

διάφορες τιµές των πραγµατικών σταθερών   ϕo ,ψo : 

  

x
x2 + y2 = ϕo    και    

  

y
x2 + y2 = −ψo . 

	
  
	
  

Οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν αντίστοιχα από το πραγµατικό και φανταστικό µέρος του µιγαδι-

κού µετασχηµατισµού αντιστροφής που ορίζεται στο µιγαδικό επίπεδο εκτός της αρχής του: 

( ) 1/z z=f . 

• Διαπιστώστε ότι ο µιγαδικός µετασχηµατισµός αντιστροφής επιβάλλει στα σηµεία του µιγαδικού 

επιπέδου µια οµοθεσία και µια συµµετρία ως προς τον πραγµατικό άξονα: 

  z = ρeiθ ⇒ 1/ z = (1/ ρ)e− iθ . 

  
Αντιστροφή στο µιγαδικό επίπεδο: 

• Aν στο ευκλείδειο επίπεδο µια ευθεία και ένας κύκλος ορίζονται αντίστοιχα από τις εξισώσεις: 

  ax + by + c = 0    και     x
2 + y2 + 2ax + 2by + c = 0  

τότε στο µιγαδικό επίπεδο οι εξισώσεις αυτές διατυπώνονται αντίστοιχα ως εξής: 

  (a − ib)z + (a + ib)z + 2c = 0     και      z z + (a − ib)z + (a + ib)z + c = 0 . 
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Αποδείξτε ότι κάθε ευθεία µη διερχόµενη από την αρχή του µιγαδικού επιπέδου µετασχηµατίζεται 

σε κύκλο διερχόµενο από την αρχή του και κάθε κύκλος µη διερχόµενος από την αρχή του µιγαδι-

κού επιπέδου µετασχηµατίζεται σε κύκλο µη διερχόµενο από την αρχή του. Επίσης, κάθε ευθεία 

διερχόµενη από την αρχή του µιγαδικού επιπέδου µετασχηµατίζεται στη συµµετρική της ευθεία ως 

προς τον πραγµατικό άξονα και κάθε κύκλος διερχόµενος από την αρχή του µιγαδικού επιπέδου 

µετασχηµατίζεται σε ευθεία µη διερχόµενη από την αρχή του. 

    

                 

 

 
Φαινόµενα αντιστροφής στο µιγαδικό επίπεδο. 
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8. Θεωρούµε το µιγαδικό οµογραφικό µετασχηµατισµό:1 

    f : U ⊂ → ′U ⊂  ,   
   
f (z) = a z + b

c z + d
,     a,b,c,d ∈ , 

όπου 

    
U = z ∈ / z ≠ −d / c{ }     και    

    
′U = z ∈ / z ≠ a / c{ } . 

 
Ο µετασχηµατισµός αυτός µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

   
f (z) =α + β

z −γ
 

όπου 
/a cα = , 2( ) /bc ad cβ = − , /d cγ = − . 

 
Άρα, ο µιγαδικός οµογραφικός µετασχηµατισµός επιβάλλει σε κάθε σηµείο του µιγαδικού επιπέδου 

διαδοχικά µεταφορά, αντιστροφή, στροφή, οµοθεσία και µεταφορά: 

  Z = f (z)    :    
  
z → z −γ → 1

z −γ
→ β

z −γ
→ α + β

z −γ
= Z . 

 

 
Αποσύνθεση του οµογραφικού µετασχηµατισµού στο µιγαδικό επίπεδο. 

 
• Διαπιστώστε ότι οι οµογραφικοί µιγαδικοί µετασχηµατισµοί διαθέτουν ένα ή δυο σταθερά σηµεία 

στο µιγαδικό επίπεδο που είναι οι ρίζες της µιγαδικής εξίσωσης: 

2 ( ) 0c z d a z b+ − − = . 

• Διαπιστώστε ότι οι οµογραφικοί µιγαδικοί µετασχηµατισµοί µετασχηµατίζουν τις ευθείες και τους 

κύκλους σε ευθείες ή κύκλους.  

• Αποδείξτε ότι οι οµογραφικοί µιγαδικοί µετασχηµατισµοί διατηρούν αναλλοίωτο τον αναρµονικό 

λόγο κάθε τετράδας σηµείων του µιγαδικού επιπέδου: 

o 11

2 o 2

:
z zz z

z z z z
−−

− −
 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
1	
  	
  Θα	
  εξαιρέσουμε	
  τις	
  απλουστευμένες	
  περιπτώσεις	
  θέτοντας	
   0c ≠ 	
  και	
   0ad bc− ≠ .	
  
Η	
  περίπτωση	
   0, 1, 1, 0a b c d= = = = 	
  δίνει	
  τη	
  μιγαδική	
  αντιστροφή	
   ( ) 1/f z z= .	
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• Διαπιστώστε ότι όταν ο αρµονικός λόγος είναι -1 τότε στο µιγαδικό επίπεδο τα σηµεία 1z  και 2z  

διαιρούνται αρµονικά από τα σηµεία z  και oz . 

• Διαπιστώστε ότι στην περίπτωση όπου ο µιγαδικός οµογραφικός µετασχηµατισµός διαθέτει δυο 

σταθερά σηµεία 1 1( )f z z=  και 2 2( )f z z= , θέτοντας ( )Z f z=  και o o( )Z f z= , προκύπτει: 

  

z − z1

z − z2

:
zo − z1

zo − z2

=
Z − z1

Z − z2

:
Zo − z1

Zo − z2

 

άρα 

  

Z − z1

Z − z2

= k
z − z1

z − z2

. 

• Διαπιστώστε ότι στην περίπτωση όπου ο µιγαδικός οµογραφικός µετασχηµατισµός διαθέτει µόνο 

ένα σταθερό σηµείο 1 1( )f z z=  τότε, θεωρώντας µε µεταφορά των αξόνων ότι πρόκειται για την 

αρχή του µιγαδικού επιπέδου, οπότε 0b =  και d a= , προκύπτει: 

azZ
cz a

=
+

 

άρα 
1 1 c
Z z a
= +     και    

1 1

1 1 h
Z z z z

= +
− −

. 

 
• Προσδιορίστε τους συντελεστές του οµογραφικού µετασχηµατισµού έτσι ώστε: 

  | z |<1⇒ | f (z) |<1 ,    | z |= 1⇒ | f (z) |= 1 ,    | z | >1⇒ | f (z) | >1 . 
 

• Προσδιορίστε τους συντελεστές του οµογραφικού µετασχηµατισµού έτσι ώστε ένας ανοιχτός 

δίσκος να µετασχηµατίζεται αµφιδιαφορικά και σύµµορφα σε ανοιχτό ηµιεπίπεδο. 

 
9. Μελετήστε το µιγαδικό µετασχηµατισµό: 

  
f (z) = 1

2
(z + 1

z
) . 

 

10. Οι κύκλοι του Clifford. 

Στο ευκλείδειο επίπεδο θεωρούµε µια ακολουθία κύκλων   C1,C2 ,...,Cn ,... ίδιας ακτίνας R που όλοι διέρχονται από 

ένα δεδοµένο κοινό σηµείο Ο, αλλά ανά δυο δεν εφάπτονται ούτε ταυτίζονται. Για κάθε ζεύγος κύκλων ,i jC C , 

i j≠ , σηµειώνουµε  ij  το σηµείο τοµής τους, εκτός του Ο, και συµβολίζουµε  ijk  τον κύκλο που ορίζεται από τα 

σηµεία  ij , jk , ki  όπου , ,i j k  είναι διαφορετικοί δείκτες. Αποδείξτε ότι οι κύκλοι 123, 124, 134, 234 διέρχονται 

από ένα κοινό σηµείο που σηµειώνουµε 1234 και ότι τα σηµεία 1234, 1235, 1245, 1345, 2345 ανήκουν σε ένα 

κύκλο ακτίνας R που συµβολίζουµε 12345. Αποδείξτε ότι οι  C6
5  κύκλοι 12345, 12346,…,23456 διέρχονται από 

ένα κοινό σηµείο που σηµειώνουµε 123456 και συνεχίστε το συλλογισµό για να ανακαλύψετε τον αλγόριθµο που 

υπέδειξε ο Clifford. Αν τοποθετήσετε το πρόβληµα στο µιγαδικό επίπεδο η απόδειξη είναι εξαιρετικά απλή. Τι 

άραγε ισχύει για την ακολουθία   f (C1), f (C2 ),..., f (Cn ),...όπου   f (z) = 1/ z ; 
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Οι κύκλοι του Clifford. 2 
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  Roger	
  Penrose,	
  A	
  la	
  decouverte	
  des	
  lois	
  de	
  l’univers,	
  Science,	
  2007.	
  
	
  	
  	
  Marcel	
  Berger,	
  Problèmes	
  de	
  Géométrie,	
  Ed,	
  Cedic,	
  1972.	
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