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ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΙ ΧΩΡΟΙ : ΕΝΔΟΓΕΝΗΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΥ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ 

Ευκλείδειος χώρος καλείται κάθε πραγµατικός διανυσµατικός χώρος Ε, πεπερασµένης διάστασης, εφοδι-
ασµένος µε την πράξη του εσωτερικού γινοµένου. Το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται ενδογενώς ως διγραµµι-
κή, συµµετρική και θετικά ορισµένη απεικόνιση1, η οποία σε κάθε ζεύγος διανυσµάτων    

x, y ∈Ε  αποδίδει 
ένα πραγµατικό αριθµό που συµβολίζεται    <

x, y > :  

  < ,>: E × E→  . 

Η διανυσµατική δοµή προσδίδει στα στοιχεία του ευκλείδειου χώρου διανυσµατική υπόσταση και διαµέσου 
του εσωτερικού γινοµένου αποδίδεται σε κάθε διάνυσµα το µέτρο του ως εξής : 2 

   ||
x || = < x, x > . 

Επίσης, από τη στάθµη προκύπτει η εξής µετρική που ορίζει την τοπολογία του ευκλείδειου χώρου Ε : 3 

   d : E × E→  ,     d(x, y) = || x − y || . 

                                                
1    Διγραµµικότητα :      <

x + ′x , y >=< x, y > + < ′x , y > ,     ∀
x, ′x , y ∈E , 

       <
x, y + ′y >=< x, y > + < x, ′y > ,     ∀

x, y, ′y ∈E , 

       λ < x, y >=< λ x, y >=< x,λ y > ,   
   ∀
x, y ∈E, ∀λ ∈ . 

Συµµετρικότητα :     <
x, y > = < y, x > ,     ∀

x, y ∈E . 

     “θετικά ορισµένη” :    <
x, x > ≥ 0 ,    ∀

x ∈E ,    
   <
x, x > = 0 ⇔

x =

0 . 

2     Συνεπώς, κάθε ευκλείδειος χώρος Ε αποκτά δοµή σταθµισµένου διανυσµατικού χώρου η οποία ορίζεται ως εξής : 

  || || : E→ + ,      ||
x || = < x, x > , 

και πληρούνται οι ακόλουθες συνθήκες : 

•    ||
x || = 0 ⇒ x = 0 ,    

x ∈Ε , 

•    ||λ
x || = |λ | || x || ,    ∀

x ∈Ε , ∀λ ∈ , 

•    ||
x + y ||≤ || x ||+ || y || ,     ∀

x, y ∈Ε . 

3     Συνεπώς, κάθε ευκλείδειος χώρος Ε αποκτά µετρική δοµή η οποία ορίζεται ως εξής : 

   d : E × E→  ,     d(x, y) = || x − y || , 
και πληρούνται οι ακόλουθες συνθήκες : 

•   d(x, y) = 0 ⇒ x = y ,    x, y ∈Ε , 
•   d(x, y) = d( y,x) ,    ∀ x, y ∈Ε , 
•   d(x, y) ≤ d(x,z) + d(z, y) ,    ∀ x, y,z ∈Ε . 
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Άσκηση 1. Επαληθεύστε ότι από το εσωτερικό γινόµενο απορρέει πράγµατι µια στάθµη και συνακόλουθα µια µετρική, 
όπως υποδεικνύεται στην προηγούµενη κατασκευή, δηλαδή ότι πράγµατι πληρούνται τα αξιώµατα των σταθµισµένων 
χώρων και των µετρικών χώρων. Προηγουµένως, σας προτείνουµε να αποδείξετε την ανισότητα Cauchy-Schwarz: 4 

   |<
x, y > | ≤ || x || || y ||, ∀ x, y ∈Ε . 

Ερώτηµα. Αν σε ένα πραγµατικό διανυσµατικό χώρο δοθεί µια µετρική, πώς θα αναγνωρίσουµε αν προέρχεται ή όχι 
από µια στάθµη και αν δοθεί µια στάθµη πώς θα αναγνωρίσουµε αν προέρχεται ή όχι από ένα εσωτερικό γινόµενο; 5  

 
• Θεωρούµε µια διγραµµική απεικόνιση στον n–διάστατο πραγµατικό διανυσµατικό χώρο Ε : 

   B: E × E→  . 

Στη βιβλιογραφία οι διγραµµικές αυτές απεικονίσεις καλούνται διγραµµικές µορφές ορισµένες στο χώρο Ε. 
Η έκφραση µιας διγραµµικής µορφής σε δεδοµένη βάση του χώρου Ε προκύπτει ως εξής : 

   

x = xi

ei
i=1

n

∑   και  
   

y = y j
ej

j=1

n

∑    
   
⇒ B( x, y) = xi y j B(ei ,

ej )
j=1

n

∑ . 

Σε αυτή τη βάση ορίζεται ο πίνακας της διγραµµικής µορφής ως εξής : 

   

M (B)(ei ) =

B(e1,e1) B(e1,e2 )  B(e1,en )

B(e2 ,e1)   

 
B(en ,e1)  B(en ,en )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

και η αριθµητική τιµή που αποδίδεται σε κάθε ζεύγος στοιχείων του Ε υπολογίζεται ως εξής:  

  B(x, y) = t X M Y . 

Προφανώς, η διγραµµική µορφή είναι συµµετρική αν και µόνο αν ο πίνακάς της εκφρασµένος σε µια βάση 
είναι συµµετρικός. Ο έλεγχος της συµµετρικότητας µιας διγραµµικής µορφής είναι απλή διαδικασία, αλλά 
όταν χρειαστεί να ελεγχθεί το κατά πόσο είναι ή όχι θετικά ορισµένη τότε χρειάζεται περισσότερη προσοχή. 
Σε επόµενο µάθηµα θα δώσουµε αλγοριθµικές µεθόδους που επιτρέπουν να αποφανθούµε άµεσα για το αν 
µια συµµετρική διγραµµική µορφή ορίζει ή όχι εσωτερικό γινόµενο σε ένα πραγµατικό διανυσµατικό χώρο. 
    

                                                
4 Υπόδειξη. Αν   x, y ∈Ε  και  λ ∈ , χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της γραµµικότητας του εσωτερικού γινοµένου καταλήγουµε: 

  < λx + y, λx + y > = λ 2 < x ,x > + 2λ < x , y > + < y , y > . 

Επειδή   < λx + y, λx + y > ≥ 0 , το τριώνυµο αυτό είναι θετικό ή µηδέν για κάθε λ οπότε η διακρίνουσά του είναι αρνητική ή µηδέν: 

   < x , y >2 − < x ,x >< y , y > ≤ 0   άρα     <
x, y >2 ≤ || x ||2 || y ||2 . 

Όταν τα θεωρούµενα διανύσµατα είναι συγγραµµικά τότε ισχύει η ισότητα στη σχέση Cauchy-Schwarz. 

5 Απάντηση. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι κάθε µετρική που προέρχεται από µια στάθµη ορισµένη σε έναν πραγµατικό διανυσµατικό 
χώρο διατηρείται αναλλοίωτη κατά τις µεταφορές και τις οµοθεσίες: 

  d(x − a, y − a) = d( y,x) ,   ∀ x, y ∈Ε ,  ∀a ∈Ε ,        d(λx,λ y) = | λ | d(x, y) ,   ∀ x, y ∈Ε ,  ∀λ ∈ . 

Αντίστροφα, κάθε µετρική που είναι ορισµένη σε έναν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο και πληροί αυτές τις συνθήκες προέρχεται από 
µια στάθµη που ορίζεται στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο ως εξής: 

   || x || = d(0,x) ,  ∀ x ∈Ε . 

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι κάθε στάθµη που προέρχεται από ένα εσωτερικό γινόµενο ορισµένο σε έναν πραγµατικό διανυσµατικό 
χώρο διαθέτει την ακόλουθη χαρακτηριστική ιδιότητα που καλείται κανόνας του παραλληλογράµµου: 

   ||
x + y ||2 + || x − y ||2 = 2|| x ||2+2|| y ||2 ,    ∀ x, y ∈Ε . 

Αντίστροφα, κάθε στάθµη ορισµένη σε έναν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο που πληροί τον κανόνα του παραλληλογράµµου προέρ-
χεται από ένα εσωτερικό γινόµενο το οποίο ορίζεται από τον “τύπο πόλωσης” των Fréchet-Von Neumann–Jordan (βλ. βιβλιογραφία). 



 3 

 
 
Άσκηση 2. Ποιες από τις εξής εκφράσεις ορίζουν εσωτερικό γινόµενο στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   Ε = 4 ; 

  < x, y > = x1y1 + x2 y2 + x3 y3 + x4 y4 ,      < x, y > = x1y1 + x2 y2 + x3 y3 ,      < x, y > = x1y1 + x2 y2 + x3 y3 − x4 y4 . 

Άσκηση 3. Δείξτε ότι το σύνολο των διγραµµικών µορφών σε ένα n–διάστατο πραγµατικό διανυσµατικό χώρο Ε, 
εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µε πραγµατικούς αριθµούς, διαθέτει δοµή 
πραγµατικού διανυσµατικού χώρου διάστασης n2 και ότι οι συµµετρικές διγραµµικές µορφές συγκροτούν διανυσ-
µατικό υπόχωρο διάστασης n(n+1)/2. Εξετάστε αν οι συµµετρικές και θετικά ορισµένες διγραµµικές µορφές συγ-
κροτούν ή όχι διανυσµατικό υπόχωρο µέσα σε αυτόν τον διανυσµατικό χώρο. 

 
• Η ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΥΣ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΥΣ ΧΩΡΟΥΣ 

Σε κάθε ζεύγος µη µηδενικών διανυσµάτων του ευκλείδειου χώρου Ε αποδίδεται η γωνία τους,  
µεταξύ 0 και π, η οποία ορίζεται ως εξής: 6 

   
cosθ = < x, y >

|| x || || y ||
. 

Η συνθήκη ορθογωνιότητας δυο µη µηδενικών διανυσµάτων του ευκλείδειου χώρου Ε εκφράζεται ως εξής : 

   
x ⊥ y ⇔ < x, y >= 0  

και δηλώνει ότι : 7 

   || x + y || = || x − y || . 
 

Οι ορθοκανονικές βάσεις του ευκλείδειου χώρου Ε χαρακτηρίζονται ως εξής: 

          
   
< ei ,
ej > = δ ij  (σύµβολο Kronecker), , 1,...,i j n= ,  (dimE=n). 8 

Κάθε ορθοκανονική βάση ορίζει ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων στον ευκλείδειο χώρο Ε και έτσι στα 
σηµεία του αποδίδονται αριθµητικές συντεταγµένες διαµέσου των ορθογώνιων προβολών στους άξονες : 

   π i :Ε→  ,    π i(x) = xi ,   1,...,i n= . 

Αν θεωρήσουµε δυο διανύσµατα και τα εκφράσουµε σε µια βάση του ευκλείδειου χώρου E τότε : 

   

x = xi

ei
i=1

n

∑   και  
   

y = y j
ej

j=1

n

∑    
   
⇒ < x, y > = xi y j <

ei ,
ej >

j=1

n

∑ . 

Στις ορθοκανονικές βάσεις προκύπτει η εξής κανονική έκφραση του εσωτερικού γινοµένου : 

   <
x, y >= x1y1 + ...+ xn yn . 

Συνεπώς, στις ορθοκανονικές βάσεις προκύπτει η εξής κανονική έκφραση του µέτρου των διανυσµάτων : 

   
|| x ||= x1

2 + ...+ xn
2( )1/2

 

και απορρέει η αντίστοιχη έκφραση της απόστασης δυο σηµείων του ευκλείδειου χώρου : 

  
d(x, y) = | xi − yi |2

i=1

n

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

1/2

.

 

                                                
6     Η γωνία αυτή δεν είναι προσανατολισµένη και το συνηµίτονο ορίζεται λαµβάνοντας υπόψη την ανισότητα Cauchy-Schwarz. 
7     Η διγραµµικότητα µαζί µε τη συµµετρικότητα υποδεικνύουν ότι: 

  || x + y ||2 = < x + y , x + y > = || x ||2+ || y ||2 + 2 < x, y > ,      || x − y ||2 = < x − y , x − y > = || x ||2+ || y ||2 − 2 < x, y > , 
      και 

  < x, y > = 0 ⇔ || x + y ||= || x − y || . 

8     Το σύµβολο Kronecker ορίζεται ως εξής : 
  
i ≠ j ⇒δ ij = 1 ,  

  
i = j ⇒δ ij = 0 . 


