
ΜΑΣ 024 Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις ∆Ε πρώτης και δεύτερης τάξης

1.1 ∆ιαφορικές Εξισώσεις πρώτης και δεύτερης τάξης

Οι ∆Ε Bernoulli και Ricatti
Η εξίσωση Bernoulli

x′ + p(t)x = q(t)xγ γ 6= 0, 1 ,

µε την εισαγωγή νέας εξαρτηµένης µεταβλητής

v(t) = x1−γ(t)

µετατρέπεται στην γραµµική ∆Ε

v′ + (1− γ) p(t) v = (1− γ) q(t)

Αν για την ∆Ε Ricatti

x′ = f(t) + g(t)x+ h(t)x2

γνωρίζουµε µια ειδική λύση u(t), τότε µε την αντικατάστα-
ση

x(t) = u(t) +
1

v(t)
v(t) 6= 0

η ∆Ε Ricatti µετατρέπεται στην γραµµική ∆Ε

v′ +
(
g(t) + 2h(t)u(t)

)
v + h(t) = 0

Ολοκληρωτικοί παράγοντες - Συναρτήσεις Euler

∆ιάφορες µορφές ολοκληρωτικών παραγόντων E(x, y) για την ∆Ε A(x, y) +B(x, y) y′ = 0

E(x, y) = f(x) E(x, y) = f(y) E(x, y) = f(x+ y) E(x, y) = f(x y) E(x, y) = f(x2 + y2)

f ′

f
=
∂yA− ∂xB

B

f ′

f
=
∂yA− ∂xB

(−A)

f ′

f
=
∂yA− ∂xB
B −A

f ′

f
=
∂yA− ∂xB
yB − xA

f ′

f
=

∂yA− ∂xB
2(xB − y A)

Υποβιβασµός τάξης

Αν η συνάρτηση u1(t) αποτελεί λύση της οµογενούς γραµµικής ∆Ε u′′ = g(t)u + h(t)u′, t ∈ I ⊂ R, όπου g(t),
h(t) δοσµένες συναρτήσεις, συνεχείς στο διάστηµα I, τότε η γενική λύση της ∆Ε δίνεται από την 2-παραµετρική
οικογένεια συναρτήσεων u = c1 u1(t) + c2 u2(t), όπου

u2(t) = u1(t)

∫ [
1(

u1(t)
)2 exp

(∫
h(t) d t

)]
d t .

Μέθοδος µεταβολής των παραµέτρων

Ας υποτεθεί ότι (i) οι συναρτήσεις f(t), g(t) και h(t) είναι συνεχείς στο διάστηµα I ⊂ R, και (ii) οι συναρτήσεις
u1(t), u2(t) είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς ∆Ε u′′ = g(t)u + h(t)u′. Τότε η γενική λύση της
µή-οµογενούς ∆Ε u′′ = f(t) + g(t)u+ h(t)u′ δίνεται από την 2-παραµετρική οικογένεια συναρτήσεων

u = c1 u1(t) + c2 u2(t)− u1(t)

∫
u2 f

W(u1,u2)
d t+ u2

∫
u1 f

W(u1,u2)
d t .

όπου W(u1,u2) = u1 u2
′ − u1′ u2.

Ειδικότερα, οι συναρτήσεις u0 = c1 u1(t)+c2 u2(t) αποτελούν την γενική λύση της οµογενούς ∆Ε, ενώ η συνάρτηση
uειδ = −u1(t)

∫
u2 f

W(u1,u2)
d t+ u2

∫
u1 f

W(u1,u2)
d t αποτελεί µιαν ειδική λύση της µη οµογενούς ∆Ε. L(f(t)

Μέθοδος προσδιορισµού των συντελεστών

΄Ορος εξαναγκασµού Μορφή ειδικής λύσης

a0 + a1 t+ · · · an tn ts (b0 + b1 t+ · · ·+ bn t
n)

(a0 + a1 t+ · · · an tn) ek t ts (b0 + b1 t+ · · ·+ bn t
n) ek t

(a0 + a1 t+ · · · an tn) ek t cos(λ t)
ή ts (b0 + b1 t+ · · ·+ bn t

n) ek t cos(λ t) + ts (γ0 + γ1 t+ · · ·+ γn t
n) ek t sin(λ t)

(a0 + a1 t+ · · · an tn) ek t sin(λ t)
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ΜΑΣ 024 Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις Γραµµικά συστήµατα ∆Ε, µετασχηµατισµός Laplace

Γραµµικά συστήµατα ∆Ε πρώτης τάξης.

΄Εστω ότι {x(1)(t), . . . ,x(n)(t)} είναι το ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων του οµογενούς συστήµατος x′ = P(t) x, και

Ψ(t) =


x
(1)
1 (t) · · · x

(n)
1 (t)

...
...

x
(1)
n (t) · · · x

(n)
n (t)

 ,

ο ϑεµελιώδης πίνακας του οποίου οι στήλες είναι τα διανύσµατα x(1)(t), . . . ,x(n)(t). Τότε η γενική λύση του
µη-οµογενούς συστήµατος ∆Ε x′ = P(t) x + g(t) δίνεται από τη σχέση

x = Ψ(t) c + Ψ(t)

∫ t

t0

Ψ−1(s) g(s)d s ,

όπου c ένα σταθερό διάνυσµα-στήλη και Ψ−1 ο αντίστροφος πίνακας του πίνακα Ψ.

Μέθοδος µετασχηµατισµού Laplace.

Γενικές ιδιότητες

f(t) , t ∈ R , t ≥ 0 F (s) =
∫ +∞
0

e−s tf(t) dt

f ′(t) sF (s)− f(0)

f (k)(t) sk F (s)− sk−1f(0)− · · · − s f (k−2)(0)− f (k−1)(0)

g(t) =
∫ t
0
f(τ) dτ G(s) =

F (s)

s

f(λ t) , λ > 0
1

λ
F
( s
λ

)
eλ t f(t) F (s− λ)

t f(t) −F ′(s)

tk f(t) (−1)k F (k)(s)

f(t)

t

∫∞
s
F (σ) dσ

Ανάλυση ϱητών συναρτήσεων σε απλούς λόγους
Κάθε πολυώνυµο p(x) = bn x

n + bn−1 x
n−1 + · · · + b1 x + b0 µπορεί να αναλυθεί σε

γινόµενο παραγόντων

p(x) = bn x
n + · · · b0 = bn(x− a)k · · · (x− γ)λ

(
(x− µ)2 + ν2

)ρ
· · ·
(

(x− ε)2 + δ2
)τ

Κάθε ϱητή συνάρτηση r(x) =
q(x)

p(x)
όπου q(x) είναι πολυώνυµο µε ϐαθµό µικρότερο

(< n) από τον ϐαθµό n του πολυωνύµου p(x) αναλύεται σε απλούς λόγους ως εξής

r(x) =

(
A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · · Ak

(x− a)k

)
+ · · ·

(
Γ1

x− γ
+

Γ2

(x− γ)2
+ · · · Γk

(x− γ)λ

)
+

(
M1(x− µ) +N1

(x− µ)2 + ν2
+ · · ·+ Mρ(x− µ) +Nρ

((x− µ)2 + ν2)ρ

)
+ · · ·

· · ·+
(
E1(x− ε) + ∆1

(x− ε)2 + δ2
+ · · ·+ Eτ (x− ε) + ∆τ

((x− ε)2 + δ2)τ

)
.

Ειδικά

f(t) F (s)

1
1

s

t
1

s2

tn , n ∈ N
n!

sn+1

ta , a ∈ R
Γ(a+ 1)

sa+1

a > −1

ea t
1

s− a

cos k t
s

s2 + k2

sin k t
k

s2 + k2

ea t cos k t
s− a

(s− a)2 + k2

ea t sin k t
k

(s− a)2 + k2

cosh k t
s

s2 − k2

sinh k t
k

s2 − k2

u(t− a)
e−a s

s
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