
ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

2.3 Ασκήσεις – 19/09/2012

΄Ασκηση 1. Αν η συνάρτηση f έχει έναν από τους παρακάτω τύπους να ϐρεθεί το πεδίο
ορισµού της

a) f (x) =
√

2 |x − 2|+ x − 5 b) f (x) =
√
|x + 1|+ |x − 2| − 5

c) f (x) =
2 tan x

1− tan2 x
d) f (x) =

√
1− x2 +

√
sin x

Λύση

a) Παρατηρούµε ότι η ποσότητα που είναι κάτω από την ϱίζα ϑα πρέπει να είναι µη αρνητικός αριθµός.
Επιπλέον παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας όρος που έχει απόλυτη τιµή και για αυτόν το όρο ϑα πρέπει
να πάρουµε περιπτώσεις. ΄Ετσι έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 2 |x − 2|+ x − 5 ≥ 0}

= {x ∈ R ,
x − 2 ≥ 0

2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0
ή

x − 2 < 0
−2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0

}

= {x ∈ R ,
x ≥ 2

3 x − 9 ≥ 0
ή

x < 2
−x − 1 ≥ 0

} = {x ∈ R ,
x ≥ 2
x ≥ 3

ή
x < 2
x ≤ −1

}

= {x ∈ R , x ≥ 3 ή x ≤ −1} = (−∞,−1] ∪ [3,+∞).

b) ΄Εχουµε παρόµοιες διαπιστώσεις όπως προηγουµένως αλλά όµως τώρα έχουµε δυο όρους µε α-
πόλυτα και έτσι ϑα πρέπει να διακρίνουµε 4 περιπτώσεις ανάλογα αν οι όροι µέσα στα απόλυτα είναι
ϑετικοί ή µη ϑετικοί πραγµατικοί :
1) x − 2 ≥ 0 και x + 1 ≥ 0 που συναληθεύουν x ≥ 2.
2) x − 2 < 0 και x + 1 > 0 που συναληθεύουν για −1 < x < 2,
3) x + 1 ≤ 0 και x − 2 < 0 που συναληθεύουν όταν x ≤ −1 και
4) x − 2 > 0 και x + 1 < 0 η οποία δεν ικανοποιείται για κανένα x, οπότε έχουµε µόνο τις 3 προ-
ηγούµενες περιπτώσεις.

1) Αν x ≥ 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1 + x − 2− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≥ 6⇒ x ≥ 3

που συναληθεύουν για x ≥ 3.
2) Αν −1 < x < 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 0 > 2

αδύνατον άρα δεν υπάρχουν x που να είναι στο πεδίο ορισµού στο διάστηµα (−1,2)

3) Αν x ≤ −1, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ −(x + 1)− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≤ 4⇒ x ≤ −2
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που συναληθεύουν για x ≤ −2.

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε ότι

D(f ) = {x ∈ R : x ≥ 3 ή x ≤ −2} = (−∞,−2] ∪ [3,+∞).

c) Η συνάρτηση

tan x =
sin x

cos x

ορίζεται σε όλα τα x ∈ R εκτός από αυτά που µηδενίζεται η συνάρτηση cos x, δηλαδή για x 6= k π+π/2,
k ∈ Z. Οπότε για το πεδίο ορισµού της f ϑα πρέπει επιπλέον να µην µηδενίζεται και ο παρανοµαστής
1 − tan2 x. Ο παρανοµαστής µηδενίζεται όταν tan x = ±1 ή ισοδύναµα όταν cos x = ± sin x. Το
τελευταίο συµβαίνει όταν η γωνία x είναι ±45 µοίρες ή x = ±π/4 και προσαυξηµένη κατά ακέραια
πολλαπλάσια του π, δηλαδή όταν x = k π ± π/4, k ∈ Z. ΄Αρα συνολικά έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= k π + π/2 και x 6= k π ± π/4 k ∈ Z}

d) Θα πρέπει και οι δυο ποσότητες που είναι κάτω από την ϱίζα να είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί.

D(f ) = {x ∈ R : 1− x2 ≥ 0 και sin x ≥ 0}

Η sin x είναι ϑετικός αριθµός όταν η γωνία x είναι ανάµεσα σε 0 και π καθώς και προσαυξηµένη µε
πλήρεις περιστροφές κατά γωνία 2 π, δηλαδή 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π k ∈ Z. Οπότε

D(f ) = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1 και 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π, k ∈ Z}

΄Οµως τα διαστήµατα [2 k π,2 k π + π] για k = ±1,±2 . . . δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο µε το
διάστηµα [−1,1]. Από την άλλη, για k = 0 το διάστηµα [0, π] έχει τοµή (κοινά σηµεία) µε το [−1,1]

το διάστηµα [0,1].΄Αρα
D(f ) = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} = [0,1]

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί το πεδίο τιµών της συνάρτησης f µε τύπο

f (x) =
x2 + 4

x2 + x + 1

Λύση

΄Εχουµε µια ϱητή συνάρτηση όπου ο παρανοµαστής δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, άρα D(f ) = R. Για
το πεδίο τιµών της f έχουµε:

D(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y =
x2 + 4

x2 + x + 1
}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y x2 + y x + y = x2 + 4}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε (y− 1) x2 + y x + (y− 4) = 0 (∗)}
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Αν y = 1 το τριώνυµο (∗) γίνεται x = 3, άρα υπάρχει x ∈ R για το οποίο η f να έχει τιµή 1, συνεπώς
1 ∈ R(f ).
Για y 6= 1, το τριώνυµο (∗) ως προς x έχει πραγµατικές ϱίζες αν και µόνο αν ∆ ≥ 0. ή ισοδύναµα

y2 − 4(y− 1)(y− 4) ≥ 0 ⇒ 3 y2 − 20 y+ 16 ≤ 0 ⇒ 10− 2
√

13
3

≤ y ≤ 10 + 2
√

13
3

Επειδή 1 ∈ [10−2
√

13
3 , 10+2

√
13

3 ] έχουµε τελικά ότι

R(f ) = [
10− 2

√
13

3
,

10 + 2
√

13
3

]

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν οι πραγµατικές τιµές του λ για τις οποίες το πεδίο τιµών της f (x)

µε τύπο

f (x) =
x + λ

x2 + 1
είναι το διάστηµα [−1

4 , 1].
Λύση

΄Εχουµε πρώτα απ΄όλα ότι D(f ) = R. Για το πεδίο τιµών έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y =
x + λ

x2 + 1
} = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y x2 − x + (y− λ) = 0}

= {y ∈ R : 1− 4 y (y− λ) ≥ 0} = {y ∈ R :
λ −
√
λ2 + 1
2

≤ y ≤ λ +
√
λ2 + 1
2

}

=

[
λ −
√
λ2 + 1
2

,
λ +
√
λ2 + 1
2

]

Για να είναι R(f ) = [−1/4,1], αρκεί και πρέπει να υπάρχει λ τέτοιο που

λ −
√
λ2 + 1
2

= −1
4

λ +
√
λ2 + 1
2

= 1

⇒
λ +

1
2

=
√
λ2 + 1

2− λ =
√
λ2 + 1

⇒
λ +

1
2

= 2− λ

(2− λ)2 = λ2 + 1

−1
2 ≤ λ ≤ 2


⇒

λ =
3
4

25
16 = 25

16

−1
2 ≤ λ = 3

4 ≤ 2


΄Αρα για λ = 3

4 η f έχει R(f ) = [−1
4 ,1]

Προσοχή !!! Είναι λάθος να απαιτήσουµε −1
4 ≤

x+λ
x2+1 ≤ 1 για κάθε x ∈ R γιατί ναι µεν οι τιµές της f

ϑα είναι στο [−1
4 ,1] όµως από µόνο της η απαίτηση αυτή δεν είναι αρκετή να µας εξασφαλίσει ότι το

πεδίο τιµών της f είναι όλο το διάστηµα [−1
4 ,1].
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΄Ασκηση 4. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =

√
x

x − 1
, g(x) =

√
x√

x − 1

Να δειχθεί ότι f 6= g.
Λύση

Για να ισχύει f = g ϑα πρέπει D(f ) = D(g) και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R :
x

x − 1
≥ 0 και x − 1 6= 0} = {x ∈ R : x (x − 1) ≥ 0 και x 6= 1}

= {x ∈ R : (x ≤ 0 ή x ≥ 1) και x 6= 1} = {x ∈ R : x ≤ 0 ή x > 1}

= (−∞,0] ∪ (1,+∞)

Για το πεδίο ορισµού της g έχουµε D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0 και x > 1} = {x ∈ R : x > 1} =

(1,+∞). Αφού D(f ) 6= D(g), τότε f 6= g.

Παρατήρηση για επιπλέον ανάλυση: Παρατηρούµε ότι υπάρχει κοινό πεδίο ορισµού των f, g, το
διάστηµα A = D(f ) ∩ D(g) = (1,+∞). Για κάθε x ∈ A έχουµε ότι x > 0 και x > 1, οπότε

f (x) =

√
x

x − 1
=

√
x√

x − 1
= g(x) ∀x ∈ A

Οπότε αν περιορίσουµε τις τιµές του x στο διάστηµα A έχουµε ότι f = g για κάθε x ∈ (1,+∞).

΄Ασκηση 5. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) =
√

4− x2, g(x) =
√
x. Να ϐρεθεί το πεδίο

ορισµού για κάθε µια από τις συναρτήσεις f , g, f/g, g/f και f + g.
Λύση

Βρίσκουµε πρώτα τα πεδία ορισµού των f, g καθώς και το κοινό πεδίο ορισµού τους. ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 4− x2 ≥ 0} = {x ∈ R : x2 − 4 ≤ 0} = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2} = [−2,2]

D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0} = [0,+∞).

A = D(f ) ∩ D(g) = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2 και x ≥ 0} = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 2} = [0,2]

D(f + g) = A = [−2,2]

D(f/g) = A − {x ∈ R : g(x) = 0} = A − {x ∈ R : x = 0} = [0,2]− {0} = (0,2].

D(g/f ) = A − {x ∈ R : f (x) = 0} = A − {x ∈ R : x2 = 4} = [0,2]− {−2,2} = [0,2).

΄Ασκηση 6. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =
2α2 x + α

x + 1− α
, g(x) =

(3α − 1) x + α

x + α
.

Να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός α έτσι ώστε οι συναρτήσεις f, g να είναι ίσες.
Λύση

Αρχικά ϑα πρέπει D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= α − 1} και D(g) = {x ∈ R : x 6= −α}
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Για να είναι D(f ) = D(g) πρέπει και αρκεί α − 1 = −α ⇔ α = 1/2. Για α = 1
2 έχουµε

f (x) =
1
2 x + 1

2
x + 1

2
=

x + 1
2 x + 1

και g(x) =
(3

2 − 1) x + 1
2

x + 1
2

=
x + 1

2 x + 1

άρα f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R− {−1
2}.

΄Ετσι για α = 1
2 έχουµε D(f ) = D(g) = R − {−1

2} και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R − {−1
2},

συνεπώς για α = 1
2 οι συναρτήσεις f, g είναι ίσες.
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