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12 Το αόριστο ολοκλήρωµα

12.1 Αντιπαράγωγοι

΄Εστω ότι η y = f (x) ορίζεται στο διάστηµα I, οποιουδήποτε τύπου. Αν µια δεύτερη συνάρτηση
y = F(x), που ορίζεται στο ίδιο διάστηµα I, έχει την ιδιότητα

F ′(x) = f (x) , για κάθε x στο I ,

τότε η y = F(x) λέγεται αντιπαράγωγος ή παράγουσα ή αρχική συνάρτηση της y = f (x)

στο διάστηµα I.
Για παράδειγµα, η y = ln |x| είναι αντιπαράγωγος της y = 1

x στο (−∞,0) και στο (0,+∞).
΄Εστω ότι η y = F(x) είναι αντιπαράγωγος της y = f (x) στο I. Τότε το σύνολο όλων των

αντιπαραγώγων της y = f (x) στο I αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις της µορφής

y = F(x) + c

όπου c είναι ένας οποιοσδήποτε σταθερός αριθµός (δηλαδή ανεξάρτητος του x), και από
καµιά άλλη συνάρτηση.

Για παράδειγµα, οι αντιπαράγωγοι της y = x2 στο (−∞,+∞) είναι ακριβώς όλες οι
συναρτήσεις της µορφής

y =
y3

3
+ c

όπου c µια αυθαίρετη σταθερή.
Θα πρέπει να προσεχθεί ότι αν µια συνάρτηση έχει παράγωγο ίση µε 0 σε κάθε σηµείο

της ένωσης δυο ξένων διαστηµάτων, τότε δεν σηµαίνει ότι η συνάρτηση είναι σταθερή στην
ένωση των δυο αυτών διαστηµάτων. Για παράδειγµα η ϐηµατική συνάρτηση

y =

{
0 , x < 0
1 , x > 0

έχει παράγωγο ίση µε 0 σε κάθε σηµείο της ένωσης (−∞,0) ∪ (0,+∞), αφού είναι σταθερή
σε καθένα από τα διαστήµατα (−∞,0) και (0,+∞). ΄Οµως, δεν είναι σταθερή στην ένωση
(−∞,0) ∪ (0,+∞) αφού η τιµή της εξαρτάται από το x καθώς αυτό διατρέχει το (−∞,0) ∪
(0,+∞).

Οπότε καταλαβαίνουµε γιατί οι παραπάνω διατυπώσεις για τις αντιπαραγώγους αναφέρον-
ται σε διάστηµα και όχι σε στην ένωση περισσότερων του ενός διαστηµάτων.

Για παράδειγµα, οι αντιπαράγωγοι της y = 1
x στο (−∞,0) καθώς και στο (0,+∞) είναι

ακριβώς όλες οι συναρτήσεις y = ln |x| + c, όπου c µια σταθερά. ΄Οµως, οι αντιπαράγωγοι
της y = 1

x στην ένωση (−∞,0) ∪ (0,+∞) είναι όλες οι συναρτήσεις τις µορφής

y =

{
ln |x|+ c1 , x < 0
ln |x|+ c2 , x > 0

όπου c1 και c2 είναι δυο αυθαίρετες σταθερές (ανεξάρτητες του x), όχι απαραίτητα ίσες.
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12.2 Αόριστα ολοκληρώµατα

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b], οπότε ορίζεται το ολοκλήρωµα∫ b

a

f (x)d x .

Θεωρούµε τώρα τις εξής επεκτάσεις του συµβόλου του ολοκληρώµατος

(i)

∫ a

b

f (x)d x = −
∫ b

a

f (x)d x .

δηλαδή επιτρέπεται να γράφουµε το µεγαλύτερο άκρο του διαστήµατος στο κάτω µέρος του
συµβόλου του ολοκληρώµατος και το µικρότερο στο πάνω µέρος. Επίσης, αν η y = f (x)

ορίζεται µόνο στο σηµείο a, τότε την ϑεωρούµε ολοκληρώσιµη και γράφουµε

(ii)

∫ a

a

f (x)d x = 0 .

Οπότε, έχουµε ορίσει το ολοκλήρωµα της f (x) για οποιαδήποτε διάταξη των a, b, µε την
προϋπόθεση ότι η y = f (x) είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], αν b > a, ή στο [b, a] αν b < a, ή
στο σηµείο a, αν a = b. Με αυτές στις επεκτάσεις η ιδιότητα∫ c

a

f (x)d x =

∫ b

a

f (x)d x +

∫ c

b

f (x)d x ,

που ισχύει όταν a < b < c, επεκτείνεται σε όλες τις περιπτώσεις διάταξης των a, b, c, µε
τη προϋπόθεση η y = f (x) να είναι ολοκληρώσιµη στο κλειστό διάστηµα από το µικρότερο
µέχρι το µεγαλύτερο από τα a, b, c.

΄Εστω ότι η συνάρτηση y = f (x) είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα I οποιουδήποτε τύπου
και ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα του I. Παίρνουµε ένα οποιο-
δήποτε σηµείο a του I και στην συνέχεια ϑεωρούµε ένα x να διατρέχει το I και για κάθε τέτοιο
x ϑεωρούµε το ολοκλήρωµα ∫ x

a

f (t)d t .

Αυτό είναι ένας αριθµός η τιµή του οποίου εξαρτάται από το x. Τέλος, παίρνουµε και µια
αυθαίρετη σταθερή c που δεν εξαρτάται από τον x και ορίζουµε, λοιπόν στο I µια συνάρτηση
µε τύπο

y = F(x) =

∫ x

a

f (t)d t + c .

Την συνάρτηση αυτή την ονοµάζουµε το αόριστο ολοκλήρωµα της y = f (x) στο διάστηµα I.
Ο αριθµός a που εµφανίζεται στο κάτω άκρο του ολοκληρώµατος λέγεται το αρχικό σηµείο

του αόριστου ολοκληρώµατος

y = F(x) =

∫ x

a

f (x)d x + c .
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Η επιλογή του a είναι αυθαίρετη και αν ϑέλουµε να το αντικαταστήσουµε µε ένα άλλο αριθµό
a ′ στο διάστηµα I, κάνουµε το εξής απλό

F(x) =

∫ x

a

f (t)d t + c =

∫ a′

a

f (t)d t +

∫ x

a′
f (t)d t + c =

∫ x

a′
f (t)d t + c′ ,

όπου

c′ =

∫ a′

a

f (t)d t + c ,

µια νέα αυθαίρετη σταθερά. ∆ηλαδή, η αντικατάσταση του αρχικού σηµείου a ∈ I από κάποιο
άλλο αριθµό a ′ ∈ I, ισοδυναµεί µε την αντικατάσταση της σταθεράς c από κάποια άλλη
σταθερά c′. Οπότε η καταλληλότερη επιλογή του αρχικού σηµείου στο αόριστο ολοκλήρωµα
είναι αυτή που είναι πιο ϐολική για τις πράξεις υπολογισµού του ολοκληρώµατος

∫ x
a f (t)d t.

Για παράδειγµα, για να ϐρούµε το αόριστο ολοκλήρωµα της y = x στο διάστηµα (−∞,+∞)

παίρνουµε αρχικό σηµείο το 0 κι έχουµε∫ x

0
t d t =

x2

2

∣∣∣∣t=x
t=0

=
x2

2
− 02

2
=
x2

2
,

κι έτσι το αόριστο ολοκλήρωµα της y = x είναι το y = x2

2 + c, όπου c µια αυθαίρετη σταθερά.
Αν επιλέξουµε ένα άλλο αρχικό σηµείο a τότε το αόριστο ολοκλήρωµα της y = x είναι∫ x

a

t d t =
x2

2

∣∣∣∣t=x
t=a

=
x2

2
− a2

2
,

και η σταθερά είναι c = −a2

2

Χρησιµοποιούµε το σύµβολο του ολοκληρώµατος χωρίς όρια στις πάνω και κάτω µεριές
για να δηλώσουµε ταυτόχρονα όλα τα αόριστα ολοκληρώµατα της συνάρτησης y = f (x) σε
κάποιο διάστηµα I, δηλαδή ∫

f (x)d x =

∫ x

a

t d t + c .

και µε αυτόν το τρόπο δηλώνουµε µια µονοπαραµετρική οικογένεια συναρτήσεων, δηλαδή
µια οικογένεια συναρτήσεων που παραµετρικοποιούνται από µια πραγµατική σταθερά c.
Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος Riemann µπορούµε να αποδείξουµε ότι
για το αόριστο ολοκλήρωµα ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

i)

∫ (
f (x) + g(x)

)
d x =

∫
f (x)d x +

∫
g(x)d x

ii)

∫ (
λ f (x)

)
d x = λ

∫
f (x)d x
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12.3 Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του απειροστικού λογισµού.

Πρόταση 12.1. Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του απειροστικού λογισµού.

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα I (οποιουδήποτε τύπου) και είναι ολοκλη-

ϱώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα του I. Παίρνουµε οποιοδήποτε a στο I και

ϑεωρούµε το αόριστο ολοκλήρωµα

y = F(x) =

∫ x

a

f (t)d t + c

στο I. Αν η y = f (x) είναι συνεχής σε κάποιο ξ στο I , τότε η y = F(x) είναι παραγωγίσιµη στον

ξ και ισχύει

F ′(ξ ) = f (ξ )

Ειδικότερα, αν η y = f (x) είναι συνεχής στο I , τότε η y = F(x) είναι παραγωγίσιµη στο I και

ισχύει

F ′(x) = f (x)

για κάθε x στο I.

΄Αµεση απόρροια της παραπάνω πρότασης είναι ότι αν η y = f (x) είναι συνεχής στο I,
τότε κάθε αόριστο ολοκλήρωµά της στο I είναι και αντιπαράγωγός της στο I, και αντιστρόφως.

Οι παρακάτω προτάσεις είναι απόρροια του ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος του απειροστικού
λογισµού και έχουν µεγάλη πρακτική σηµασία τόσο στον υπολογισµό αόριστων ολοκληρω-
µάτων όσο και ορισµένων ολοκληρωµάτων Riemann:

Πρόταση 12.2. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο I και έστω ότι η y = F(x) είναι µια

αντιπαράγωγός της στο I.

α) Τα αόριστα ολοκληρώµατα της y = f (x) στο I είναι ακριβώς όλες οι συναστήσεις y =

F(x) + c, όπου c µια σταθερά, δηλαδή

∫
f (x)d x = F(x) + c (x στο I )

ϐ) Το ολοκλήρωµα Riemann της y = f (x) σε οποιοδήποτε υποδιάστηµα [a, b] του I είναι ίσο

µε την διαφορά των τιµών της y = F(x) στα άκρα του διαστήµατος, δηλαδή

∫ b

a

f (x)d x = F(b)− F(a) (a, b στο I )

Παρακάτω δίνονται µερικά ϐασικά αόριστα ολοκληρώµατα και τα αντίστοιχα ορισµένα
ολοκληρώµατα Riemann καθώς και τα αντίστοιχα διαστήµατα που ισχύουν:
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Αόριστο Ορισµένο==+ διαστήµατα

∫
1d x = x + c

∫ b

a

1d x = b − a (−∞,+∞)

∫
xλ d x =

xλ+1

λ + 1
+ c

∫ b

a

xλ d x =
bλ+1 − aλ+1

λ + 1

(−∞,+∞) λ ∈ N
(−∞, 0) ∪ (0,+∞) λ ∈ Z, λ ≤ −2

[0,+∞) λ > 0, λ /∈ Z
(0,+∞) λ < 0, λ /∈ Z

∫
1
x
d x = ln |x|+ c

∫ b

a

1
x
d x = ln |b| − ln |a| = ln

b

a
(−∞,0)

(0,+∞)

∫
λx d x =

λx

lnλ
+ c

∫ b

a

λx d x =
λb − λa

lnλ
(−∞,∞) , λ > 0 ,

λ 6= 1

∫
cos x d x = sin x + c

∫ b

a

cos x d x = sin b − sina (−∞,∞)

∫
sin x d x = − cos x + c

∫ b

a

sin x d x = cosa − cos b (−∞,∞)

∫
1

(cos x)2 d x = tan x + c

∫ b

a

1
(cos x)2 d x = tan b − tana

(
− π

2 + k, π, π2 + k π
)
,

k ∈ Z

∫
1

(sin x)2 d x = − cot x + c

∫ b

a

1
(sin x)2 d x = cota − cot b

(
k π, π + k π

)
,

k ∈ Z

∫
1√

1− x2
d x = arcsin x + c

∫ b

a

1√
1− x2

d x = arcsin b−

arcsina
(−1,1)

∫
1√

1− x2
d x = − arccos x + c

∫ b

a

1√
1− x2

d x = arccosa−

arccos b
(−1,1)

∫
1

1 + x2 d x = arctan x + c

∫ b

a

1
1 + x2 d x = arctan b−

arctana
(−∞,+∞)

Για τα ολοκληρώµατα 9, 10 σηµειώστε ότι ισχύει η ταυτότητα arcsin x + arccos x = π
2 .
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