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14 Εφαρµογές των ολοκληρωµάτων

14.1 Υπολογισµός εµβαδών µε την µέθοδο των παράλληλων διατοµών

Θεωρούµε µια ϕραγµένη επίπεδη επιφάνεια A µε οµαλό σύνορο, δηλαδή που περιγράφεται
από µια συνεχή συνάρτηση. Ως x-άξονα ϑεωρούµε µια οποιαδήποτε ευθεία ` στο ίδιο επίπεδο
µε την A. Από κάθε σηµείο x της ` ϕέρνουµε κάθετες ευθείες ως προς την ` οι οποίες τέµνουν
την A σε ένα ή περισσότερα ευθύγραµµα τµήµατα και συµβολίζουµε µε `(x) το συνολικό
µήκος, δηλαδή το άθροισµα των µηκών των επιµέρους ευθύγραµµων τµηµάτων.

y

x

xkxk−1 ξk

`(ξk)

Σχήµα 35: Χωρισµός σε κατακόρυφες στοιχειώδεις επιφάνειες

Επειδή η A είναι ϕραγµένη υπάρχει κάποιο διάστηµα [a, b] έξω από το οποίο οι διατοµές µε
την επιφάνεια είναι κενές, οπότε `(x) = 0 για x /∈ [a, b]. Επιλέγουµε διαµέριση ∆ = {a =

x0 , x1 , x2 , . . . xn−1 , xn = b} του [a, b] µε αρκετά µικρό πλάτος. Συµβολίζουµε µε Ak το µέρος
της A το οποίο περιέχεται ανάµεσα στις ευθείες κάθετες ως προς τον άξονα x στα σηµεία xk−1

και xk, και συµβολίζουµε το εµβαδό της Ak µε Ek. Επειδή η A είσαι ίση µε τα ένωση των
επιφανειών Ak τότε το συνολικό εµβαδό της είσαι ίσο µε το εµβαδό των επιµέρους επιφανειών,
δηλαδή

E = E1 + E2 + · · ·+ En

Επιλέγουµε ενδιάµεσα σηµεία ξk σε κάθε [xk−1, xk] και ϕέρνουµε κάθετη διατοµή ως προς
τον x-άξονα στο κάθε ξk. Στην συνέχεια ϕτιάχνουµε τα ορθογώνια παραλληλόγραµµα όπως
ϕαίνονται στο σχήµα δεξιά. Αν το πλάτος του [xk−1, xk] είναι πολύ µικρό τότε η επιφάνεια Ak
ϑα είναι περίπου ίση µε την επιφάνεια Πk των ορθογώνιων παραλληλόγραµµων. Το κάθε Πk

έχει µήκος ϐάσης (xk − xk−1) και άθροισµα υψών `(ξk), οπότε το εµβαδό του κάθε τµήµατος
Ak ϑα είναι περίπου ίσο µε

Ek ≈ `(ξk) (xk − xk−1)
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και συνολικά το εµβαδό της επιφάνειας A ϑα είναι περίπου ίσο µε

E = `(ξ1) (x1 − x0) + `(ξ2) (x2 − x1) + · · ·+ `(ξn) (xn − xn−1)

Αν το πλάτος της διαµέρισης ∆ είναι αρκετά µικρό, τότε το άθροισµα Riemann `(ξ1) (x1 −
x0) + · · ·+ `(ξn) (xn − xn−1) ϑα είναι όσο κοντά ϑέλουµε στο E της επιφάνειας A, οπότε

E =

∫ b

a

`(x)d x

∆ηλαδή το εµβαδό µιας ϕραγµένης επίπεδης επιφάνειας είναι το ολοκλήρωµα των µηκών των
διατοµών της που είναι κάθετες στην ίδια ευθεία.

Παράδειγµα 14.1. Χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα
ϑα υπολογίσουµε το εµβαδό ενός τραπεζίου µε ύψος
h και του οποίου οι παράλληλες πλευρές έχουν µήκη
a και b. Ως x-άξονα ϑεωρούµε την ευθεία που είναι
κάθετη στις παράλληλες πλευρές του τραπεζίου και το
σηµείο 0 επιλέγουµε να είναι η τοµή της µε την ευθεία
της ϐάσης του τραπεζίου µε πλευρά µήκους a, ενώ το
σηµείο h το σηµείο τοµής της µε την αντίστοιχη πλευρά
µήκους b. Αν ο x είναι εκτός του διαστήµατος [0, h] η
αντίστοιχη διατοµή του τραπεζίου είναι κενή, ενώ όταν
ο x διατρέχει το [0, h] το µήκος της διατοµής στο τυχαίο
x είναι

`(x) =
b − a
h

x + a

y

x
h

ba `(x)

Σχήµα 36: Εµβαδό τραπεζίου

Ο τύπος είναι εύκολο να αποδειχθεί ϐρίσκοντας τις εξισώσεις των δυο ευθειών του τραπεζίου
που δεν είναι παράλληλες και υπολογίζοντας την διαφορά των υψών τους στο άξονα των y για
το τυχαίο x ∈ [0, h]. Εναλλακτικά µπορούµε να τον αποδείξουµε χρησιµοποιώντας µετρικές
σχέσεις κατάλληλων οµοίων τριγώνων. ΄Αρα το εµβαδό του τραπεζίου είναι ίσο µε

E =

∫ h

0
`(x)d x =

∫ h

0

(
b − a
h

x + a

)
d x =

b − a
h

h2

2 + a h =
b + a

2 h

Ο τύπος αυτός περιλαµβάνει και τις ειδικές περιπτώσεις του εµβαδού τριγώνου (a = 0 ή
b = 0) και του εµβαδού παραλληλογράµµου (a = b).

Παράδειγµα 14.2. Θα υπολογίσουµε το εµβαδό κυκλικού δίσκου µε ακτίνα r > 0. Ως x-άξονα
ϑεωρούµε µια ευθεία που διέρχεται από το κέντρο του δίσκου και ως σηµείο 0 επιλέγουµε
να είναι το κέντρο του δίσκου οπότε το µήκος της διατοµής που είναι κάθετη στον x-άξονα
είναι ίσο µε

`(x) = 2
√
r2 − x2

για κάθε x στο διάστηµα [−r, r] και µηδέν για x έξω από το [−r, r].
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Οπότε το εµβαδό του δίσκου είναι ίσο µε

E =

∫ r

−r
`(x) d x =

∫ r

−r
2
√
r2 − x2 d x

Με την αλλαγή µεταβλητής t = x/r το ολοκλήρωµα µε-
τατρέπεται στο

E =

∫ 1

−1
2 r2√1− t2 d t = 2 r2

∫ 1

−1

√
1− t2 d t

Υπολογίζοντας το τελευταίο ολοκλήρωµα (άσκηση 6α
στη σελίδα 107) έχουµε

E = 2r2 1
2
(
t
√

1− t2 + arcsin t
)∣∣∣t=1

t=−1
= r2(π

2+
π

2
)

= π r2

y

xr−r `(x)r

Σχήµα 37: Εµβαδό δίσκου

Παράδειγµα 14.3. Μια ειδική περίπτωση της µεθόδου
των παράλληλων διατοµών είναι ο υπολογισµός του εµ-
ϐαδού που περικλείεται ανάµεσα στα γραφήµατα δυο
συνεχών συναρτήσεων y = f (x) και y = g(x) στο ευ-
ϑύγραµµο τµήµα µε άκρα τα σηµεία µε συντεταγµένες
(a, f (a)) και (a, g(a)), και στο ευθύγραµµο τµήµα µε
άκρα τα σηµεία µε συντεταγµένες (b, f (b)) και (b, g(b)).
Για κάθε x ∈ [a, b] η διατοµή είναι ένα ευθύγραµµο
τµήµα του οποίου το µήκος είναι

`(x) = |f (x)− g(x)|

y

x

ba

`(x)

y = f (x)

y = g(x)

Σχήµα 38: Εµβαδό ανάµεσα στα
γραφήµατα δυο συναρτήσεων

ενώ για κάθε x έξω από το [a, b] η διατοµή είναι κενή. Οπότε το εµβαδό είναι ίσο µε

E =

∫ b

a

|f (x)− g(x)|d x

Αν ϑέλουµε για παράδειγµα να υπολογίσουµε το εµβαδό της επιφάνειας που περιέχεται
ανάµεσα στις καµπύλες y = x και y = x2, στο ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα (−1,−1) και
(−1,1) και στο ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα (3,3) και (3,9), τότε αυτό είναι

E =

∫ 3

−1
|x2 − x|d x

Μελετώντας το πρόσηµο της ποσότητας x2 − x = x(x − 1) στο διάστηµα [−1,3] έχουµε

E =

∫ 3

−1
|x2−x|d x =

∫ 0

−1
(x2−x)d x+

∫ 1

0
(x−x2)d x+

∫ 3

1
(x2−x)d x =

5
6 +

1
6 +

14
3 =

17
3

Παρατήρηση 14.4. Ορισµένες ϕορές οι καµπύλες που περιέχουν την επίπεδη επιφάνεια της
οποίας ϑέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδό, δίνονται σε πεπλεγµένη µορφή των x, y, οι
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οποίες είναι δύσκολο να λυθούν ως προς y, όµως µπορεί να λύνονται εύκολα ως προς x.
Τότε τροποποιούµε την µέθοδο των παράλληλων διατοµών κατάλληλα, δηλαδή ϑεωρούµε
παράλληλες διατοµές προς τον άξονα των y. Σε αυτή την περίπτωση το εµβαδό είναι

E =

∫ b

a

`(y)d y

όπου `(y) το µήκος µιας διατοµής στο τυχαίο y ∈ [a, b].

Για παράδειγµα, ϑέλουµε να υπολογίσουµε το εµβα-
δό του χωρίου που περικλείεται ανάµεσα στις καµ-
πύλες C1, C2 που δίνονται από τις σχέσεις y2 = x και
y2 = 3(x − 2), αντίστοιχα, στο ευθύγραµµο τµήµα µε
άκρα τα σηµεία µε συντεταγµένες (5,3) και (9,3), και
στο ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα σηµεία µε συντε-
ταγµένες (5,−3) και (9,−3). Λύνοντας τις εξισώσεις ως
προς x, ϐρίσκουµε ότι

`(y) = |y2 − y2

3 − 2| = 2
3 |y

2 − 3|

y

x

3

−3

`(y)
C1

C2

Μελετώντας το πρόσηµο της y2 − 3 για y ∈ [−3,3] ϐρίσκουµε ότι

E =

∫ 3

−3

2
3 |y

2−3|d y =

∫ −√3

−3

2
3(y2−3)d y+

∫ √3

−
√

3

2
3(−y2 +3)d y+

∫ 3

√
3

2
3(y2−3)d y =

16√
3

14.2 Υπολογισµός όγκου στερεών σωµάτων

14.2.1 Η µέθοδος των παράλληλων διατοµών

Θεωρούµε ένα ϕραγµένο στερεό σώµα B. Παίρνουµε
µια οποιαδήποτε ευθεία ` στο χώρο και σε κάθε σηµείο
της ϕτιάχνουµε το κάθετο επίπεδο και ϑεωρούµε την
διατοµή B(x) του επιπέδου µε το σώµα B. Επειδή το
σώµα είναι ϕραγµένο υπάρχει ένα διάστηµα [a, b] της `
ώστε για κάθε x έξω από το [a, b] η διατοµή B(x) του B
είναι κενή. Για κάθε x στο [a, b] συµβολίζουµε µε E(x)

το εµβαδό της διατοµής B(x). Επιλέγουµε διαµέριση

∆ = {a = x0 , x1 , x2 , . . . xn−1 , xn = b}

`

xk−1 xk

του [a, b] µε αρκετά µικρό πλάτος και συµβολίζουµε µε Bk το µέρος όγκου της B που ϐρίσκε-
ται ανάµεσα στα επίπεδα κάθετα στην ` στα σηµεία xk−1 και xk. Το B είναι ίσο µε την ένωση

111



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

των B1, B2, . . . Bn, οπότε αν συµβολίσουµε µε Vk τον αντίστοιχο όγκο του Bk, τότε έχουµε

V = V1 + V2 + · · ·+ Vn

Επιλέγουµε σε κάθε υποδιάστηµα [xk−1, xk] ενδιάµεσο σηµείο ξk και ϕτιάχνουµε το κυλιν-
δρικό σώµα Ck του οποίου οι δυο ϐάσεις ανήκουν στα δυο επίπεδα κάθετα στην ` στα σηµεία
xk−1 και xk και του οποίου η τοµή µε το επίπεδο κάθετο στην ` στο σηµείο ξk είναι ακριβώς
η διατοµή B(ξk). Επειδή το πλάτος της διαµέρισης είναι µικρό το σώµα Bk είναι περίπου ίσο
µε το ορθό κυλινδρικό σώµα Ck, οπότε ο όγκος Vk του Bk είναι περίπου ίσος µε τον όγκο του
Ck, δηλαδή Vk ≈ E(ξk) (xk − xk−1) για καθε k = 1,2, . . . n. Συνεπώς

V ≈ E(ξ1) (x1 − x0) + E(ξ2) (x2 − x1) + · · ·+ E(ξn) (xn − xn−1)

Αν το πλάτος της διαµέρισης γίνει όσο µικρό ϑέλουµε τότε το άθροισµα Riemann E(ξ1) (x1−
x0) + · · · + E(ξn) (xn − xn−1) ϑα πλησιάσει όσο κοντά ϑέλουµε στον όγκο V του σώµατος B,
δηλαδή

V =

∫ b

a

E(x)d x

΄Αρα ο όγκος ϕραγµένου στερεού σώµατος είναι ίσος µε το ολοκλήρωµα των εµβαδών των
διατοµών του που είναι κάθετες στην ίδια ευθεία.

14.2.2 ΄Ογκος στερεών σωµάτων παραγόµενων µε περιστροφή

Φέρνουµε µια ευθεία ` στον χώρο την οποία ϑεωρούµε
ως τον x-άξονα και διάστηµα [a, b] της `. Για κάθε
x ∈ [a, b] ϕτιάχνουµε έναν επίπεδο κυκλικό δίσκο µε
κέντρο τον x και ακτίνα ίση µε r(x), όπου για λόγους
απλούστευσης υποθέτουµε ότι r(x) ≥ 0 για κάθε x στο
[a, b]. Το σύνολο όλων των κυκλικών δίσκων καθώς το x
διατρέχει το διάστηµα [a, b] ϕτιάχνουν ένα στερεό σώµα
B το οποίο λέγεται παραγόµενο στερεό από την περι-
στροφή της y = r(x) µε άξονα περιστροφής τον x-άξονα
(y = 0). Η ονοµασία προκύπτει από το ότι το στερεό B
µπορεί να παραχθεί από την περιστροφή γύρω από τον
x-άξονα, κατά γωνία 2 π, του τµήµατος της επιφάνειας
που περικλείεται ανάµεσα στην γραφική παράσταση της
y = r(x) και του x-άξονα για x ∈ [a, b]. Για κάθε x στο
[a, b] η διατοµή του B που είναι κάθετη στην ` στο x
είναι ο κυκλικός δίσκος µε ακτίνα r(x) και κέντρο το x.
Το εµβαδό αυτό είναι E(x) = π

(
r(x)

)2.

y = r(x)

x

y

y

x

ba

a b
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Οπότε σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο ο όγκος V του B είναι ίσος µε

V = π

∫ b

a

(
r(x)

)2
d x

΄Αρα, ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγεται µε περιστροφή είναι ίσος µε το γινόµενο
του π µε το ολοκλήρωµα του τετραγώνου των ακτίνων περιστροφής.

Παράδειγµα 14.5. Θεωρούµε µια µπάλα ακτίνας R > 0 και µια ευθεία ` που διέρχεται από
το κέντρο της µπάλας και επιλέγουµε το σηµείο 0 της ` να είναι το κέντρο της µπάλας. Η
µπάλα σηµατίζεται από το σύνολο των κυκλικών δίσκων που είναι κάθετοι στην ευθεία ` σε
κάθε x στο διάστηµα [−R, R] της ` µε κέντρο το σηµείο x και ακτίνα r(x) =

√
R2 − x2. Οπότε

σύµφωνα µε τα προηγούµενα ο όγκος µιας µπάλας ακτίνας R είναι

V = π

∫ R

−R
(r(x))2 d x = π

∫ R

−R
(R2 − x2)d x = π R2(R− (−R))− π

(
R3

3 − (−R
3

3 )

)
=

4
3 π R

3

Ισοδύναµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η µπάλα είναι το στερεό που παράγεται µε περι-
στροφή κατά γωνία 2 π ως προς τον x-άξονα του ηµικύκλιου y =

√
R2 − x2, µε x ∈ [−R, R].

14.2.3 Υπολογισµός όγκου µε την µέθοδο των κυλινδρικών ϕλοιών

Ο υπολογισµός όγκου µε την προηγούµενη µέθοδο δεν
είναι πάντα εφικτός. Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε
το πρόβληµα υπολογισµού του όγκου του στερεού που
παράγεται από περιστροφή γύρω από τον y-άξονα του
χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = 2 x2−x3

και της y = 0. Αν ϕτιάξουµε τις κάθετες διατοµές στον
y-άξονα τότε σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο
ο όγκος είναι

V = π

∫ 32
27

0

(
(xR(y))2 − (xL(y))2)d y

όπου 32
27 είναι η µέγιστη τιµή της y = 2 x2 − 3 x3 που επιτυγχάνεται όταν x = 4

3 , και xL , xR
είναι οι δυο ϑετικές ϱίζες της εξίσωσης y = 2 x2 − x3. ΄Οµως για να ϐρούµε τις ϱίζες αυτές
ϑα πρέπει να λύσουµε µια εξίσωση τρίτου ϐαθµού, το οποίο από την µία δεν είναι και τόσο
εύκολο, αλλά κι από την άλλη ο τύπος του Cardano που δίνει τις ϱίζες αυτές δεν είναι τόσο
εύχρηστος για τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων στην συνέχεια. Για να υπολογίσουµε τον
όγκο στερεών που παράγονται µε περιστροφή όπως σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει µια
εναλλακτική µέθοδος υπολογισµού του όγκου, η οποία έχει γενικότερη ισχύ, κι ονοµάζεται
µέθοδος των κυλινδρικών ϕλοιών.

Ας ϑεωρήσουµε το στερεό σώµα B το οποίο παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον
y-άξονα του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = f (x), όπου για απλούστευση
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υποθέτουµε ότι f (x) > 0, την y = 0, και τις κάθετες ευθείες x = a, και x = b µε b > a ≥ 0,
όπως δείχνεται στο παρακάτω σχήµα.

Παίρνουµε διαµέριση ∆ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn =

b} του διαστήµατος [a, b], και έστω x i του µέσο του δια-
στήµατος [xi−1, xi ]. Αν το παραλληλόγραµµο µε ϐάση
το διάστηµα [xi−1, xi ] και ύψος f (x i) περιστραφεί γύρω
από τον y-άξονα το αποτέλεσµα είναι ένας κυλινδρικός
ϕλοιός µε µέση ακτίνα x i ύψος f (x i) και πλάτος ∆x =

xi − xi−1 του οποίου ο όγκος είναι ίσος µε το γινόµενο
του εµβαδού του κυλίνδρου µε ακτίνα x i και ύψος f (x i)
επί το πλάτος ∆x, δηλαδή Vi = 2 π x i f (x i) (xi − xi−1).
Οπότε µια προσέγγιση του όγκου του σώµατος B είναι

V ≈ 2 π x1 f (x1) (x1−x0)+ · · ·+2 π xn f (xn) (xn−xn−1)

Αν το πλάτος της διαµέρισης γίνει όσο µικρό ϑέλουµε
τότε το άθροισµα Riemann 2 π x1 f (x1) (x1− x0) + · · ·+
2 π xn f (xn) (xn−xn−1) ϑα πλησιάσει όσο κοντά ϑέλουµε
στον όγκο V του σώµατος B, δηλαδή

V =

∫ b

a

2 π x f (x)d x

Για να ϑυµόµαστε τον τύπο ϑεωρούµε έναν κυλινδρικό ϕλοιό ακτίνας x και ύψους f (x) που
όταν τον κόψουµε ο όγκος του είναι η περιφέρεια 2 π x επί το ύψος f (x) επί το πλάτος ∆ x.
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Παράδειγµα 14.6. Θα υπολογίσουµε τον όγκο του στε-
ϱεού που παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον
y-άξονα του χωρίου που περικλείεται από το γράφηµα
της συνάρτησης y = 2 x2 − x3 και τον x-άξονα (y = 0).
Από το διπλανό σχήµα παρατηρούµε ότι ένας κυλινδρι-
κός ϕλοιός έχει ακτίνα x, περιφέρεια 2 π x και ύψος
f (x) = 2 x2 − x3. Οπότε, σύµφωνα µε την µέθοδο των
κυλινδρικών ϕλοιών, ο όγκος του στερεού είναι

V =

∫ 2

0
(2 π x) (2 x2−x3)d x = 2 π

∫ 2

0
(2 x3−x4)d x = 2 π

(x4

2 −
x5

5
)∣∣∣x=2

x=0
= 2 π(8−32

5 ) =
16
5 π

Παράδειγµα 14.7. Θα υπολογίσουµε τον όγκο του στε-
ϱεού που παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον
y-άξονα του χωρίου που περικλείεται από το γράφηµα
της συνάρτησης y = x2 και της y = x. Από το διπλανό
σχήµα παρατηρούµε ότι ένας κυλινδρικός ϕλοιός έχει
ακτίνα x, περιφέρεια 2 π x και ύψος f (x) = x − x2. Ο-
πότε, σύµφωνα µε την µέθοδο των κυλινδρικών ϕλοιών,
ο όγκος του στερεού είναι

ύψος
φλοιού

V =

∫ 1

0
(2 π x) (x − x2)d x = 2 π

∫ 1

0
(x2 − x3)d x = 2 π

(x3

3 −
x4

4
)∣∣∣x=1

x=0
=
π

6 .

Παράδειγµα 14.8. Θα υπολογίσουµε τον όγκο του στε-
ϱεού που παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον
x-άξονα του χωρίου που περικλείεται από το γράφηµα
της συνάρτησης y =

√
x, της ευθείας y = 0 και της

x = 1. Για να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των κυ-
λινδρικών ϕλοιών λύνουµε την y =

√
x ως προς x, δηλ.

x = y2 και παρατηρούµε ότι ένας κυλινδρικός ϕλοιός
έχει ακτίνα y, περιφέρεια 2 π y και ύψος 1− y2. Οπότε
ο όγκος του στερεού είναι

ακτίνα
φλοιού

ύψος φλοιού

V =

∫ 1

0
(2 π y) (1− y2)d y = 2 π

∫ 1

0
(y− y3)d x = 2 π

(y2

2 −
y4

4
)∣∣∣y=1

y=0
=
π

2 .

Ο όγκος του στερεού αυτού µπορεί να υπολογισθεί πιο εύκολα ϑεωρώντας κάθετες διατοµές
στον x-άξονα, οπότε όπως έχουµε περιγράψει στην προηγούµενη παράγραφο. Η ακτίνα
περιστροφής στην περίπτωσή µας είναι r(x) =

√
x, οπότε

V = π

∫ 1

0
r(x)2 d x = π

∫ 1

0
x d x = π

x2

2

∣∣∣x=1

x=0
=
π

2
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Παράδειγµα 14.9. Θα υπολογίσουµε τον όγκο του στερεού που παράγεται από την περιστρο-
ϕή γύρω από την ευθεία x = 2, του χωρίου του περικλείεται από το γράφηµα της συνάρτησης
y = x − x2 και την ευθεία y = 0. Παρατηρώντας το παρακάτω σχήµα διαπιστώνουµε ότι
ένας κυλινδρικός ϕλοιός που παράγεται από την περιστροφή γύρω από την ευθεία x = 2 έχει
ακτίνα 2− x, περιφέρεια 2 π (2− x) και ύψος x − x2. Συνεπώς ο όγκος του στερεού είναι

V =

∫ 1

0
2 π (2− x) (x − x2)d x = 2 π

∫ 1

0
(x3−3 x2 + 2 x)d x = 2 π

(x4

4 − x
3 + x2)∣∣∣x=1

x=0
=
π

2 .
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14.3 Ασκήσεις στην ενότητα 14

΄Ασκηση 1. Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες των
γραφηµάτων των παραβολών y = x2 και y2 = x.
Υπόδειξη : Βρείτε ότι τα σηµεία τοµής των δυο παραβολών στο τεταρτηµόριο είναι τα (0,0) και (1,1) και εφαρ-

µόστε την µέθοδο των παράλληλων διατοµών και ειδικότερα το Παραδείγµα 14.3 ή 14.4 Απ. 1
3

΄Ασκηση 2. Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο x2 +y2 =

1 και την ευθεία y + x = 1.
Υπόδειξη : Βρείτε ότι τα σηµεία τοµής του κύκλου µε την ευθεία είναι τα (1,0) και (0,1) και εφαρµόστε την

µέθοδο των παράλληλων διατοµών και ειδικότερα το Παραδείγµα 14.3 ή 14.4 Απ. π−2
4

΄Ασκηση 3. Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή
y = x2, την ευθεία y = 0 και την εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο A = (1,1).
Υπόδειξη : Βρείτε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι y = 2 x − 1. Αν χρησιµοποιήσετε διατοµές κάθετες στον

x-άξονα το χωρίο του οποίου ϑέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδό χωρίζεται σε δυο υποχωρία. Αν ϑεωρήσετε

διατοµές κάθετες στον y-άξονα το χωρίο είναι ένα και ο υπολογισµός του εµβαδού είναι πιο άµεσος. Απ. 1
12

΄Ασκηση 4. ΄Ενας κατασκευαστής ανοίγει µια κυκλική οπή
ακτίνας 3 cm στο κέντρο µιας µεταλλικής σφαίρας ακτίνας 5 cm.
Να υπολογισθεί ο όγκος του τµήµατος της σφαίρας (δακτυλιδιού)
που αποµένει.
Υπόδειξη : Το δακτυλίδι παράγεται από την περιστροφή γύρω από τον x-άξονα

του χωρίου ανάµεσα στον κύκλο x2 + y2 = 25 και της ευθείας y = 3. Βρείτε

τα σηµεία τοµής τους (−4,3) και (4,3) και ϑεωρήστε παράλληλες διατοµές

κάθετες στον x-άξονα. Απ. 256
3 π cm3

΄Ασκηση 5. Να υπολογισθούν οι όγκοι των στερεών που παράγονται µε περιστροφή του χω-
ϱίου που περικλείεται από την παραβολή y =

√
x, και τις ευθείες y = 0 και x = 4, α) γύρω

από την ευθεία x = 4 και ϐ) γύρω από την ευθεία y = 2. Απ. α) 256
15 π , ϐ) 40

3 π

΄Ασκηση 6. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή του χωρίου
που περικλείεται από την παραβολή y = 2

√
x − 1, και την ευθεία y = x − 1, γύρω από την

ευθεία x = −1.
Υπόδειξη : Βρείτε ότι τα σηµεία τοµής της παραβολής µε την ευθεία είναι τα (1,0) και (5,4) και ϑεωρήστε

παράλληλες διατοµές κάθετες στον y-άξονα Απ. 96
5 π

΄Ασκηση 7. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή γύρω από
την y = 4 του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη y = x2−2 x, και την ευθεία y = x.
Υπόδειξη : Βρείτε ότι τα σηµεία τοµής της καµπύλης µε την ευθείας είναι τα (0,0) και (3,3) και ϑεωρήστε

παράλληλες διατοµές κάθετες στον x-άξονα Απ. 153
5 π
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΄Ασκηση 8. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή του χωρίου
που περικλείεται από την παραβολή y =

√
x, και τις ευθείες y = 0 και x = 1, γύρω από την

ευθεία x = 2.
Υπόδειξη : Βρείτε ότι τα σηµεία τοµής της παραβολής µε τις ευθείες είναι τα (0,0), (1,0) και (1,1) και ϑεωρήστε

παράλληλες διατοµές κάθετες στον y-άξονα Απ. 28
15 π

( Οι ακόλουθες ασκήσεις να λυθούν µε την µέθοδο των κυλινδρικών ϕλοιών. )

΄Ασκηση 9. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή γύρω από
τον y-άξονα του χωρίου που περικλείεται από την υπερβολή y = 1

x , και τις ευθείες y = 0,
x = 1 και x = 2. Απ. 2 π

΄Ασκηση 10. Να υπολογισθεί ο όγκος του ϕραγµένου στερεού που παράγεται µε περιστροφή
γύρω από τον y-άξονα του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = 4(x − 2)2, και
y = x2 − 4 x + 7. Απ. 16 π

΄Ασκηση 11. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή γύρω από
τον x-άξονα του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη x = 1+y2, και τις ευθείες x = 0,
y = 1 και y = 2. Απ. 21

2 π

΄Ασκηση 12. Να υπολογισθεί ο όγκος των στερεών που παράγονται µε περιστροφή του χω-
ϱίου που περικλείεται από την παραβολή y = x2, και τις ευθείες x = 1, x = 2 α) γύρω από
την ευθεία x = 1, ϐ) γύρω από την ευθεία x = 4. Απ. α) 21

2 π , ϐ) 67
6 π.

΄Ασκηση 13. Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται µε περιστροφή γύρω από
την ευθεία y = 3 του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή y =

√
x − 1, και τις ευθείες

y = 0, και x = 5. Απ. 24 π .

΄Ασκηση 14. Να υπολογισθεί ο όγκος του τόρου (σαµπρέλας) ακτίνων R και r, µε την µέθοδο
των κυλινδρικών ϕλοιών χρησιµοποιώντας τα ακόλουθα σχήµατα

Υπόδειξη : Ακτίνα ϕλοιού: x+R, περιφέρεια ϕλοιού: 2 π (x+R), ύψος ϕλοιού: 2
√
r2 − x2, όρια ολοκλήρωσης:

x ∈ [−r, r]. Απ. 2 π R (π r2).
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