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15 Απλές διαφορικές εξισώσεις

Η πιο απλή διαφορική εξίσωση (∆Ε) πρώτης τάξης είναι µια εξίσωση της µορφής

y′ = F(x, y)

Η άγνωστη είναι µια πραγµατική συνάρτηση y = f (x) η οποία εξαρτάται από µια πραγµατι-
κή µεταβλητή x που διατρέχει κάποιο διάστηµα I του R. Η µεταβλητή x λέγεται ανεξάρτητη
µεταβλητή, και η άγνωστη συνάρτηση y = f (x) λέγεται εξαρτηµένη µεταβλητή της ∆Ε. Υιο-
ϑετούµε την σύµβαση ότι µε y′ συµβολίζουµε την πρώτη παράγωγο της y = f (x), δηλαδή
y′ = f ′(x) και την παράγωγο n-τάξης µε y(n) = f (n)(x).

Το Ϲητούµενο είναι από µια δοσµένη σχέση της παραπάνω µορφής, π.χ. την y′ = 0,
γνωρίζοντας δηλαδή τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται η παράγωγος της άγνωστης συ-
νάρτησης y = f (x), σε κάθε σηµείο x ∈ I και για κάθε y ∈ f (I) ⊂ R, να ϐρούµε (αν είναι
δυνατόν) το σύνολο των συναρτήσεων που η πρώτη τους παράγωγος αλλάζει µε τον δοσµένο
τρόπο. Για παράδειγµα, αν y′ = 0 για κάθε x ∈ R και για κάθε y ∈ R, τότε γνωρίζουµε ότι το
σύνολο των συναρτήσεων µε αυτή την ιδιότητα είναι οι σταθερές συναρτήσεις, δηλαδή y = c,
όπου c ένας οποιοδήποτε σταθερός πραγµατικός αριθµός.

Γενικότερα, µια n-τάξης ∆Ε είναι µια εξίσωση της µορφής

y(n) = F(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1))

που εµπλέκει οπωσδήποτε την n-τάξης παράγωγο y(n) κι ενδεχοµένως την ανεξάρτητη µετα-
ϐλητή x, την άγνωστη συνάρτηση y = f (x) και τις παραγώγους y(k) µε k ≤ n − 1.
Παράδειγµα 15.1. Μια ειδική λύση της ∆Ε y′ + 2 x y = 0 είναι η συνάρτηση y = e−x

2, γιατί

(e−x
2
)′ + 2 x e−x2

= −2 x e−x2
+ 2 x e−x2

= 0

για κάθε x ∈ R. Το σύνολο των συναρτήσεων που ικανοποιούν την ∆Ε είναι η µονοπαρα-
µατρική οικογένεια συναστήσεων y = c e−x

2, όπου c µια πραγµατική παράµετρος, η οποία
περιλαµβάνει την ειδική λύση για c = 1.

Γενικότερα, µιλάµε για την γενική λύση µιας n-τάξης ∆Ε όταν η άγνωστη συνάρτηση που
ικανοποιεί την ∆Ε εξαρτάται από n το πλήθος πραγµατικές παραµέτρους.
Παράδειγµα 15.2. Η ∆Ε y′′ + y = 0, ικανοποιείται στο (−∞,+∞) τόσο από την συνάρτηση
y1 = sin x, αφού (sin x)′′ + sin x = (cos x)′ + sin x = − sin x + sin x = 0, όσο κι από την
y2 = cos x, αφού (cos x)′′ + cos x = (− sin x)′ + cos x = − cos x + cos x = 0. Η γενική
λύση είναι η ∆Ε είναι η y = c1 cos x + c2 sin x. Το ότι ο γραµµικός συνδυασµός των y1, y2

είναι λύση της ∆Ε είναι απόρροια του γεγονότος ότι τόσο η y όσο και η y′′ εµφανίζονται µε
γραµµικό τρόπο στην ∆Ε.

Στην ενότητα αυτή ϑα περιγράψουµε την διαδικασία επίλυσης απλών ∆Ε µε µεθόδους
που ϐασίζονται στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων που έχουµε περιγράψει στις προηγούµενες
ενότητες.
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15.1 ∆ιαφορικές Εξισώσεις πρώτης τάξης

15.1.1 ∆Ε µε χωριζόµενες µεταβλητές

Οι ∆Ε της κατηγορίας αυτής χωρίζουν την ανεξάρτητη µεταβλητή x και την εξαρτηµένη y και
έχουν την γενική µορφή

B(y) y′ = A(x)

Η πιο απλή ∆Ε αυτής της µορφής είναι όταν B(y) = 1, και A(x) µια δοσµένη συνάρτηση του
x που ορίζεται στο διάστηµα I, δηλαδή

y′ = A(x)

Λύση της εξίσωσης αυτής στο I είναι οποιαδήποτε συνάρτηση y = f (x) η οποία είναι παρα-
γωγίσιµη στο I και ικανοποιεί την ∆Ε, δηλαδή

f ′(x) = A(x)

ή αλλιώς οποιαδήποτε αντιπαράγωγος της συνάρτησης y = A(x) στο I. Αν η y = A(x) είναι
µια συνεχής συνάρτηση στο I, τότε σύµφωνα µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του απειροστικού
λογισµού, οι λύσεις της y′ = A(x) στο I είναι οι ίδιες µε τα αόριστα ολοκληρώµατα της
συνάρτησης y = A(x) στο I.
Με άλλα λόγια η γενική λύση της y′ = A(x) στο I είναι η

y = f (x) =

∫
A(x)d x =

∫ x

a

A(t)d t + c , (x στο I )

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την γενική µορφή της ∆Ε µε χωριζόµενες µεταβλητές

B(y) y′ = A(x)

Μια λύση της παραπάνω ∆Ε είναι µια συνάρτηση y = f (x) που ικανοποιεί την ∆Ε, δηλαδή

B
(
f (x)

)
f ′(x) = A(x)

Θεωρώντας την ισότητα αυτή ως ισότητα συναρτήσεων και παίρνοντας το αόριστο ολοκλήρωµά
τους ως προς x, έχουµε∫

B
(
f (x)

)
f ′(x)d x =

∫
A(x)d x

y=f (x)
=⇒

∫
B(y)d y =

∫
A(x)d x

όπου χρησιµοποιήσαµε την αντικατάσταση y = f (x). Οπότε, αν G(y) είναι ένα αόριστο
ολοκλήρωµα της B(y) και H(x) είναι ένα αόριστο ολοκλήρωµα της A(x) τότε η τελευταία
εξίσωση µας πληροφορεί ότι

G
(
f (x)

)
= H(x) + c
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Οι G(y) και H(x) είναι, υποτίθεται, γνωστές συναρτήσεις αφού υπολογίζονται µε ολοκλήρωση
από τις συναρτήσεις B(y) και A(x), αντίστοιχα, οπότε λύνοντας την G

(
f (x)

)
= H(x) + c ως

προς f (x), έχουµε την γενική λύση y = f (x) της ∆Ε. Θα πρέπει να τονισθεί το γεγονός ότι
έστω κι αν µπορούµε να υπολογίσουµε τα αόριστα ολοκληρώµατα ( το οποίο δεν είναι εφικτό
πάντα για αυθαίρετες συναρτήσεις B(y) και A(x) ) η επίλυση της τελευταίας εξίσωσης µπορεί
να είναι αρκετά δύσκολο εγχείρηµα.

Παράδειγµα 15.3. Θα ϐρούµε την γενική λύση της ∆Ε µε χωριζόµενες µεταβλητές

y y′ = x

΄Ενα αόριστο ολοκλήρωµα της B(y) = y είναι το 1
2 y

2, ενώ της A(x) = x είναι το 1
2 x

2. Συνεπώς,
η γενική λύση της ∆Ε είναι η

1
2 y

2 =
1
2 x

2 + c ⇒ y2 = x2 + 2 c ⇒ y2 = x2 + c

όπου χωρίς ϐλάβη της γενικότητας σηµειώνουµε την αυθαίρετη σταθερή 2 c ως c. ∆ιακρίνουµε
τις περιπτώσεις α) Αν c > 0 τότε οι συναρτήσεις y = f (x) =

√
x2 + c και y = f (x) =

−
√
x2 + c είναι οι µοναδικές παραγωγίσιµες λύσεις της ∆Ε στο (−∞,+∞). ϐ) Αν c = 0,

τότε οι συναρτήσεις y = f (x) = x και y = f (x) = −x είναι οι µοναδικές παραγωγίσιµες
λύσεις της ∆Ε στο (−∞,+∞). γ) Αν c < 0 τότε οι συναρτήσεις y = f (x) =

√
x2 + c και

y = f (x) = −
√
x2 + c είναι οι µοναδικές παραγωγίσιµες λύσεις της ∆Ε ή στο (−∞,−

√
|c|)

ή στο (
√
|c|,+∞).

Παράδειγµα 15.4. Θα λύσουµε την οµογενή γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης της µορφής

y′ + p(x) y = 0

όπου η p(x) είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα I. Η ∆Ε χωρίζει µεταβλητές γιατί µπορεί να
γραφεί ως εξής

y′ + p(x) y = 0 ⇒ 1
y
y′ = −p(x)

µε y 6= 0. Μια αντιπαράγωγος (ή αόριστο ολοκλήρωµα) της 1
y στο (−∞,0) και στο (0,+∞)

είναι η ln |y| και µια αντιπαράγωγος της −p(x) στο I είναι η −
∫
p(x)d x. Οπότε, σύµφωνα

µε τα προηγούµενα

ln |y| = −
∫
p(x)d x + c ⇒ |y| = e−

∫
p(x) d x+c ⇒ y = ±ec e−

∫
p(x) d x

Αν συµβολίσουµε την σταθερή ±ec µε c, η γενική λύση της ∆Ε y′ + p(x) y = 0 στο διάστηµα
I είναι η

y = f (x) = c e−
∫
p(x) d x , (x στο I )

Παρατηρούµε ότι αν c = 0, τότε έχουµε ότι y = 0 η οποία είναι µια ειδική λύση της ∆Ε
y′ + p(x) y = 0 στο διάστηµα I.
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15.1.2 Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης

Η πιο γενική µορφή µιας γραµµικής ∆Ε πρώτης τάξης είναι η ∆Ε

y′ + p(x) y = q(x)

όπου p(x) και q(x) συνεχείς συναρτήσεις σε κάποιο διάστηµα I. Η επίλυση της ∆Ε αυτής
επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας και τα δυο µέλη της παραπάνω εξίσωσης µε µια κατάλ-
ληλη συνάρτηση έτσι ώστε το αριστερό µέλος της εξίσωσης να γίνει συνολικά η παράγωγος
γινοµένου συναρτήσεων. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται ολοκληρωτικός παράγοντας και είναι
η συνάρτηση

µ(x) = e
∫
p(x) d x = e

∫ x
a p(t) d t

για κάθε x ∈ I. Παρατηρούµε ότι

µ′(x) = p(x) e
∫
p(x) d x = p(x) µ(x)

Οπότε, αν y = f (x) η γενική λύση της ∆Ε στο I, τότε έχουµε διαδοχικά

f ′(x) + p(x) f (x) = q(x) ⇒
( πολλ και τα δυο µέλη µε µ(x) )

µ(x)
(
f ′(x) + p(x) f (x)

)
= µ(x) q(x) ⇒

µ(x)f ′(x) + µ(x) p(x) f (x) = µ(x) q(x) ⇒
( µ′(x) = µ(x) p(x) )(

µ(x) f (x)
)′

= µ(x) q(x) ⇒
(ολοκλ. και τα δυο µέλη ως προς x)∫ (

µ(x) f (x)
)′
d x =

∫
µ(x) q(x)d x ⇒

µ(x) f (x) =
∫
µ(x) q(x)d x + c ⇒

f (x) =
1

µ(x)

∫
µ(x) q(x)d x +

c

µ(x)

Συνεπώς, η µοναδική λύση της ∆Ε y′ + p(x) y = q(x) είναι η

y = f (x) =
1

µ(x)

∫
µ(x) q(x)d x +

c

µ(x)

όπου
µ(x) = e

∫
p(x) d x
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Παράδειγµα 15.5. Θα ϐρούµε την γενική λύση της ∆Ε y′ − 2 x y = x. Πρώτα απ΄όλα υπο-
λογίζουµε την συνάρτηση µ(x) µε την οποία ϑα πολλαπλασιάσουµε και τα δυο µέλη της ∆Ε.
΄Εχουµε

µ(x) = e
∫
−2 x d x = e−x

2

Σηµειώστε ότι στην ολοκλήρωση για την εύρεση της µ(x) δεν χρειάζεται να εµφανίσουµε
σταθερή ολοκλήρωσης c. Πολλαπλασιάζουµε την ∆Ε µε e−x2 κι έχουµε

e−x
2
y′ − 2 x e−x2

y = x e−x
2 ⇒

(
e−x

2
y
)′

= x e−x
2

Ολοκληρώνουµε την προηγούµενη ως προς x κι έχουµε

e−x
2
y =

∫
x e−x

2
d x+c = − 1

2

∫ (
e−x

2)′
d x+c = − 1

2e
−x2

+c ⇒ e−x
2
y = − 1

2e
−x2

+c

Οπότε λύνοντας την τελευταία ως προς y, η µοναδική λύση της ∆Ε είναι η

y = − 1
2 + c ex

2

c>0

c=0

c<0

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5
x

-6

-4

-2

2

4

y

Σχήµα 39: Η γραφική παράσταση της λύσης της ∆Ε για διάφορες τιµές της παραµέτρου c.
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15.2 Γραµµικές ∆Ε δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε ∆Ε δεύτερης τάξης της µορφής

y′′ + k y′ + ` y = q(x)

όπου k, ` είναι δυο πραγµατικοί αριθµοί. Το κύριο χαρακτηριστικό των ∆Ε αυτών είναι ότι η
άγνωστη συνάρτηση y = f (x), καθώς και οι παράγωγοί της µέχρι δεύτερης τάξης y′ και y′′,
εµφανίζονται µε γραµµικό τρόπο. Οι ∆Ε της µορφής αυτής ονοµάζονται γραµµικές δεύτερης
τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Υποθέτουµε ότι ο όρος µη-οµογένειας q(x) είναι συνεχής
συνάρτηση σε κάποιο διάστηµα I.

Θεωρούµε την οµογενή ∆Ε µε q(x) = 0 και αναζητούµε λύσεις της µορφής

y = eρ x

Εισάγωντας στην οµογενή ∆Ε ϐρίσκουµε ότι ϑα πρέπει

(ρ2 + k ρ+ `) eρ x = 0

δηλαδή το ρ ϑα πρέπει να είναι λύση της εξίσωσης δευτέρου ϐαθµού ρ2 +k ρ+ ` = 0, η οποία
ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση. Οπότε, η επίλυση της γενικής ∆Ε ανάγεται στις εξής
τρεις περιπτώσεις ανάλογα µε τον αριθµό πραγµατικών λύσεων της πολυωνυµικής εξίσωσης
δευτέρου ϐαθµού ρ2 + k ρ+ ` = 0.

Πρώτη περίπτωση: Η ρ2 + k ρ + ` = 0 έχει δυο διαφορετικές πραγµατικές λύσεις, τις
ρ1 και ρ2, οπότε είναι k = −ρ1 − ρ2 και ` = ρ1 ρ2. Αν η y = f (x) είναι γενική λύση της
µη-οµογενούς ∆Ε y′′ + k y′ + ` y = q(x), στο I, τότε ϑα πρέπει να ισχύει

f ′′(x) + k f ′(x) + ` f (x) = q(x) ⇒

f ′′(x)− (ρ1 + ρ2) f ′(x) + ρ1 ρ2 f (x) = q(x) ⇒

(
f ′(x)− ρ1 f (x)

)′ − ρ2
(
f ′(x)− ρ1 f (x)

)
= q(x)

Θεωρούµε την ϐοηθητική συνάρτηση

g(x) = f ′(x)− ρ1 f (x)

µέσω της οποίας η προηγούµενη σχέση γίνεται

g′(x)− ρ2 g(x) = q(x)
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η οποία είναι µια γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης που µελετήσαµε στην προηγούµενη ενότητα
και η γενική λύση της είναι

g(x) = eρ2 x

∫
e−ρ2 x q(x)d x + c1 e

ρ2 x

Αφού υπολογίσουµε την g(x) από την προηγούµενη ισότητα επανερχόµαστε στον ορισµό της
g(x) και παρατηρούµε ότι και η σχέση που συνδέει την g(x) µε την λύση f (x) της ∆Ε που
ϑέλουµε να ϐρούµε είναι πάλι µια γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης δηλαδή η

f ′(x)− ρ1 f (x) = g(x)

Οπότε, µε παρόµοιο τρόπο χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας,
έχουµε ότι η f (x) είναι η

f (x) = eρ1 x

∫
e−ρ1 x g(x)d x + c2 e

ρ1 x

Παράδειγµα 15.6. Θα ϐρούµε την γενική λύση της ∆Ε

y′′ − 3 y′ + 2 y = x

Οι λύσεις της δευτεροβάθµιας εξίσωσης ρ2−3 ρ+2 = 0 είναι οι ρ1 = 1, ρ2 = 2. Υπολογίζουµε
την ϐοηθητική συνάρτηση g(x) η οποία είναι λύση της ∆Ε

g′(x)− 2 g(x) = x

κι έχουµε

g(x) = e2 x
∫
x e−2 x d x + c1 e

2 x = e2 x(− 1
4 −

x

2
)
e−2 x + c1 e

2 x = −1
4 −

x

2 + c1 e
2 x

Με την ϐοήθεια της g(x) η γενική λύση y = f (x) της αρχικής ∆Ε είναι

y = f (x) = ex
∫
e−x
(
− 1

4 −
x

2 + c1 e
2 x)d x + c2e

x

= ex
(
− 1

4

∫
e−x d x − 1

2

∫
x e−x d x + c1

∫
ex d x

)
+ c2 e

x

= ex
( 1

4 e
−x +

1
2 (x + 1) e−x + c1 e

x
)

+ c2 e
x

=
3
4 +

x

2 + c1 e
2 x + c2 e

x

Σηµειώνουµε ότι στις επιµέρους ολοκληρώσεις δεν είναι απαραίτητο να εµφανίσουµε επι-
πλέον σταθερές ολοκλήρωσης. Είναι αρκετό να ϐεβαιωθούµε ότι εµφανίζονται οι σταθερές
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c1 και c2 στην διαδικασία που περιγράψαµε προηγουµένως. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η
γενική λύση απαρτίζεται από δυο µέρη. ΄Ενα µέρος που περιέχει τις δυο σταθερές c1, και c2,
και ένα µέρος που δεν περιέχει σταθερές. Το πρώτο µέρος είναι λύση της οµογενούς ∆Ε, ενώ
το δεύτερο µέρος είναι µια ειδική λύση της µη-οµογενούς ∆Ε, δηλαδή

y = f (x) = yειδ. + yοµογ. , yειδ. =
3
4 +

x

2 , yοµογ. = c1 e
2 x + c2 e

x

Αυτό είναι κοινό χαρακτηριστικό όλων των γραµµικών ∆Ε δεύτερης τάξης, και είναι απόρροια
της γραµµικότητάς τους.

∆εύτερη περίπτωση: Η χαρακτηριστική δευτεροβάθµια εξίσωση ρ2 + k ρ + ` = 0 έχει µια
διπλή πραγµατική λύση, την ρ, οπότε είναι k = −2 ρ και ` = ρ2. Αν η y = f (x) είναι γενική
λύση της µη-οµογενούς ∆Ε y′′ + k y′ + ` y = q(x), στο I, τότε ϑα πρέπει να ισχύει

f ′′(x) + k f ′(x) + ` f (x) = q(x) ⇒

f ′′(x)− 2 ρ f ′(x) + ρ2 f (x) = q(x) ⇒

(
f ′(x)− ρ f (x)

)′ − ρ (f ′(x)− ρ f (x)
)

= q(x)

Θεωρούµε και πάλι την ϐοηθητική συνάρτηση

g(x) = f ′(x)− ρ f (x)

µέσω της οποίας η προηγούµενη σχέση γίνεται

g′(x)− ρ g(x) = q(x)

η οποία είναι µια γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης που µελετήσαµε στην προηγούµενη ενότητα
και η γενική λύση της είναι

g(x) = eρ x
∫
e−ρ x q(x)d x + c1 e

ρ x

Αφού υπολογίσουµε την g(x) από την προηγούµενη ισότητα επανερχόµαστε στον ορισµό της
g(x) και παρατηρούµε ότι και η σχέση που συνδέει την g(x) µε την λύση f (x) της ∆Ε που
ϑέλουµε να ϐρούµε είναι πάλι µια γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης δηλαδή η

f ′(x)− ρ f (x) = g(x)

Οπότε, µε παρόµοιο τρόπο χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας,
έχουµε ότι η f (x) είναι η

f (x) = eρ x
∫
e−ρ x g(x)d x + c2 e

ρ x

126



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

Παράδειγµα 15.7. Θα ϐρούµε την γενική λύση της ∆Ε

y′′ − 2 y′ + y = sin x

Η δευτεροβάθµια εξίσωση ρ2 − 2 ρ+ 1 = 0 έχει µια διπλή ϱίζα την ρ = 1. Υπολογίζουµε την
ϐοηθητική συνάρτηση g(x) η οποία είναι λύση της ∆Ε

g′(x)− g(x) = sin x

κι έχουµε
g(x) = ex

∫
e−x sin x d x + c1 e

x = −1
2 (cos x + sin x) + c1 e

x

όπου χρησιµοποιήσαµε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκησης 3.(α) στη σελίδα 106, µε a = −1 και
b = 1. Με την ϐοήθεια της g(x) η γενική λύση y = f (x) της αρχικής ∆Ε είναι

y = f (x) = ex
∫
e−x
(
− 1

2 (cos x + sin x) + c1 e
x
)
d x + c2e

x

= ex
(
− 1

2

∫
e−x(cos x + sin x) d x + c1

∫
d x
)

+ c2 e
x

= ex
( 1

2 e
−x cos x + c1 x

)
+ c2 e

x

=
1
2 cos x + c1 x e

x + c2 e
x

όπου και πάλι χρησιµοποιήσαµε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκησης 3(α),(ϐ) σελ. 106 για τον
υπολογισµό των ολοκληρωµάτων. Παρατηρούµε ότι και πάλι η λύση εκφράζεται ως άθροισµα
δυο επιµέρους όρων. Ο ένας όρος c1 x ex + c2 ex που περιέχει τις σταθερές ολοκλήρωσης c1,
και c2 και αποτελεί την γενική λύση της οµογενούς ∆Ε y′′−2 y′+ y = 0, κι ο όρος 1

2 cos x που
είναι µια ειδική λύση της µή οµογενούς ∆Ε y′′ − 2 y′ + y = sin x. Επιπλέον παρατηρούµε
ότι σε αντιδιαστολή µε την προηγούµενη περίπτωση όπου είχαµε δυο διαφορετικές ϱίζες ρ1,
και ρ2 και η γενική λύση της οµογενούς ∆Ε είναι

yοµογ = c1 e
ρ1 x + c2 e

ρ2 x

στην περίπτωση που έχουµε µια διπλή ϱίζα, η γενική λύση της οµογενούς ∆Ε είναι

yοµογ = c1 x e
ρ x + c2 e

ρ x

Αυτό αποτελεί κοινό χαρακτηριστικό όλων των γραµµικών ∆Ε δεύτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές για τις οποίες η αντίστοιχη χαρακτηριστική δευτεροβάµια εξίσωση έχει µια διπλή
ϱίζα ρ.
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Τρίτη περίπτωση: Η χαρακτηριστική δευτεροβάθµια εξίσωση ρ2 + k ρ + ` = 0 έχει δυο
συζυγείς µιγαδικές ϱίζες, τις ρ + i λ, και ρ− i λ οπότε είναι k = −2 ρ και ` = ρ2 + λ2. Αν η
y = f (x) είναι γενική λύση της µη-οµογενούς ∆Ε y′′+k y′+ ` y = q(x), στο I, τότε ϑα πρέπει
να ισχύει

f ′′(x) + k f ′(x) + ` f (x) = q(x) ⇒

f ′′(x)− 2 ρ f ′(x) + (ρ2 + λ2) f (x) = q(x)

για κάθε x στο I. Πολλαπλασιάζουµε και τα δυο µέλη της προηγούµενης ∆Ε µε τον όρο e−ρ x ,
και εισαγάγουµε την ϐοηθητική συνάρτηση

g(x) = e−ρ x f (x)

για την οποία η ∆Ε ανάγεται στην

g′′(x) + λ2 g(x) = e−ρ x q(x)

Πολλαπλασιάζουµε και τα δυο µέλη της προηγούµενης σχέσης µια ϕορά µε τον όρο sin(λ x)

και µια ϕορά µε τον όρο cos(λ x) και ϐρίσκουµε αντίστοιχα τις(
g′(x) sin(λ x)− λ g(x) cos(λ x)

)′
= e−ρ x q(x) sin(λ x)

(
g′(x) cos(λ x) + λ g(x) sin(λ x)

)′
= e−ρ x q(x) cos(λ x)

Παίρνοντας το αόριστο ολοκλήρωµα και στα δυο µέλη των προηγούµενων σχέσεων έχουµε

g′(x) sin(λ x)− λ g(x) cos(λ x) =

∫
e−ρ x q(x) sin(λ x)d x + c1

g′(x) cos(λ x) + λ g(x) sin(λ x) =

∫
e−ρ x q(x) cos(λ x)d x + c2

όπου c1 και c2 αυθαίρετες σταθερές. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη µε − 1
λ cos(λ x) και την

δεύτερη µε 1
λ sin(λ x) και προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε

g(x) =
1
λ

sin(λ x)

∫
e−ρ x q(x) cos(λ x)d x − 1

λ
cos(λ x)

∫
e−ρ x q(x) sin(λ x)d x

−c1

λ
cos(λ x) +

c2

λ
sin(λ x)

Επανερχόµενοι στον ορισµό της ϐοηθητικής συνάρτησης g(x) έχουµε ότι η λύση y = f (x) της
∆Ε στην περίπτωση δυο συζυγών µιγαδικών ϱιζών του χαρακτηριστηκού πολυωνύµου είναι

f (x) =
eρ x

λ
sin(λ x)

∫
e−ρ x q(x) cos(λ x)d x − eρ x

λ
cos(λ x)

∫
e−ρ x q(x) sin(λ x)d x

−c1

λ
eρ x cos(λ x) +

c2

λ
eρ x sin(λ x)
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Αν αντικαταστήσουµε τα αόριστα ολοκληρώµατα, σύµφωνα µε τον ορισµό τους, µε ορισµένο
ολοκλήρωµα από ένα αυθαίρετο και ϐολικό από πλευράς πράξεων x0 µέχρι x, η λύση y =

f (x) µπορεί να γραφεί και ως εξής

f (x) =

∫ x

x0

1
λ
eρ (x−t) sin

(
λ (x − t)

)
q(t)d t − c1

λ
eρ x cos(λ x) +

c2

λ
eρ x sin(λ x)

όπου χρησιµοποιήσαµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα

sin(λ x) cos(λ t)− cos(λ x) sin(λ t) = sin
(
λ (x − t)

)
Παράδειγµα 15.8. Θα ϐρούµε την γενική λύση της ∆Ε

y′′ + 2 y′ + 2 = 2 cos x + sin x

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ρ2 + 2 ρ + 2 = 0 έχει δυο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες τις ρ1 =

−1 + i, και ρ2 = −1− i. Αν y = f (x) είναι η γενική λύση της ∆Ε, ϑεωρούµε την ϐοηθητική
συνάρτηση g(x) = ex f (x) για την οποία η ∆Ε

f ′′(x) + 2 f ′(x) + 2 f (x) = 2 cos x + sin x

µετατρέπεται στην
g′′(x) + g(x) = 2 ex cos x + ex sin x

Αφού το ϕανταστικό µέρος της ϱίζας είναι λ = 1, πολλαπλασιάζουµε την προηγούµενη σχέση
µια ϕορά µε sin x και µια cos x την προηγούµενη και παίρνουµε

(g′(x) sin x − g(x) cos x)′ = ex
(
2 cos x sin x + (sin x)2)

(g′(x) cos x + g(x) sin x)′ = ex
(
2 (cos x)2 + cos x sin x

)
Οπότε ολοκληρώνοντας κατά µέλη τις προηγούµενες σχέσεις έχουµε

g′(x) sin x − g(x) cos x =

∫
ex
(
2 cos x sin x + (sin x)2)d x = ex (sin x)2 + c1

g′(x) cos x + g(x) sin x =

∫
ex
(
2 (cos x)2 + cos x sin x

)
d x = ex(1 + cos x sin x) + c2

όπου για τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων χρησιµοποιήσαµε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκη-
σης 3 στη σελ. 106, καθώς και τριγωνοµετρικές ταυτότητες. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη
από τις τελευταίες σχέσεις µε− cos x και την δεύτερη µε sin x και τις σχέσεις που προκύπτουν
τις προσθέτουµε κατά µέλη και παίρνουµε

g(x) = ex sin x − c1 cos x + c2 sin x

και εποµένως η λύση της ∆Ε είναι η

y = f (x) = e−x g(x) = sin x − c1 e
−x cos x + c2 e

−x sin x
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15.3 Ασκήσεις στην ενότητα 15

΄Ασκηση 1. Να λυθούν οι παρακάτω ∆Ε µε χωριζόµενες µεταβλητές. Για κάθε εξίσωση να
ϐρεθούν όλες οι λύσεις της και τα αντίστοιχα διαστήµατα.

a) y′ = e−y , b) y2 y′ = 1 , c) (1 + x2) y y′ = 1 + y2 , d) x y y′ = (1 + x2) (1 + y2) ,

e) y′ = y2 , f ) (x − 1)y′ = x y , g) y′ = (y− 1)(y− 2) , h) (x2 − 4)y′ = y .

Απ. a) y = ln |x + c| , b) y = 3
√

3 x + c , c) y2 + 1 = c earctan x , d) y2 + 1 = c x2ex
2
, e) y = −1

x+c ,

f ) y = c (x − 1) ex , g) y =
2− c ex

1− c ex , h) y = 0, ή y = c +
1
4 ln

∣∣∣∣2− x2 + x

∣∣∣∣ .
΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η γενική λύση της y′ + k y = 0 στο (−∞,+∞), όπου k πραγµατική
σταθερή παράµετρος.
Απ. y = c e−k x

΄Ασκηση 3. Να λυθούν οι παρακάτω γραµµικές ∆Ε πρώτης τάξης. Για κάθε εξίσωση να
ϐρεθούν όλες οι λύσεις της και τα αντίστοιχα διαστήµατα.

a) y′ + y = x e2 x , b) x y′ − y = 1 , c) x y′ − y = x ,

d) y′ + x y = x3 , e) y′ + (tan x) y = cos x , f ) y′ + (cot x) y = cos x .

Απ. a) y =
(
x
3 −

1
9
)
e2 x + c e−x , b) y = c x − 1 , c) y = c x + x ln |x| , d) y = x2 − 2 + c e−x

2/2 ,

e) y = x cos x + c cos x , f ) y = − 1
2

(cos x)2

sin x + c 1
sin x .

΄Ασκηση 4. Να ϐρεθούν οι συντελεστές k και ` έτσι ώστε η γραµµική ∆Ε δεύτερης τάξης µε
σταθερούς συντελεστές y′′ + k y′ + ` y = 0 να ως έχει λύση την

a) y = e−x + 3 e3 x , b) y = (1 + 2 x) ex , c) y = e−2 x sin(3 x)

Ποιά είναι η γενική λύση της ∆Ε σε κάθε περίπτωση ;
Απ. a) k = −1, ` = −2, y = c1 e−x + c2 e2 x , b) k = −2, ` = 1, y = c1 ex + c2 x ex ,

c) k = 4, ` = 13, y = c1 e−2 x cos(3 x) + c2 e−2 x sin(3 x) .

΄Ασκηση 5. Να ϐρεθεί η γενική λύση για κάθε µια από τις ακόλουθες ∆Ε γραµµικές ∆Ε
δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

a) y′′ − 4 y′ + 3 y = ex , b) y′′ + 6 y′ + 9 y = x e3 x , c) y′′ − 2 y′ + 5 y = sin(2 x)

Απ. a) y = − 1
4 e

x (1 + 2 x) + c1 ex + c2 e3 x , b) y = 1
108 e

3 x(3 x − 1) + c1 e−3 x + c2 x e−3 x ,

c) y = 1
17
(
4 cos(2 x) + sin(2 x)

)
+ c1 ex cos(2 x) + c2 ex sin(2 x) .
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16 Εφαρµογές των ∆Ε στην Φυσική και στην Οικολογία

16.1 Αδρανοποίηση ϱαδιενεργών υλικών

΄Ολα τα χηµικά στοιχεία της ϕύσης εµφανίζονται σε διάφορες παραλλαγές που ονοµάζονται
ισότοπα. Αυτό ισχύει τόσο για τα ελαφριά, όπως το υδρογόνο, όσο και για τα ϐαριά, όπως το
ουράνιο. Η διαφορά ενός ισότοπου από το άλλο ϐρίσκεται στη σύσταση του πυρήνα. Ακρι-
ϐέστερα, όλα τα ισότοπα ενός στοιχείου έχουν στον πυρήνα τους τον ίδιο αριθµό πρωτονίων,
αλλά διαφορετικό αριθµό νετρονίων.

Οι πυρήνες ορισµένων ισοτόπων είναι ασταθείς και συνεχώς διασπώνται, εκπέµποντας
και ακτινοβολία. Αυτά τα ισότοπα λέγονται ϱαδιενεργά. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα
του άνθρακα, C. Αυτό το στοιχείο το ϐρίσκουµε κυρίως στη µορφή του σταθερού ισότοπου
12C (άνθρακας-12). Ωστόσο, κάθε δείγµα άνθρακα περιέχει και ένα ποσοστό του σταθερού
ισότοπου 13C , καθώς και του ϱαδιενεργού 14C .

Η διάσπαση ενός ασταθούς πυρήνα ϑεωρείται πως είναι µια αµιγώς κβαντοµηχανική
διαδικασία. Αυτό σηµαίνει ότι είναι πιθανοκρατική, οπότε ο χρόνος Ϲωής κάθε πυρήνα ενός
ϱαδιενεργού ισότοπου είναι απροσδιόριστος. Εµπειρικά, ωστόσο, έχει διαπιστωθεί ότι, ο
συνολικός αριθµός των ασταθών πυρήνων, N(t), σε χρόνο t, που περιέχει ένα ϱαδιενεργό
υλικό µειώνεται µε ϱυθµό ανάλογο προς τον ίδιο τον N(t). Με άλλα λόγια, η µεταβολή του
N(t) περιγράφεται από µια ∆Ε της µορφής

N ′ = −b N

όπου η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι ο χρόνος t, η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι ο συνολικός
αριθµός των ασταθών πυρήνων N(t) και b > 0 µια ϑετική πραγµατική παράµετρος. Η
παραπάνω ∆Ε είναι χωριζοµένων µεταβλητών και η γενική της λύση είναι

N(t) = c e−b t

(δες ΄Ασκηση 2 σελ. 130 στην προηγούµενη ενότητα). Αν γνωρίζουµε ότι για t = t0 ο αριθµός
των ασταθών πυρήνων είναι N0, τότε από την προηγούµενη µπορούµε να προσδιορίσουµε την
σταθερή ολοκλήρωσης c, ϑέτοντας για t = t0, N(t0) = N0, κι έχουµε

N0 = c e−b t0 ⇒ c = N0 e
b t0

και συνεπώς η συνάρτηση που µας δίνει τον αριθµό των ασταθών πυρήνων γίνεται

N(t) = N0 e
−b (t−t0)

Η σταθερή b διαφέρει από ισότοπο σε ισότοπο και άρα είναι χαρακτηριστική του ϱυθµού µε
τον οποίο διασπάται το καθένα τους. Για τον 14C η παράµετρος b είναι b ≈ 1.21×10−4/έτος.
Ωστόσο, στις πηγές που δίνουν πληροφορίες για τις ιδιότητες των χηµικών στοιχείων ( Πε-
ϱιοδικοί Πίνακες ) δεν αναφέρεται η τιµή της σταθερής b για καθένα από τα ϱαδιενεργά
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ισότοπα, αλλά ο χρόνος ηµιζωής τους ( half-life ). Πρόκειται για το χρονικό διάστηµα T1/2

που απαιτείται για να µειωθεί το πλήθος των ασταθών ϱαδιενεργών πυρήνων στο µισό του
αρχικού. Σύµφωνα µε την λύση που ϐρήκαµε, αυτό το χρονικό διάστηµα προσδιορίζεται από
τη συνθήκη 1

2 = e−b T1/2. ΄Αρα

T1/2 =
ln 2
b
≈ 0.693

b

και ειδικότερα για τον 14C, T1/2 = 5 730 έτη.
Επειδή ο λόγος του 14C προς το 12C στην ατµόσφαιρα είναι σταθερός, το ίδιο ισχύει και

για το σώµα των ανθρώπων και των άλλων έµβιων όντων. Αλλά, µόνο όσο αυτά ϐρίσκονται
στη Ϲωή. Μόλις πεθάνουν, η απορρόφηση 14C από την ατµόσφαιρα σταµατάει. ΄Αρα, µε
τη συνεχή διάσπασή του, αυτό το ισότοπο όλο και µειώνεται στο νεκρό σώµα και στα οστά
τους. Συνεπώς, σε χρόνο T µετά το ϑάνατό τους, ο 14C έχει µειωθεί στο N/N0 = e−b T του
αρχικού. Αυτό το ϕαινόµενο αποτελεί και τη ϐάση της µεθόδου που χρησιµοποιείται στην
παλεοντολογία και την αρχαιολογία για να προσδιορίσουν την ‘‘ηλικία’’ των ευρηµάτων τους
(radioactive dating ): Το ποσοστό του 14C που ϐρίσκεται σήµερα σε αποµεινάρια οργανισµών
µας επιτρέπει να εκτιµήσουµε το πότε περίπου πέθαναν και, άρα, το πριν από πόσους αιώνες
ϐρίσκονταν στη Ϲωή.

16.2 Μοντέλα πληθυσµιακής αύξησης

16.2.1 Ο νόµος της εκθετικής ανάπτυξης

Κάτω από ιδεατές συνθήκες ( απεριόριστο περιβάλλον, επαρκής διατροφή, απουσία ϑηρευτών,
ανοσία από ασθένειες, µη-µετανάστευση ) είναι λογικό να υποθέσουµε ότι ο πληθυσµός
P ενός ϐιολογικού είδους αναπτύσσεται µε ϱυθµό ανάλογο του µεγέθους του υπάρχοντος
πληθυσµού. Με µαθηµατικούς όρους αυτό περιγράφεται από την σχέση

P ′ = r P , P(0) = P0

όπου t δηλώνει τον χρονική µεταβλητή, r παραστάνει την σταθερή αναλογίας, και P(t) περι-
γράφει τον πληθυσµό 4 στον χρόνο t. Μια εξίσωση αυτού του είδους λέγεται νόµος εκθετικής

ανάπτυξης. Ο νόµος γράφεται εναλλακτικά και ως

1
P
P ′ = r , P(0) = P0

και δηλώνει ότι ο σχετικός ϱυθµός ανάπτυξης P′

P του P είναι σταθερός. Ο νόµος αυτός
διατυπώθηκε για πρώτη ϕορά από τον ϐρετανό οικονοµολόγο Thomas Malthus το 1798.

Γενικά, αν ο ϱυθµός που αλλάζει η ποσότητα P είναι ανάλογη του υπάρχουσας ποσότητα
P τότε υπακούει στον νόµο εκθετικής ανάπτυξης. Αν r > 0, ο πληθυσµός αυξάνει, αν r = 0

4Αν και ο αριθµός των µελών ενός είδους είναι µια συνάρτηση µε τιµές στους ακέραιους υποθέτουµε ότι η
P(t) είναι µια συνεχής συνάρτηση που ϑα µπορούσε για παράδειγµα να είναι η συνολική ϐιοµάζα του είδους.
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ο πληθυσµός µένει σταθερός, κι αν r < 0 ο πληθυσµός µειώνεται. Η ∆Ε είναι η όµοια µε
αυτήν της προηγούµενης παραγράφου και η γενική λύση της είναι

P(t) = P0 e
r t

Αν ϑέλουµε να λάβουµε υπόψη στο µοντέλο µας και την µετανάστευση από ένα πληθυσµό
µε ένα σταθερό ϱυθµό m, τότε η εξίσωση τροποποιείται ως εξής

P ′ = r P −m , P(0) = P0

η οποία µπορεί να λυθεί εύκολα ή ως ∆Ε µε χωριζόµενες µεταβλητές ή ως γραµµική ∆Ε
πρώτης τάξης. Η γενική λύση της τελευταίας είναι

P(t) =
m

r
+
(
P0 −

m

r

)
er t

16.2.2 Το λογιστικό πληθυσµιακό µοντέλο

Ο πληθυσµός P συχνά αυξάνεται εκθετικά στα αρχικά στάδια Ϲωής του όµως σταδιακά ϕτάνει
στο όριο χωρητικότητας του εξαιτίας περιβαλλοντικών πιέσεων και περιορισµένων διατροφι-
κών πόρων. Για να περιγράψουµε το γεγονός ότι η σχετική ανάπτυξη µειώνεται καθώς ο
πληθυσµός αυξάνει και γίνεται αρνητικός αν το P ξεπεράσει την ϕέρουσα χωρητικότητα του
περιβάλλοντος K, δηλαδή τον µέγιστο πληθυσµό που είναι ικανό να υποστηρίξει το περιβάλ-
λον µακροπρόθεσµα, ϑεωρούµε ότι ο σχετικός ϱυθµός ανάπτυξης είναι

1
P
P ′ = r

(
1− P

K

)
, P(0) = P0

Ο νόµος αυτός λέγεται το λογισικό µοντέλο πληθυσµιακής ανάπτυξης και διατυπώθηκε από
τον ϐέλγο µαθηµατικό Pierre François Verhulst το 1838. Ισοδύναµα, έχουµε ότι

P ′ = r P
(
1− P

K

)
, P(0) = P0

Υποθέτουµε ότι r > 0, και K > 0 στα παρακάτω. Η λογιστική εξίσωση έχει δυο ειδικές λύσεις
οι οποίες καθορίζονται από τα σηµεία µηδενισµού της P ′, δηλαδή P = 0 ή P = K. Επιπλέον
παρατηρούµε ότι P ′ < 0 αν P > K και P ′ > 0 αν 0 < P < K και συνεπώς η P(t) είναι ϕθίνουσα
αν P0 > K και αύξουσα αν 0 < P0 < K. Μπορούµε να ϐρούµε εύκολα την γενική λύση της
λογιστικής εξίσωσης αφού είναι χωριζοµένων µεταβλητών κι έχουµε∫ (1

P
− 1
P − K

)
d P =

∫
r d t + c ⇒ ln

∣∣∣∣ P

P − K

∣∣∣∣ = r t + c

Λύνοντας την τελευταία ως προς P ϐρίσκουµε ότι

P(t) =
K P0

P0 (1− e−r t) + K e−r t
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όπου η σταθερή c ολοκλήρωσης µε την P0 συνδέονται µε την σχέση ec = P0
P0−K . Παρατη-

ϱούµε ότι η γενική λύση περιλαµβάνει και τις δυο ειδικές λύσεις P = 0 αν P0 = 0, και
limt→+∞ P(t) = K, αν P0 > 0.

Παραγωγίζοντας την λογιστική εξίσωση ως προς t ϐρίσκουµε ότι

P ′′ = r P ′
(
1− P

K

)
− r P P

′

K
= r P ′

(
1− P

K
− P

K

)
= r2 P

(
1− P

K

) (
1− 2 P

K

)
Αυτό δείχνει ότι ο ϱυθµός αύξησης του P ′ έχει ακρότατες τιµές όταν P = 0, P = K ή P = K

2 .
Αφού όµως οι P(t) = 0 και P(t) = K είναι λύσεις ισορροπίας της λογιστικής εξίσωσης,
τότε συµπεραίνουµε ότι ο πληθυσµός P(t) αυξάνει γρηγορότερα όταν ϕθάσει στο µισό της
ϕέρουσας χωρητικότητας, µε την προϋπόθεση ότι 0 < P0 < K.

P(t)

P = K

P = 0 t

K

0

Σχήµα 40: Γραφική παράσταση της λύσης της λογιστικής εξίσωσης για διάφορες αρχικές
τιµές P0. ΄Οταν K

2 < P0 < K η P(t) ϕθάνει την µέγιστη τιµή της P = K πιο γρήγορα από
ότι όταν 0 < P0 <

K
2 . ΄Οταν ο αρχικός πληθυσµός ξεπερνά την ϕέρουσα χωρητικότητα του

περιβάλλοντος, δηλαδή P0 > K, τότε η P(t) ϕθίνει για να γίνει ασυµπτωτικά ίση µε P = K.

Παράδειγµα 16.1. ΄Ενα µοντέλο για την διάδοση µιας ϕήµης είναι ότι ο ϱυθµός διάδοσης
είναι ανάλογος µε το γινόµενο του ποσοστού y του πληθυσµού που έχουν ακούσει την ϕήµη
και του ποσοστού του πληθυσµού που δεν έχουν ακούσει την ϕήµη. Με µαθηµατικούς όρους
αυτό περιγράφεται από την ∆Ε

y′ = r y (1− y) , y(0) = y0

όπου r είναι µια σταθερή. Λύνοντας την παραπάνω ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών ϐρίσκουµε
ότι

y =
y0

y0 (1− e−r t) + e−r t
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Ας υποθέσουµε ότι µια µικρή πόλη έχει 1000 κατοίκους. Στις 8 η ώρα το πρωί ( t = 0 ), 80
κάτοικοι έχουν ακούσει την ϕήµη. Μέχρι το µεσηµέρι ( t = 4 ώρες), η ϕήµη έχει διαδοθεί
έτσι ώστε οι µισοί κάτοικοι να την έχουν ακούσει. ∆ηλαδή,

y0 =
80

1000 =
2
25

και
y0

y0 (1− e−4 r) + e−4 r =
1
2

Οπότε, η προηγούµενη σχέση δίνει

2 y0 = y0 − y0 e
−4 r + e−4 r = y0 + (1− y0) e−4 t

από την οποία έχουµε ότι
(e−r)4 = e−4 r =

y0

1− y0

και

e−r =

(
y0

1− y0

)1/4

Συνεπώς
y(t) =

y0

y0 [ 1− (e−r)t ] + (e−r)t
=

y0

y0 [ 1− (2/23)t/4 ] + (2/23)t/4

Για να εκτιµήσουµε τον χρόνο στον οποίο το 90% των κατοίκων έχουν ακούσει την ϕήµη, ας
υποθέσουµε ότι T είναι ο χρόνος που έχει παρέλθει από τις 8 η ώρα το πρωί. Τότε

y(T) =
y0

y0 [ 1− (2/23)T/4 ] + (2/23)T/4 =
9
10

δηλαδή

10 y0 = 9 y0 − 9 y0 (2/23)T/4 + 9 (2/23)T/4 = 9 y0 + 9 (1− y0) (2/23)T/4

λύνοντας την τελευταία ως προς (2/23)T/4 έχουµε(
2
23

)T/4

=
y0

9 (1− y0)

και λύνοντας την τελευταία ως προς T παίρνουµε

T =
4

ln(2/23)
ln

[
y0

9 (1− y0)

]
=

4
ln(2/23)

ln

[
2

207

]
≈ 7.59855 ώρες

΄Αρα, T ≈ 7 + 6
10 = 7 + 36

60 ώρες, δηλαδή 7 ώρες και 36 λεπτά µετά τις 8 η ώρα το πρωί (ή στις
3 : 36 µ.µ.) το 90% των κατοίκων ϑα έχει ακούσει την ϕήµη.
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