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1 Οι πραγµατικοί αριθµοί

1.1 Σύνολα αριθµών

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N = {1,2,3, . . .}

Το σύνολο των ακεραίων Z = {. . .− 3,−2,−1,0,1,2,3, . . .}.
Οι ακέραιοι διαµερίζονται σε άρτιους και περιττούς ανάλογα αν ένας ακέραιος διαιρείται µε
το δύο ή όχι αντίστοιχα. Το µηδέν είναι άρτιος.

Το σύνολο των ϱητών Q = {x : x =
p

q
, p, q ∈ Z, q 6= 0}

Το σύνολο των ϑετικών ϱητών Q+ = {x ∈ Q : x > 0}

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε R και παριστάνεται µε την πραγ-
µατική ευθεία

−∞ +∞0• •x ∈ R

Το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών R+ = {x ∈ R : x > 0}

Το σύνολο των αρνητικών πραγµατικών R− = {x ∈ R : x < 0}

΄Εστω A, B δυο υποσύνολα του R, δηλαδή A, B ⊂ R. Το καρτεσιανό γινόµενο A × B
ορίζεται ως το σύνολο των Ϲευγαριών (a, b) όπου το a διατρέχει το A και το b διατρέχει το B,
δηλαδή A × B = {(a, b) : a ∈ A , b ∈ B}.

1.2 ∆ιαστήµατα

΄Εστω α, � ∈ R µε α < �. ∆ιάφορα κλειστά, ανοικτά, ανοικτά-κλειστά, κλειστά-ανοικτά
διαστήµατα στον R είναι

[α, �] = {x ∈ R, α ≤ x ≤ �}, [α, �) = {x ∈ R, α ≤ x < �}

(α, �] = {x ∈ R, α < x ≤ �}, (α, �) = {x ∈ R, α < x < �}

[α,+∞) = {x ∈ R, x ≥ a}, (α,+∞) = {x ∈ R, x > a}

(−∞, �) = {x ∈ R, x < b}, (−∞, �] = {x ∈ R, x ≤ �} (−∞,+∞) = R
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΄Οταν το άκρο ενός διαστήµατος στον R είναι ±∞ τότε το διάστηµα είναι πάντα ανοικτό στο
άκρο αυτό και σηµειώνεται µε παρένθεση. Τα ±∞ δεν ϑεωρούνται αριθµοί.

Θεώρηµα 1.1. Το Q είναι γνήσιο υποσύνολο του R, δηλαδή υπάρχουν στοιχεία του R που δεν

είναι στοιχεία του Q.

Απόδειξη : ΄Εστω y ∈ R, y > 0 τέτοιος που y2 = 2. Θα δείξουµε ότι ο y δεν ανήκει
στους ϱητούς, y /∈ Q. Θα χρησιµοποιήσουµε απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω ότι y ∈ Q, µε
y = m/n όπου m, n ϑετικοί ακέραιοι και µ.κ.δ.(m, n)=1, δηλαδή το κλάσµα m/n είναι
ανάγωγο. Ειδικότερα οι m, n δεν είναι και οι δυο άρτιοι. ΄Εχουµε ότι m2 = 2n2, άρα ο m
είναι άρτιος, (το τετράγωνο περιττού είναι περιττός). ΄Εστω m = 2k, k ϑετικός ακέραιος. Τότε
n2 = 2k2 και συνεπώς και ο n είναι άρτιος. ΄Ατοπο, γιατί υποθέσαµε ότι µ.κ.δ.(m, n)=1 κι
έτσι οι m, n δεν µπορούν να είναι και οι δυο άρτιοι. ΄Αρα η υπόθεση µε την οποία ξεκινήσαµε
y ∈ Q είναι λάθος, άρα y /∈ Q.

1.3 Αξιωµατική ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών

Το σύνολο των ϱητών αριθµών Q και το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R µε τις συνηθι-
σµένες πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού είναι διατεταγµένα σώµατα.

1.3.1 ∆ιατεταγµένα σώµατα

Ορισµός 1.2. ΄Ενα µή κενό σύνολο Σ λέγεται διατεταγµένο σώµα αν ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες :

α) Αξιώµατα της πρόσθεσης

Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ, υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που συµβο-
λίζεται µε x + y και λέγεται το άθροισµα των x, y. Η πράξη που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο
x + y λέγεται πρόσθεση κι ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Προσεταιριστική ∀x, y, z ∈ Σ ισχύει ότι (x + y) + z = x + (y + z)

• Αντιµεταθετική ∀x, y ∈ Σ ισχύει ότι x + y = y + x

• ΄Υπαρξη µηδενικού στοιχείου. Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Σ που συµβολίζεται µε 0
τέτοιο ώστε

∀x ∈ Σ , x + 0 = 0 + x = x

• ΄Υπαρξη αντίθετου στοιχείου. Για κάθε στοιχείο x του Σ υπάρχει µοναδικό στοιχείο του
Σ, που συµβολίζεται µε −x τέτοιο ώστε

x + (−x) = (−x) + x = 0 .
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Η αφαίρεση στο Σ ορίζεται από την σχέση

x − y = x + (−y) ∀x, y ∈ Σ .

ϐ) Αξιώµατα του πολλαπλασιασµού

Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ, υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που συµβο-
λίζεται µε x y και λέγεται το γινόµενο των x, y. Η πράξη που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο x y
λέγεται πολλαπλασιασµός κι ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Προσεταιριστική ∀x, y, z ∈ Σ ισχύει ότι (x y) z = x (y z)

• Αντιµεταθετική ∀x, y ∈ Σ ισχύει ότι x y = y x

• ΄Υπαρξη µοναδιαίου στοιχείου. Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Σ που συµβολίζεται µε
1 τέτοιο ώστε

∀x ∈ Σ , x 1 = 1 x = x

• ΄Υπαρξη αντίστροφου στοιχείου. Για κάθε µη µηδενικό στοιχείο x του Σ, υπάρχει
µοναδικό στοιχείο του Σ, που συµβολίζεται µε x−1 τέτοιο ώστε

x x−1 = x−1 x = 1 , x 6= 0 .

Η διαίρεση στο Σ ορίζεται από την σχέση

x

y
= x y−1 ∀x, y ∈ Σ , y 6= 0 .

γ) Επιµεριστική ιδιότητα

Η επιµεριστική ιδιότητα συνδέει τον πολλαπλασιασµό µε πρόσθεση:

∀x, y, z ∈ Σ ισχύει x (y + z) = x y + x z .

δ) Ιδιότητες της διάταξης

Υπάρχει ένα υποσύνολο Θ του Σ, που λέγεται το σύνολο των ϑετικών στοιχείων του Σ, το
οποίο ορίζεται από τις ακόλουθες ιδιότητες

• Για κάθε στοιχείο x του Σ ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα

x ∈ Θ , −x ∈ Θ , x = 0 .

• Αν x, y ∈ Θ τότε x + y ∈ Θ και x y ∈ Θ.
Το σύνολο Θ ορίζει µια διάταξη στο σώµα Σ ως εξής : Λέµε ότι x > y αν και µόνο αν

x − y ∈ Θ. Γράφοντας x ≥ 0 εννοούµε ότι x > y ή x = y. Από τον ορισµό του Θ προκύπτει
ότι

x ∈ Θ ⇔ x > 0 .
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Από τις ιδιότητες του Θ έπονται οι παρακάτω ιδιότητες της διάταξης >:

• (νόµος της τριχοτοµίας) Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ ισχύει ακριβώς ένα από
τα ακόλουθα

x > y , x < y , x = y .

• (µεταβατική ιδιότητα) Αν x > y και y > z, τότε x > z .

• (νόµος διαγραφής για την πρόσθεση) Αν x > y τότε για κάθε z ισχύει ότι x + z > y + z

• (νόµος διαγραφής για τον πολ/σµό) Αν x > y και z > 0, τότε x z > y z .

Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών µε τις συνηθισµένες πράξεις της πρόσθεσης και του
πολλαπλασιασµού είναι το τυπικό παράδειγµα ενός διατεταγµένου σώµατος. Το σύνολοR των
πραγµατικών αριθµοί µε τις συνηθισµένες πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού
είναι διατεταγµένο σώµα.

Μια ιδιότητα που διαφοροποιεί το Q από το R είναι το αξίωµα της πληρότητας που
εξετάζουµε παρακάτω.

1.3.2 Το αξίωµα της πληρότητας

Από την στιγµή που σ΄ ένα διατεταγµένο σώµα Σ έχουµε ορίσει µια διάταξη > µπορούµε να
µιλάµε για υποσύνολα του Σ που είναι άνω ή κάτω ϕραγµένα.

Ορισµός 1.3. ΄Εστω ένα διατεταγµένο σώµα Σ. ΄Ενα υποσύνολο A του Σ λέγεται
• άνω ϕραγµένο, αν υπάρχει a ∈ Σ τέτοιο ώστε x ≤ a, για κάθε x ∈ A,

• κάτω ϕραγµένο, αν υπάρχει b ∈ Σ τέτοιο ώστε b ≤ x, για κάθε x ∈ A,

• ϕραγµένο, αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο.

Κάθε στοιχείο του Σ που ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό λέγεται άνω (αντίστοιχα κάτω)
ϕράγµα του A.

Ορισµός 1.4. α) ΄Εστω A ένα άνω ϕραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε
ότι το στοιχείο a ∈ Σ είναι ελάχιστο άνω ϕράγµα του A αν
• το a είναι άνω ϕράγµα του A και
• αν a1 είναι ένα άνω ϕράγµα του A τότε a ≤ a1.

ϐ) ΄Εστω A ένα κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε ότι το
στοιχείο a ∈ Σ είναι µέγιστο κάτω ϕράγµα του A αν
• το a είναι κάτω ϕράγµα του A και
• αν a1 είναι ένα κάτω ϕράγµα του A τότε a ≥ a1.
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Στην περίπτωση που υπάρχουν, ϑα συµβολίζουµε το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A µε supA

(supremum του A), και το µέγιστο κάτω ϕράγµα του A µε inf A (infimum του A).

Προσοχή !!! Τα supA, inf A µπορεί να είναι στοιχεία του A, αλλά µπορεί και να µην είναι.
Στην περίπτωση που supA ∈ A, inf A ∈ A, τότε τα supA και inf A είναι το µέγιστο και το
ελάχιστο στοιχείο του A, αντίστοιχα, δηλαδή supA = maxA και inf A = minA.

Παράδειγµα α) ΄Εστω A = [0,1). Τότε supA = 1 /∈ A, inf A = 0 ∈ A.
ϐ) ΄Εστω A = (1,3]. Τότε inf A = 1 /∈ A, supA = 3 ∈ A.

Το αξίωµα της πληρότητας: Λέµε ότι ένα διατεταγµένο σώµα Σ ικανοποιεί το
αξίωµα της πληρότητας αν κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο A του Σ έχει
ελάχιστο άνω ϕράγµα a ∈ Σ.

΄Ενα διατεταγµένο σώµα Σ που ικανοποιεί το αξίωµα της πληρότητας λέγεται πλήρως

διατεταγµένο σώµα.
Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών δεν είναι πλήρως διατεταγµένο σώµα, δηλαδή υπάρχει

µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο A του Q το οποίο δεν έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα (στο Q).
Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε το υποσύνολο A του Q µε

A = {x ∈ Q : x > 0 και x2 < 2}

Το A είναι µη κενό αφού 1 ∈ A και το A είναι άνω ϕραγµένο µε ένα άνω ϕράγµα το 2, αφού
2 > 0 και 22 = 4 > 2 > x2, οπότε x < 2 για κάθε x ∈ A. Παραλείποντας µια αυστηρή
απόδειξη, αν υπήρχε το ‘‘ελάχιστο άνω ϕράγµα’’ του A αυτό ϑα ήταν το

√
2, το οποίο όµως

γνωρίζουµε από το Θεώρηµα 1.1 ότι ‘‘λείπει’’ από το Q.

Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ισχύει το αξίωµα της πληρότητας.

Αξίωµα της πληρότητας για τους πραγµατικούς αριθµούς: Κάθε µη κενό, άνω ϕραγ-
µένο υποσύνολο A του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα α ∈ R.

Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα πλήρως διατεταγµένο σώµα.

1.4 Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών

΄Εστω ε και α πραγµατικοί αριθµοί, ε, α ∈ R µε ε > 0. Υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ∈ N
τέτοιος ώστε n ε > α.
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Απόδειξη: Θα πάµε µε απαγωγή σε άτοπο. Ας υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει ϕυσικός
αριθµός n ∈ N τέτοιος ώστε n ε > α. ∆ηλαδή για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈ N έχουµε n ε ≤ α.
Τότε το υποσύνολο A = {n ε : n ∈ N} των πραγµατικών είναι άνω ϕραγµένο µε ένα άνω
ϕράγµα το α. Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A, ας
το πούµε � = supA ∈ R. Προφανώς � − ε < �, άρα το � − ε δεν είναι άνω ϕράγµα του
A. Εποµένως µπορούµε να ϐρούµε ϕυσικό n0 ∈ N τέτοιο ώστε n0ε > � − ε. ΄Εστω τώρα
n1 = n0 + 1 ο επόµενος ϕυσικός από τον n0. Τότε η προηγούµενη ανισότητα γίνεται

n0 ε > �− ε ⇒ (n1 − 1) ε > �− ε ⇒ n1 ε − ε > �− ε ⇒ n1 ε > �

΄Ατοπο, γιατί το � είναι άνω ϕράγµα του A (και µάλιστα το ελάχιστο).
Ουσιαστικά, η Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών µας λέει ότι το N δεν είναι άνω

ϕραγµένο υποσύνολο του R. (Σκεφτείτε την Αρχιµήδεια ιδιότητα για ε = 1).

1.5 Ακέραιο µέρος, άρρητοι αριθµοί και πυκνότητα ϱητών και αρ-

ϱήτων στους πραγµατικούς

Πρόταση 1.5. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈ R, υπάρχει ακέραιος m ∈ Z τέτοιος ώστε

m ≤ x < m + 1. Ο ακέραιος m λέγεται το ακέραιο µέρος του x και συµβολίζεται µε [x].

Για παράδειγµα [2.7] = 2, [−2.7] = −3, [π] = 3.

Πρόταση 1.6. Για κάθε x, y ∈ R, µε x < y, υπάρχει ϱητός p µε την ιδιότητα x < p < y.

Η προηγούµενη πρόταση µας πληροφορεί για την πυκνότητα των ϱητών αριθµών στους
πραγµατικούς και ουσιαστικά είναι απόρροια της Αρχιµήδειας ιδιότητας των πραγµατικών
και της ύπαρξης του ακεραίου µέρους.

Ορισµός 1.7. Είδαµε ότι υπάρχουν πραγµατικοί οι οποίοι δεν είναι ϱητοί αριθµοί, π.χ. ο√
2. Κάθε πραγµατικός αριθµός που δεν είναι ϱητός λέγεται άρρητος.

Πρόταση 1.8. Οι άρρητοι είναι πυκνοί στο R: για κάθε x, y ∈ R, µε x < y, υπάρχει άρρητος

α τέτοιος ώστε x < α < y.

1.6 Απόλυτη τιµή

Ορισµός 1.9. (Απόλυτη τιµή) Για κάθε a ∈ R ϑέτουµε

|a| =


a αν a ≥ 0 ,

−a αν a < 0 .

Το |a| λέγεται απόλυτη τιµή του a. Αν τοποθετήσουµε τον a σε ένα σηµείο της πραγµατικής
ευθείας σκεφτόµαστε το |a| ως την απόσταση του a από το 0. Από τον ορισµό προκύπτει ότι
| − a| = |a| και ότι |a| ≥ 0 για κάθε a ∈ R
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∆ιακρίνοντας περιπτώσεις για το a εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε a, ε ∈ R, ε > 0 ισχύει

|a| ≤ ε αν και µόνο αν − ε ≤ a ≤ ε

Επιπλέον ισχύει ότι

|a| ≥ ε αν και µόνο αν a ≤ −ε ή a ≥ ε

Με τον ίδιο τρόπο (διακρίνοντας περιπτώσεις) εύκολα αποδεικνύεται ότι για κάθε a, b ∈ R
ισχύει ∣∣ |a| − |b| ∣∣ ≤ |a + b| ≤ |a|+ |b|

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση τον b µε τον −b παίρνουµε ότι ισχύει και∣∣ |a| − |b| ∣∣ ≤ |a − b| ≤ |a|+ |b|
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1.7 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα sup, inf, max, min των παρακάτω συνόλων

(1) A = {x ∈ R, x ≥ 2}
(2) B = {x ∈ R : x = −n2 , n = 1,2,3 . . .}

(3) C = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1 +
1
n
, n = 1,2,3 . . .}

΄Ασκηση 2 Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα sup, inf, max, min των παρακάτω συνόλων

(1) A = {x ∈ R, x > 0 : 0 < x2 − 1 ≤ 2}
(2) B = {x ∈ Q : x ≥ 0,0 < x2 − 1 ≤ 2}
(3) C = {x ∈ R : x2 + x + 1 ≥ 0}
(4) D = {x ∈ R : x2 + x + 1 < 0}
(5) E = {x ∈ R : x < 0, x2 + x − 1 < 0}
(6) F = {x ∈ Q : (x − 1)(x +

√
2) < 0}

΄Ασκηση 3 ΄Εστω A µη κενό ϕραγµένο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι το A είναι µονοσύνολο αν
και µόνο αν supA = inf A.
(΄Ενα σύνολο A λέγεται µονοσύνολο αν περιέχει ένα και µόνο ένα στοιχείο, A = {a} )

΄Ασκηση 4 ∆είξτε ότι τα παρακάτω ισχύουν στο R

(i) Αν x < y + ε για κάθε ε > 0 , τότε x ≤ y .
(ii) Αν x ≤ y + ε για κάθε ε > 0 , τότε x ≤ y .
(iii) Αν |x − y| ≤ ε για κάθε ε > 0 , τότε x = y .

΄Ασκηση 5 Να ϐρεθούν οι τιµές του x που ικανοποιούν τις ισότητες

(i) |5 x + 4| = −1, (ii) |3 x + 2| = 5, (iii)

∣∣∣∣x − 3
x − 4

∣∣∣∣ = 5, (iv) |4 x + 5| = |8 x − 3|

΄Ασκηση 6 Να ϐρεθεί για ποιές τιµές του x ικανοποιούνται οι ανισότητες

(i)

∣∣∣∣3− 2 x
2 + x

∣∣∣∣ ≤ 4, (ii) |3 x + 5| ≥ 4, (iii)
1

|x − 4|
− 1
|x + 7|

< 0 .
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2 Αντιστοιχίες - Συναρτήσεις

2.1 Αντιστοιχίες

Ορισµός 2.1. ΄Εστω δυο µη κενά σύνολα A και B. Λέµε ότι έχουµε µια αντιστοιχία ή διµελή

σχέση µε σύνολο αφετηρίας το A και σύνολο άφιξης το B αν και µόνο αν µπορούµε να
αντιστοιχίσουµε ένα τουλάχιστο στοιχείο x του A µε ένα ή περισσότερα στοιχεία y του B.

Συµβολικά γράφουµε f : A → B και διαβάζουµε, η f είναι µια αντιστοιχία µε σύνολο
αφετηρίας το A και σύνολο άφιξης B. Για τα στοιχεία έχουµε

x
f→ y , ή A 3 x f→ y ∈ B

και διαβάζουµε : το x ανήκει στο A µέσω της f αντιστοιχεί στο y ανήκει στο B.

Ορισµός 2.2. Ονοµάζουµε τύπο µιας αντιστοιχίας f : A → B την συµβολική έκφραση x → y

µε την οποία καθορίζεται ο τρόπος που συνδέονται τα αντίστοιχα στοιχεία. Στην έκφραση
x

f→ y το x ονοµάζεται αρχέτυπο και το y εικόνα του x µέσω της f .

Ορισµός 2.3. Ονοµάζουµε πεδίο ορισµού (domain of definition) της αντιστοιχίας f : A → B

και συµβολίζουµε µε D(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

D(f ) = {x ∈ A : ∃ y ∈ B, µε x
f→ y}

Ορισµός 2.4. Ονοµάζουµε πεδίο τιµών (range) της αντιστοιχίας f : A → B και συµβολίζουµε
µε R(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

R(f ) = {y ∈ B : ∃ x ∈ A, µε x
f→ y}

Ορισµός 2.5. Ονοµάζουµε γράφηµα (graph) της αντιστοιχίας f : A→ B και συµβολίζουµε µε
Γ(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

Γ(f ) = {(x, y) ∈ A × B : x
f→ y}

Από τους παραπάνω ορισµούς έχουµε ότι

D(F) ⊆ A, R(f ) ⊆ B, Γ(F) ⊆ D(f )× R(f )

και από τον ορισµό της αντιστοιχίας

D(f ) 6= ∅, R(f ) 6= ∅, Γ(F) 6= ∅

Η συµβολική έκφραση X ⊆ Y δηλώνει ότι το σύνολο X είναι γενικά υποσύνολο του συνόλου
Y , µε την έννοια ότι κάθε στοιχείο του συνόλου X περιέχεται στο σύνολο Y , όµως µπορεί
και κάθε στοιχείο το Y να περιέχεται στο X ή αλλιώς τα δυο σύνολα X, Y να είναι ίσα. ΄Οταν
γνωρίζουµε ότι το σύνολο X είναι γνήσιο υποσύνολο Y , δηλαδή υπάρχει τουλάχιστο ένα
στοιχείο του συνόλου Y το οποίο δεν περιέχεται στο σύνολο X µπορούµε να χρησιµοποιούµε
το σύµβολο ⊂. Για παράδειγµα

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R
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Ορισµός 2.6. Αν κάθε στοιχείο του A για την αντιστοιχία f : A → B είναι αρχέτυπο, δηλαδή
D(f ) = A, και κάθε στοιχείο του B είναι εικόνα δηλαδή R(f ) = B, τότε λέµε ότι έχουµε µια
αντιστοιχία του A επί του B,

Ορισµός 2.7. Η αντιστοιχία f : A→ B ϑα λέµε ότι είναι του A στο B αν και µόνο αν D(f ) = A,
και R(f ) ⊂ B, δηλαδή υπάρχουν στοιχεία του B που δεν είναι εικόνες µέσω της f στοιχείων
του A.

Ορισµός 2.8. Η αντιστοιχία f : A → B ϑα λέµε ότι είναι από το A στο B αν και µόνο αν
D(f ) ⊂ A, και R(f ) ⊂ B.

Ορισµός 2.9. Η αντιστοιχία f : A→ B ϑα λέµε ότι είναι από το A επί του B αν και µόνο αν
D(f ) ⊂ A, και R(f ) = B.

Ορισµός 2.10. Μια αντιστοιχία f : A → B λέγεται µονοσήµαντη ή µονότιµη αν και µόνο
αν κάθε στοιχείο x ∈ D(f ) έχει µέσω της f ως εικόνα ένα και µόνο στοιχείο y ∈ B, ενώ στην
αντίθετη περίπτωση η f ϑα λέµε ότι είναι πλειότιµη.

10



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

Παράδειγµα 2.11. ΄Εστω τα σύνολα

A = {1,2,3}, B = {2,4,6,8}

Ορίζουµε την αντιστοιχία f : A→ B ως εξής :

1 f→ 2, 1 f→ 6, 2 f→ 4, 2 f→ 6

Το πεδίο ορισµού της f είναι το D(f ) = {1,2}, το πεδίο τιµών της f είναι το R(f ) =

{2,4,6} και το γράφηµα της f είναι το Γ(f ) = {(1,2), (1,6), (2,4), (2,6)}.
Επίσης D(f )× R(f ) = {(1,2), (1,4), (1,6), (2,2), (2,4), (2,6)}. Παρατηρούµε ότι

D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B, Γ(f ) ⊂ D(f )× R(f )

Η f είναι µια αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’ και επιπλέον η f είναι πλειότιµη (γιατί ;).

Παράδειγµα 2.12. ΄Εστω A = {α, �.γ}, B = {1,2,3,4}. Ορίζουµε τις αντιστοιχίες

f : A→ B, µε α
f→ 1, �

f→ 3, γ
f→ 3,

g : A→ B, µε α
g→ 1, �

g→ 2, �
g→ 3, γ

g→ 4,

ϕ : A→ B, µε α
ϕ→ 1, �

ϕ→ 2, �
ϕ→ 3,

σ : A→ B, µε α
σ→ 1, �

σ→ 2, �
σ→ 3, �

σ→ 4 .

Η f είναι αντιστοιχία ‘‘του A στο B’’, γιατί D(f ) = A, R(f ) ⊂ B.
Η g είναι αντιστοιχία ‘‘του A επί του B’’, γιατί D(f ) = A, R(f ) = B.

Η ϕ είναι αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’, γιατί D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B.
Η σ είναι αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’, γιατί D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B.
Από τις παραπάνω αντιστοιχίες µόνο η f είναι µονοσήµαντη.

Σχήµα 1: Οι αντιστοιχίες f, g, ϕ και σ του Παραδείγµατος 2.12

11



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

Παράδειγµα 2.13. ∆ίνεται η αντιστοιχία f : R→ R µε τύπο x f→ y έτσι ώστε x2 + y2 = 1. Να
ϐρεθούν α) το πεδίο ορισµού και ϐ) το πεδίο τιµών της f .

α) Στο πεδίο ορισµού της f ανήκουν εκείνα µόνο τα x ∈ R για τα οποία υπάρχει y ∈ R
τέτοιο ώστε x2 + y2 = 1. ∆ηλαδή

D(f ) = {x ∈ R : ∃y ∈ R µε x2 + y2 = 1} = {x ∈ R : ∃y ∈ R µε y2 = 1− x2}

Αλλά για να υπάρχει y ∈ R τέτοιο ώστε y2 = 1− x2 αρκεί και πρέπει 1− x2 ≥ 0. Συνεπώς

D(f ) = {x ∈ R : 1− x2 ≥ 0} = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1} = [−1,1]

ϐ) Με παρόµοιο τρόπο όπως προηγουµένως για το πεδίο τιµών της f έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R µε x2 + y2 = 1} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε x2 = 1− y2} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε 1− y2 ≥ 0} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε − 1 ≤ y ≤ 1} =

[−1,1]

Η αντιστοιχία f συσχετίζει τα σηµεία του επιπέδου x − y τα οποία ανήκουν σε ένα κύκλο µε
κέντρο το (0,0) και ακτίνα µονάδα. Προφανώς η f δεν είναι µονοσήµαντη αφού οποιοδήποτε
x ∈ [−1,1] µέσω της f συσχετίζεται µε δυο τιµές : την y1 =

√
1− x2 και την y2 = −

√
1− x2.

Σχήµα 2: Το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της f του Παραδείγµατος 2.13
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2.2 Συναρτήσεις

Ορισµός 2.14. ΄Εστω δυο µή-κενά σύνολα A και B. Κάθε µονοσήµαντη αντιστοιχία του
A στο B ονοµάζεται απεικόνιση ή συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το A και τιµές στο B. Πιο
συγκεκριµένα, ονοµάζουµε συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το A και τιµές στο B κάθε νόµο f
µέσω του οποίου το κάθε x ∈ A συσχετίζεται µε ένα και µόνο ένα στοιχείο του B. Συµβολικά
έχουµε

A 3 x f→ y ∈ B ή y = f (x)

Το x που εκφράζει το τυχαίο στοιχείο του συνόλου A λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή της f
και το αντίστοιχο y ∈ B λέγεται εξαρτηµένη µεταβλητή ή τιµή της συνάρτησης f στο x.

Θα λέµε ‘‘δίνεται η συνάρτηση f : A→ B’’ και η λέξη συνάρτηση υπονοεί ότι η αντιστοιχία
f είναι µονοσήµαντη του A στο R(f ) ⊆ B. Επιπλέον, στον ορισµό της συνάρτησης έχουµε ότι
D(f ) = A, R(f ) ⊆ B.

Μια συνάρτηση f είναι γνωστή αν γνωρίζουµε :
• το πεδίο ορισµού της D(f ),
• το πεδίο τιµών της R(f ), και
• τον τύπο της f µέσω του οποίου το κάθε x ∈ D(f ) αντιστοιχεί σε ένα και µόνο ένα y ∈ R(f ).

Οι συναρτήσεις f : A→ B που ϑα ασχοληθούµε είναι τέτοιες ώστε τα A, B είναι υποσύνολα
του R, γι΄ αυτό ονοµάζονται πραγµατικές συναρτήσεις µιας πραγµατικής µεταβλητής.

Ορισµός 2.15. Αν A µη κενό υποσύνολο του R τότε κάθε συνάρτηση f µέσω της οποίας
κάθε πραγµατικός αριθµός a ∈ A απεικονίζεται στον πραγµατικό αριθµό y, ονοµάζεται
πραγµατική συνάρτηση µε πραγµατική µεταβλητή.

Παράδειγµα 2.16. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο f (x) = 2 x ή y = 2 x.
Η συνάρτηση έχει ορισθεί πλήρως αφού D(f ) = R, R(f ) = R και γνωρίζουµε τον τύπο

της f .

Παράδειγµα 2.17. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο f (x) = x2 + 2.
Το πεδίο ορισµού της f είναι D(f ) = R, και το πεδίο τιµών R(f ) = [2,+∞).

Παράδειγµα 2.18. Είναι γνωστό ότι κάθε µή-αρνητικός πραγµατικός έχει µια µόνο τετραγω-
νική ϱίζα, ενώ οι αρνητικοί πραγµατικοί δεν έχουν τετραγωνική ϱίζα στο R. Ας υποθέσουµε
ότι µας δίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) =

√
x. Αφού αναφερόµαστε σε συναρτήσεις

πραγµατικής µεταβλητής µπορούµε να καθορίσουµε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f

D(f ) = {x ∈ R :
√
x ∈ R} = {x ∈ R : x ≥ 0} = [0,+∞]

Παράδειγµα 2.19. ∆ίνεται η f : R→ R µε τύπο

f (x) =


2 x + 1 αν x ≥ 0

x2 αν x < 0
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Το πεδίο ορισµού είναι D(f ) = R, και το πεδίο τιµών R(f ) = R+.

2.2.1 Η ισότητα στο σύνολο των συναρτήσεων

Ας ϑεωρήσουµε τις συναρτήσεις f, g µε τύπους f (x) = |x| και g(x) =
√
x2. Παρατηρούµε ότι

D(f ) = D(g) = R και
∀x ∈ R έχουµε f (x) = g(x)

Επειδή οι f, g έχουν αυτές τις ιδιότητες λέγονται ίσες.

Ορισµός 2.20. ∆υο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες και ϑα σηµειώνουµε f = g αν και µόνο αν
έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού και για κάθε x στο κοινό πεδίο ορισµού τους έχουν ίσες τιµές.

f = g ⇔ D(f ) = D(g) και f (x) = g(x) ∀x ∈ D(f ) = D(g)

Από τον ορισµό συνάγεται ότι αναγκαστικά R(f ) = R(g).

Αν τουλάχιστον µια από τις δυο συνθήκες δεν ισχύει, δηλαδή D(f ) 6= D(g) ή αν υπάρχει
x ∈ D(f ) = D(g) για το οποίο f (x) 6= g(x) οι f, g λέγονται διάφορες.

Αν A ⊆ D(f ) ∩ D(g) και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ A, τότε µπορούµε να πούµε ότι f = g

είναι ίσες στο A.

Παράδειγµα 2.21. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f (x) =
1
x

g(x) =
x2 + 1
x3 + x

Προφανώς D(f ) = R− {0} και για το πεδίο ορισµού της g έχουµε

D(g) = {x ∈ R : x3 + x 6= 0} = {x ∈ R : x(x2 + 1) 6= 0} = {x ∈ R : x 6= 0} = R− {0}

Επιπλέον, f (x) = g(x), ∀x ∈ R− {0} γιατί

g(x) =
x2 + 1
x3 + x

=
x2 + 1
x(x2 + 1)

=
1
x

= f (x)

άρα f = g

Παράδειγµα 2.22. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f (x) = x, g(x) =
x2 − x
x − 1

D(f ) = R, D(g) = R − {1}. Επειδή D(f ) 6= D(g) οι f, g είναι διάφορες, f 6= g. ΄Οµως στο
A = R− {1} έχουµε

g(x) =
x2 − x
x − 1

=
x(x − 1)

x − 1
= x = f (x).

΄Αρα f = g στο A.
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Παράδειγµα 2.23. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f (x) =


x2 αν x > 0

2 x + 1 αν x ≤ 0
, g(x) =


3 x αν x > 0

2 x + 1 αν x ≤ 0

έχουµε D(f ) = D(g) = R, αλλά υπάρχει x ∈ R όπου f (x) 6= g(x). Για παράδειγµα f (2) = 4
και g(2) = 6, f (2) 6= g(2), άρα f 6= g.

Παρατηρούµε ότι f = g στο διάστηµα (−∞,0], γιατί f (x) = g(x) για κάθε x ∈ (−∞,0].

2.2.2 Η άλγεβρα των συναρτήσεων

Ορισµός 2.24. Ονοµάζουµε άθροισµα των συναρτήσεων f, g την συνάρτηση που συµβολίζουµε
µε f + g και έχει τύπο (f + g)(x) = f (x) + g(x) και D(f + g) = D(f ) ∩ D(g).

Ορισµός 2.25. Ονοµάζουµε γινόµενο των συναρτήσεων f, g την συνάρτηση που συµβολίζουµε
µε f g και έχει τύπο (f g)(x) = f (x) g(x) και D(f g) = D(f ) ∩ D(g).

Ορισµός 2.26. Ονοµάζουµε γινόµενο πραγµατικού αριθµού a επί την συνάρτηση f την συ-
νάρτηση που συµβολίζουµε µε a f και έχει τύπο (a f )(x) = a f (x) και D(a f ) = D(f ).
Αν a = −1 έχουµε την αντίθετη συνάρτηση της f δηλαδή την −f (x).

Ορισµός 2.27. Ονοµάζουµε διαφορά της συνάρτησης g από την συνάρτηση f την συνάρτηση
που συµβολίζουµε µε f −g και έχει τύπο (f −g)(x) = f (x)−g(x) και D(f −g) = D(f )∩D(g).

Ορισµός 2.28. Ονοµάζουµε πηλίκο της συνάρτησης f δια της συνάρτησης g την συνάρτηση

που συµβολίζουµε µε
f

g
και έχει τύπο

(
f

g

)
(x) =

f (x)

g(x)
και D

(
f

g

)
= D(f )∩D(g)−{x ∈ R :

g(x) = 0}.

Παράδειγµα 2.29. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f (x) = 2 x, και g(x) =
√

1− x2. Προφανώς
D(f ) = R και D(g) = [−1,1]. Το κοινό πεδίο ορισµού είναι D(f ) ∩ D(g) = [−1,1].

a) (f + g)(x) = 2 x +
√

1− x2 D(f + g) = [−1,1]

b) (f − g)(x) = 2 x −
√

1− x2 D(f − g) = [−1,1]

c) (f g)(x) = 2 x
√

1− x2 D(f g) = [−1,1]

d)

(
f

g

)
(x) =

2 x√
1− x2

D

(
f

g

)
= (−1,1)

Παράδειγµα 2.30. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f (x) =
√
x − 1, και g(x) =

√
1− x2 µε πε-

δίο ορισµού D(f ) = [2,+∞) και D(g) = [−1,1] αντίστοιχα. Επειδή D(f ) ∩ D(g) = ∅ οι
συναρτήσεις f + g, f − g, f g, f/g δεν ορίζονται.
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2.3 Ασκήσεις – 19/09/2012

΄Ασκηση 1. Αν η συνάρτηση f έχει έναν από τους παρακάτω τύπους να ϐρεθεί το πεδίο
ορισµού της

a) f (x) =
√

2 |x − 2|+ x − 5 b) f (x) =
√
|x + 1|+ |x − 2| − 5

c) f (x) =
2 tan x

1− tan2 x
d) f (x) =

√
1− x2 +

√
sin x

Λύση

a) Παρατηρούµε ότι η ποσότητα που είναι κάτω από την ϱίζα ϑα πρέπει να είναι µη αρνητικός αριθµός.
Επιπλέον παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας όρος που έχει απόλυτη τιµή και για αυτόν το όρο ϑα πρέπει
να πάρουµε περιπτώσεις. ΄Ετσι έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 2 |x − 2|+ x − 5 ≥ 0}

= {x ∈ R ,
x − 2 ≥ 0

2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0
ή

x − 2 < 0
−2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0

}

= {x ∈ R ,
x ≥ 2

3 x − 9 ≥ 0
ή

x < 2
−x − 1 ≥ 0

} = {x ∈ R ,
x ≥ 2
x ≥ 3

ή
x < 2
x ≤ −1

}

= {x ∈ R , x ≥ 3 ή x ≤ −1} = (−∞,−1] ∪ [3,+∞).

b) ΄Εχουµε παρόµοιες διαπιστώσεις όπως προηγουµένως αλλά όµως τώρα έχουµε δυο όρους µε α-
πόλυτα και έτσι ϑα πρέπει να διακρίνουµε 4 περιπτώσεις ανάλογα αν οι όροι µέσα στα απόλυτα είναι
ϑετικοί ή µη ϑετικοί πραγµατικοί :
1) x − 2 ≥ 0 και x + 1 ≥ 0 που συναληθεύουν x ≥ 2.
2) x − 2 < 0 και x + 1 > 0 που συναληθεύουν για −1 < x < 2,
3) x + 1 ≤ 0 και x − 2 < 0 που συναληθεύουν όταν x ≤ −1 και
4) x − 2 > 0 και x + 1 < 0 η οποία δεν ικανοποιείται για κανένα x, οπότε έχουµε µόνο τις 3 προ-
ηγούµενες περιπτώσεις.

1) Αν x ≥ 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1 + x − 2− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≥ 6⇒ x ≥ 3

που συναληθεύουν για x ≥ 3.
2) Αν −1 < x < 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 0 > 2

αδύνατον άρα δεν υπάρχουν x που να είναι στο πεδίο ορισµού στο διάστηµα (−1,2)

3) Αν x ≤ −1, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ −(x + 1)− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≤ 4⇒ x ≤ −2
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που συναληθεύουν για x ≤ −2.

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε ότι

D(f ) = {x ∈ R : x ≥ 3 ή x ≤ −2} = (−∞,−2] ∪ [3,+∞).

c) Η συνάρτηση

tan x =
sin x

cos x

ορίζεται σε όλα τα x ∈ R εκτός από αυτά που µηδενίζεται η συνάρτηση cos x, δηλαδή για x 6= k π+π/2,
k ∈ Z. Οπότε για το πεδίο ορισµού της f ϑα πρέπει επιπλέον να µην µηδενίζεται και ο παρανοµαστής
1 − tan2 x. Ο παρανοµαστής µηδενίζεται όταν tan x = ±1 ή ισοδύναµα όταν cos x = ± sin x. Το
τελευταίο συµβαίνει όταν η γωνία x είναι ±45 µοίρες ή x = ±π/4 και προσαυξηµένη κατά ακέραια
πολλαπλάσια του π, δηλαδή όταν x = k π ± π/4, k ∈ Z. ΄Αρα συνολικά έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= k π + π/2 και x 6= k π ± π/4 k ∈ Z}

d) Θα πρέπει και οι δυο ποσότητες που είναι κάτω από την ϱίζα να είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί.

D(f ) = {x ∈ R : 1− x2 ≥ 0 και sin x ≥ 0}

Η sin x είναι ϑετικός αριθµός όταν η γωνία x είναι ανάµεσα σε 0 και π καθώς και προσαυξηµένη µε
πλήρεις περιστροφές κατά γωνία 2 π, δηλαδή 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π k ∈ Z. Οπότε

D(f ) = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1 και 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π, k ∈ Z}

΄Οµως τα διαστήµατα [2 k π,2 k π + π] για k = ±1,±2 . . . δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο µε το
διάστηµα [−1,1]. Από την άλλη, για k = 0 το διάστηµα [0, π] έχει τοµή (κοινά σηµεία) µε το [−1,1]

το διάστηµα [0,1].΄Αρα
D(f ) = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} = [0,1]

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί το πεδίο τιµών της συνάρτησης f µε τύπο

f (x) =
x2 + 4

x2 + x + 1

Λύση

΄Εχουµε µια ϱητή συνάρτηση όπου ο παρανοµαστής δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, άρα D(f ) = R. Για
το πεδίο τιµών της f έχουµε:

D(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y =
x2 + 4

x2 + x + 1
}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y x2 + y x + y = x2 + 4}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε (y− 1) x2 + y x + (y− 4) = 0 (∗)}
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Αν y = 1 το τριώνυµο (∗) γίνεται x = 3, άρα υπάρχει x ∈ R για το οποίο η f να έχει τιµή 1, συνεπώς
1 ∈ R(f ).
Για y 6= 1, το τριώνυµο (∗) ως προς x έχει πραγµατικές ϱίζες αν και µόνο αν ∆ ≥ 0. ή ισοδύναµα

y2 − 4(y− 1)(y− 4) ≥ 0 ⇒ 3 y2 − 20 y+ 16 ≤ 0 ⇒ 10− 2
√

13
3

≤ y ≤ 10 + 2
√

13
3

Επειδή 1 ∈ [10−2
√

13
3 , 10+2

√
13

3 ] έχουµε τελικά ότι

R(f ) = [
10− 2

√
13

3
,

10 + 2
√

13
3

]

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν οι πραγµατικές τιµές του λ για τις οποίες το πεδίο τιµών της f (x)

µε τύπο

f (x) =
x + λ

x2 + 1
είναι το διάστηµα [−1

4 , 1].
Λύση

΄Εχουµε πρώτα απ΄όλα ότι D(f ) = R. Για το πεδίο τιµών έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y =
x + λ

x2 + 1
} = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y x2 − x + (y− λ) = 0}

= {y ∈ R : 1− 4 y (y− λ) ≥ 0} = {y ∈ R :
λ −
√
λ2 + 1
2

≤ y ≤ λ +
√
λ2 + 1
2

}

=

[
λ −
√
λ2 + 1
2

,
λ +
√
λ2 + 1
2

]

Για να είναι R(f ) = [−1/4,1], αρκεί και πρέπει να υπάρχει λ τέτοιο που

λ −
√
λ2 + 1
2

= −1
4

λ +
√
λ2 + 1
2

= 1

⇒
λ +

1
2

=
√
λ2 + 1

2− λ =
√
λ2 + 1

⇒
λ +

1
2

= 2− λ

(2− λ)2 = λ2 + 1

−1
2 ≤ λ ≤ 2


⇒

λ =
3
4

25
16 = 25

16

−1
2 ≤ λ = 3

4 ≤ 2


΄Αρα για λ = 3

4 η f έχει R(f ) = [−1
4 ,1]

Προσοχή !!! Είναι λάθος να απαιτήσουµε −1
4 ≤

x+λ
x2+1 ≤ 1 για κάθε x ∈ R γιατί ναι µεν οι τιµές της f

ϑα είναι στο [−1
4 ,1] όµως από µόνο της η απαίτηση αυτή δεν είναι αρκετή να µας εξασφαλίσει ότι το

πεδίο τιµών της f είναι όλο το διάστηµα [−1
4 ,1].
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΄Ασκηση 4. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =

√
x

x − 1
, g(x) =

√
x√

x − 1

Να δειχθεί ότι f 6= g.
Λύση

Για να ισχύει f = g ϑα πρέπει D(f ) = D(g) και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R :
x

x − 1
≥ 0 και x − 1 6= 0} = {x ∈ R : x (x − 1) ≥ 0 και x 6= 1}

= {x ∈ R : (x ≤ 0 ή x ≥ 1) και x 6= 1} = {x ∈ R : x ≤ 0 ή x > 1}

= (−∞,0] ∪ (1,+∞)

Για το πεδίο ορισµού της g έχουµε D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0 και x > 1} = {x ∈ R : x > 1} =

(1,+∞). Αφού D(f ) 6= D(g), τότε f 6= g.

Παρατήρηση για επιπλέον ανάλυση: Παρατηρούµε ότι υπάρχει κοινό πεδίο ορισµού των f, g, το
διάστηµα A = D(f ) ∩ D(g) = (1,+∞). Για κάθε x ∈ A έχουµε ότι x > 0 και x > 1, οπότε

f (x) =

√
x

x − 1
=

√
x√

x − 1
= g(x) ∀x ∈ A

Οπότε αν περιορίσουµε τις τιµές του x στο διάστηµα A έχουµε ότι f = g για κάθε x ∈ (1,+∞).

΄Ασκηση 5. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) =
√

4− x2, g(x) =
√
x. Να ϐρεθεί το πεδίο

ορισµού για κάθε µια από τις συναρτήσεις f , g, f/g, g/f και f + g.
Λύση

Βρίσκουµε πρώτα τα πεδία ορισµού των f, g καθώς και το κοινό πεδίο ορισµού τους. ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 4− x2 ≥ 0} = {x ∈ R : x2 − 4 ≤ 0} = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2} = [−2,2]

D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0} = [0,+∞).

A = D(f ) ∩ D(g) = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2 και x ≥ 0} = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 2} = [0,2]

D(f + g) = A = [−2,2]

D(f/g) = A − {x ∈ R : g(x) = 0} = A − {x ∈ R : x = 0} = [0,2]− {0} = (0,2].

D(g/f ) = A − {x ∈ R : f (x) = 0} = A − {x ∈ R : x2 = 4} = [0,2]− {−2,2} = [0,2).

΄Ασκηση 6. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =
2α2 x + α

x + 1− α
, g(x) =

(3α − 1) x + α

x + α
.

Να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός α έτσι ώστε οι συναρτήσεις f, g να είναι ίσες.
Λύση

Αρχικά ϑα πρέπει D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= α − 1} και D(g) = {x ∈ R : x 6= −α}
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Για να είναι D(f ) = D(g) πρέπει και αρκεί α − 1 = −α ⇔ α = 1/2. Για α = 1
2 έχουµε

f (x) =
1
2 x + 1

2
x + 1

2
=

x + 1
2 x + 1

και g(x) =
(3

2 − 1) x + 1
2

x + 1
2

=
x + 1

2 x + 1

άρα f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R− {−1
2}.

΄Ετσι για α = 1
2 έχουµε D(f ) = D(g) = R − {−1

2} και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R − {−1
2},

συνεπώς για α = 1
2 οι συναρτήσεις f, g είναι ίσες.

20



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

2.4 Η αντίστροφη µιας συνάρτησης

Ορισµός 2.31. Μια συνάρτηση f λέγεται αµφιµονοσήµαντη ή πιο απλά “1− 1” αν για κάθε
x1, x2 ∈ D(f ) µε x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2), ή ισοδύναµα αν f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2.

Σχήµα 3: Παράδειγµα δυο συναρτήσεων από τις οποίες η συνάρτηση στα αριστερά είναι
“1− 1” ενώ η συνάρτηση στα δεξιά δεν είναι “1− 1”.

Ορισµός 2.32. Ονοµάζουµε αντίστροφη συνάρτηση µιας “1−1” συνάρτησης f , την συνάρτηση
που συµβολίζουµε µε f −1 και η οποία αντιστοιχεί το κάθε y ∈ R(f ) στο µοναδικό x ∈ D(f )

για το οποίο ισχύει y = f (x).

Από τον ορισµό έχουµε ότι D(f −1) = R(f ), R(f −1) = D(f ), (f −1)−1 = f και ότι η f −1 δεν
ορίζεται αν η f δεν είναι “1− 1”. Συµβολικά γράφουµε

x
f→ y , y

f−1

→ x

Προσοχή !!! ∆εν πρέπει να συγχέουµε την συνάρτηση f −1 µε την συνάρτηση
1
f
.

2.4.1 Εύρεση τύπου της αντίστροφης συνάρτησης

Αν η f είναι “1 − 1” τότε για κάθε y ∈ R(f ) ϑα υπάρχει ένα και µόνο ένα x ∈ D(f ) τέτοιο
ώστε y = f (x). Το x αυτό προσδιορίζεται λύνοντας τον τύπο της f ως προς x, απαιτώντας το
x ∈ D(f ).

Για παράδειγµα, για την f (x) = 1 +
√
x − 2 έχουµε:

α) D(f ) = {x ∈ R : x − 2 ≥ 0} = [2,+∞).
ϐ) Η f είναι “1− 1” γιατί αν

f (x1) = f (x2)⇒ 1 +
√
x1 − 2 = 1 +

√
x2 − 2⇒

√
x1 − 2 =

√
x2 − 2⇒

⇒ (
√
x1 − 2)2 = (

√
x2 − 2)2 ⇒ x1 − 2 = x2 − 2⇒ x1 = x2
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συνεπώς η f −1 υπάρχει.

y = 1 +
√
x − 2

x ≥ 2

⇒
√
x − 2 = y− 1

x − 2 ≥ 0

⇒
x − 2 = (y− 1)2

y− 1 ≥ 0

⇒
x = y2 − 2 y + 3

y ≥ 1


Αντιστρέφοντας τον ϱόλο της εξαρτηµένης µε την ανεξάρτητη µεταβλητή x ↔ y παίρνουµε
y = x2 + 2 x + 3 µε x ≥ 1 ή αλλιώς f −1(x) = x2 − 2 x + 3, µε D(f −1) = [1,+∞).

2.5 Σύνθεση συναρτήσεων

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο συναρτήσεις τις f, g. Αν το πεδίο τιµών της g έχει τοµή
µε το πεδίο ορισµού της f δηλαδή R(g) ∩ D(f ) 6= ∅ τότε ορίζεται η συνάρτηση f ◦ g που
λέγεται η σύνθεση της g µε την f , η οποία έχει τύπο (f ◦ g)(x) = f (g(x)) και πεδίο ορισµού
D(f ◦ g) = {x ∈ D(g) : g(x) ∈ D(f )} και τιµές στο R(f ).

Σχήµα 4: Η σύνθεση f ◦ g γενικά ορίζεται όταν R(g) ∩ D(f ) 6= ∅ .

Στην ειδική περίπτωση που το πεδίο τιµών της g είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού της
f , δηλαδή R(g) ⊂ D(f ), η συνάρτηση f ◦ g ορίζεται και το πεδίο ορισµού της είναι το D(g).

΄Οταν R(g)∩D(f ) = ∅ τότε η f ◦ g δεν ορίζεται γιατί δεν υπάρχει x ∈ D(g) για το οποίο η
τιµή g(x) να ανήκει στο D(f ) κι έτσι δεν µπορούµε να σχηµατίσουµε την f (g(x)).

Οι συναρτήσεις f ◦ g και g ◦ f αν ορίζονται δεν πρέπει να συγχέονται µεταξύ τους γιατί
είναι γενικά διαφορετικές (άνισες) συναρτήσεις.

Παράδειγµα 2.33. ΄Εστω f (x) = x2, g(x) = sin x. D(f ) = R, R(f ) = [0,+∞), D(g) = R,
R(g) = [−1,1]. Επειδή R(g) ∩ D(f ) = [−1,1] 6= ∅ η συνάρτηση f ◦ g ορίζεται και έχει τύπο
(f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (sin x) = (sin x)2.

Από την άλλη, επειδή R(f )∩D(g) = [0,+∞] 6= ∅ ορίζεται και η συνάρτηση g ◦ f η οποία
έχει τύπο (g ◦ f )(x) = g(f (x)) = g(x2) = sin(x2).
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2.6 Μονοτονία συναρτήσεων

Ορισµός 2.34. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για
κάθε x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2). Συµβολικά

f � στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2).

Ορισµός 2.35. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως ϕθίνουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για
κάθε x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2). Συµβολικά

f
�

στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

Ορισµός 2.36. Μια συνάρτηση f λέγεται αύξουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για κάθε
x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2). Συµβολικά

f ↑ στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2).

Ορισµός 2.37. Μια συνάρτηση f λέγεται ϕθίνουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για κάθε
x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2). Συµβολικά

f ↓ στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2).

Παράδειγµα 2.38.

f (x) =


x + 1 αν x > 1
2 αν ≤ x ≤ 3
2 x − 4 αν x > 3

Από την γραφική παράσταση της f (x) παρατηρούµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στα δια-
στήµατα (−∞,1) και (3,+∞), ενώ στο διάστηµα [1,3] έχει σταθερή τιµή. Πράγµατι

Σχήµα 5: Η γραφική παράσταση της f (x).

α) Αν x1 < x2 < 1⇒ f (x1)− f (x2) = (x1 + 1)− (x2 + 1) = x1 − x2 < 0⇒ f (x1) < f (x2)
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ϐ) Αν x1 < 1 ≤ x2 ≤ 3⇒ x1 < 2⇒ f (x1) < 2 και f (x2) = 2, άρα f (x1) < f (x2).
γ) Αν 1 < x1 < 3 < x2 τότε x1 < 1 ⇒ x1 + 1 < 2 ⇒ f (x1) < 2 και x2 > 3 ⇒ 2 x2 > 6 ⇒
2 x2 − 4 > 2, άρα f (x1) < 2 < f (x2)⇒ f (x1) < f (x2).
δ) Αν 1 ≤ x1 ≤ 3 < x2 , τότε f (x1) = 2 και 2 x2 > 6 ⇒ 2 x − 4 > 2 ⇒ f (x2) > 2 , άρα
f (x1) < f (x2).
ε) Αν 3 < x1 < x2 , τότε f (x1)−f (x2) = (2 x1−4)−(2 x2−4) = 2(x1−x2) < 0⇒ f (x1) < f (x2).
στ) Αν 1 ≤ x1 < x2 ≤ 3⇒ f (x1) = 2 = f (x2).

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε ότι αν x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2) για κάθε x1, x2 ∈ R,
άρα η f είναι αύξουσα ( ↑ ) σε όλο το R.

2.7 Ακρότατα συνάρτησης

Ορισµός 2.39. Ονοµάζουµε περιοχή $(x0) του πραγµατικού αριθµού x0 κάθε ανοικτό δι-
άστηµα που περιέχει το x0, για παράδειγµα $(x0) = (x0 − ε, x0 + ε) για κάθε ε > 0.

Ορισµός 2.40. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f στο x0 ∈ D(f ) παρουσιάζει τοπικό µέγιστο αν και
µόνο αν υπάρχει µια τουλάχιστον περιοχή $(x0) του x0 έτσι ώστε για κάθε x ∈ $(x0)∩D(f )⇒
f (x) ≤ f (x0).

Η τιµή f (x0) λέγεται η τοπικά µέγιστη τιµή της συνάρτησης f .

Ορισµός 2.41. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f στο x0 ∈ D(f ) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο αν και
µόνο αν υπάρχει µια τουλάχιστον περιοχή $(x0) του x0 έτσι ώστε για κάθε x ∈ $(x0)∩D(f )⇒
f (x) ≥ f (x0).

Η τιµή f (x0) λέγεται η τοπικά ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f .

Αν οι παραπάνω ορισµοί ισχύουν για κάθε x ∈ D(f ) κι όχι µόνο σε µια περιοχή του x0 λέµε
ότι η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο (ολικό ελάχιστο), αντίστοιχα.

Παράδειγµα 2.42. Για την συνάρτηση f (x) = sin x γνωρίζουµε ότι | sin x| ≤ 1 ⇒ −1 ≤
sin x ≤ 1 για κάθε x ∈ D(f )R. ΄Αρα η f παρουσιάζει ολικά µέγιστη τιµή 1 και ολικά ελάχιστη
τιµή −1. Τα σηµεία x ∈ R που συµβαίνει αυτό είναι

sin x = 1 ⇒ x = 2 kπ +
π

2
k ∈ Z

sin x = −1 ⇒ x = 2 kπ +
3 π
2

k ∈ Z

Παράδειγµα 2.43. Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) =
2 x

x2 + 1
, όπου D(f ) = R. Για το

πεδίο τιµών της f έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R : y =
2 x

x2 + 1
} = {y ∈ R : ∃x ∈ R : y x2 − 2 x + y = 0}

= {y ∈ R : 4− 4 y2 ≥ 0} = {y ∈ R : −1 ≤ y ≤ 1} = [−1, 1]
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Συνεπώς ymax = 1, ymin = −1, για κάθε x ∈ R. Οι τιµές αυτές επιτυγχάνονται όταν η
διακρίνουσα του τριωνύµου y x2 − 2 x + y είναι µηδέν ∆ = 0. Τότε η ϱίζα του τριωνύµου
a x2 + b x + c = 0 είναι

x =
−b
4α

=
2

2 y
=

1
y

΄Αρα y = 1 µε x = 1 και y = −1 µε x = −1.

2.8 Φράγµατα

Ορισµός 2.44. α) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη άνω άν και µόνο αν υπάρχει πραγµα-
τικός αριθµός M έτσι ώστε f (x) ≤ M, για κάθε x ∈ D(f ).
ϐ) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη κάτω άν και µόνο αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός
N έτσι ώστε N ≤ f (x), για κάθε x ∈ D(f ).
γ) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη άν και µόνο αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί M,N
έτσι ώστε N ≤ f (x) ≤ M, για κάθε x ∈ D(f ).
Το M λέγεται ένα άνω ϕράγµα της f και το N ένα κάτω ϕράγµα της f . Αν η f παρουσιάζει
ολικό µέγιστο (ελάχιστο) τότε η ολικά µέγιστη (ελάχιστη) τιµή της f είναι και ένα άνω (κάτω)
ϕράγµα της f . Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Μια συνάρτηση που είναι ϕραγµένη είναι και απόλυτα ϕραγµένη, δηλαδή |f (x)| ≤ K,
για κάθε x ∈ D(f ), και το αντίστροφο. Είναι πολύ εύκολο να αποδειχθεί αυτό αφού αν
N ≤ f (x) ≤ M, αν πάρουµε K = max{|M |, |N |}, τότε |f (x)| ≤ K. Το αντίστροφο είναι
προφανές αφού |f (x)| ≤ K ⇒ −K ≤ f (x) ≤ K.

2.9 Χρήσιµες κατηγορίες συναρτήσεων

Ορισµός 2.45. Μια συνάρτηση f λέγεται άρτια αν και µόνο αν f (−x) = f (x), για κάθε x ∈ R.

Σχήµα 6: Η γραφική παράσταση της άρτιας (γαιτί ;) συνάρτησης f (x) = x2 .

Η γραφική παράσταση κάθε άρτιας συνάρτησης είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των
y.
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Ορισµός 2.46. Μια συνάρτηση f λέγεται περιττή αν και µόνο αν f (−x) = −f (x), για κάθε
x ∈ R.

Σχήµα 7: Η γραφική παράσταση της περιττής (γιατί ;) συνάρτησης f (x) = x3 .

Η γραφική παράσταση κάθε περιττής συνάρτησης είναι συµµετρική ως προς την αρχή
(0,0) των αξόνων.

Ορισµός 2.47. Μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική αν και µόνο υπάρχει πραγµατικός αριθ-
µός ω 6= 0 και ανεξάρτητος από το x έτσι ώστε

∀x ∈ R : x + ω ∈ D(f ) ⇒ f (x + ω) = f (x).

Σχήµα 8: Η γραφική παράσταση της περιοδικής συνάρτησης f (x) = sin x µε µικρότερη
περίοδο ω = 2 π.

Η γραφική παράσταση κάθε περιοδικής συνάρτησης επαναλαµβάνεται κάθε περίοδο ω.

Ορισµός 2.48. Ονοµάζουµε πολυωνυµική συνάρτηση την συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το
R και τιµές στο R και τύπο

f (x) = an x
n + an−1 x

n−1 + · · ·+ a1 x + a0
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όπου a0, a1, · · ·an πραγµατικοί αριθµοί και n µη αρνητικός ακέραιος.

Ορισµός 2.49. Αν A(x) = an xn + an−1 xn−1 + · · · + a1 x + a0, B(x) = bn xn + bn−1 xn−1 +

· · ·+ b1 x + b0 πολυωνυµικές συναρτήσεις τότε η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =
A(x)

B(x)
,

πεδίο ορισµού D(f ) = {x ∈ R : B(x) 6= 0} και τιµές στο R, λέγεται ϱητή συνάρτηση.

2.10 Βασικά Θεωρήµατα

Πρόταση 2.50. Αν µια συνάρτηση f είναι γνήσια µονότονη τότε η f είναι “1−1” και συνεπώς

υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f −1 η οποία έχει το ίδιο είδος µονοτονίας µε την f .

Πρόταση 2.51. ∆ίνονται οι γνήσια µονότονες συναρτήσεις f, g κι έστω ότι ορίζεται η συνάρτηση

f ◦ g. Αν οι f, g έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας τότε η f ◦ g είναι γνήσια αύξουσα, ενώ αν οι f, g

έχουν διαφορετικό είδος µονοτονίας τότε η f ◦ g είναι γνήσια ϕθίνουσα.

Παράδειγµα 2.52. Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) = sin(x2) στο διάστηµα [−π/2, π/2].
΄Εστω h(x) = x2, g(x) = sin x, οπότε f = g ◦ h.

•
−π

2 •
−
√
π

2 •
0

•

√
π

2 •

π

2
h(x) ↘ ↘ ↗ ↗

R(h)
•
π2

4 •
π

2 •
0

•
π

2 •
π2

4
g(x) ↘ ↗ ↗ ↘
f (x) ↗ ↘ ↗ ↘

Σχήµα 9: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = sin(x2) στο διάστηµα [−π/2, π/2].
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