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4 Συνέχεια συνάρτησης

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε την έννοια της συνέχειας συνάρτησης. Πιο συγκε-
κριµένα πότε ϑα λέγεται µια συνάρτηση συνεχής σε ένα σηµείο το οποίο ανήκει στο πεδίο
ορισµού της συνάρτησης και γενικότερα πότε ϑα λέγεται συνεχής σε κάποιο διάστηµα ή
ακόµα και σε όλο το πεδίο ορισµού της.

Ας ϑεωρήσουµε τα παρακάτω παραδείγµατα συναρτήσεων και ας επικεντρώσουµε την
προσοχή µας στο σηµείο x = 0.

f (x) =

{
x + 1 αν x ≤ 0

1− 2 x αν x > 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0− f (x) = limx→0+ f (x) = 1.
3) Από 1), 2) έχουµε ότι limx→0 f (x) = f (0).

f (x) =

{
x + 2 αν x 6= 0

1 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0 f (x) = limx→0(x + 2) = 2.
3) Από 1), 2) έχουµε ότι limx→0 f (x) 6= f (0).

f (x) =

{
x αν x ≤ 0

x + 2 αν x > 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0− f (x) = limx→0− x = 0, και
limx→0+ f (x) = limx→0−(x + 2) = 2 δηλαδή
limx→0− f (x) 6= limx→0+ x, άρα δεν υπάρχει το
limx→0 f (x).
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f (x) =


1
x2 αν x 6= 0

0 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 0 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).

2) ΄Εχουµε lim
x→0

f (x) = lim
x→0

1
x2 = +∞, δηλαδή το όριο

της συνάρτησης είναι +∞, ενώ η τιµή της συνάρτησης
είναι πραγµατικός αριθµός, άρα limx→0 f (x) 6= f (0).

f (x) =

 −
1
|x|

αν x 6= 0

0 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 0 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).

2) ΄Εχουµε lim
x→0

f (x) = lim
x→0

−1
|x|

= −∞, δηλαδή το όριο

της συνάρτησης είναι −∞, ενώ η τιµή της συνάρτησης
είναι πραγµατικός αριθµός, άρα limx→0 f (x) 6= f (0).

Αν f (x) =
√
x τότε D(f ) = [0,+∞) και

1) Το x = 0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού D(f ) και
f (0) = 0,
2) Υπάρχει το lim

x→0
f (x) και ισχύει

lim
x→0

f (x) = lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

√
x = 0.

3) Από 1), 2) έχουµε ότι lim
x→0

f (x) = f (0).

Αν f (x) =
√
−x τότε D(f ) = (−∞,0] και

1) Το x = 0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού D(f ) και
f (0) = 0,
2) Υπάρχει το lim

x→0
f (x) και ισχύει

lim
x→0

f (x) = lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

√
x = 0,

3) Από 1), 2) έχουµε ότι lim
x→0

f (x) = f (0).

Στα παραδείγµατα α), στ) και Ϲ) έχουµε συναρτήσεις που ορίζονται στο x = 0, υπάρχει
το limx→0 f (x) και ισχύει limx→0 f (x) = f (0). Συναρτήσεις µε αυτές τις ιδιότητες λέγονται
συνεχείς στο µηδέν. Στα παραδείγµατα ϐ), γ), δ) και ε) έχουµε συναρτήσεις που ορίζονται στο
x = 0, και το όριο limx→0 f (x) ή είναι διάφορο του f (0) ή δεν υπάρχει ή είναι ±∞ οπότε και
πάλι διάφορο του f (0). Τις συναρτήσεις αυτές τις ονοµάζουµε ασυνεχείς στο µηδέν.
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Ορισµός 4.1. Μια συνάρτηση f ϑα λέγεται συνεχής στο x0, όπου x0 εσωτερικό σηµείο του
D(f ) ή D(f ) = [x0, a) ή D(f ) = (b, x0] αν και µόνο αν υπάρχει το limx→x0 f (x) και ισχύει
limx→x0 f (x) = f (x0).

Ορισµός 4.2. Μια συνάρτηση f ϑα λέγεται ασυνεχής στο x0 του D(f ) αν και µόνο αν η f δεν
είναι συνεχής στο x0, δηλαδή αν ισχύει τουλάχιστον µια από τις παρακάτω συνθήκες
α) ∆εν υπάρχει το limx→x0 f (x).
ϐ) limx→x0 f (x) = +∞ ή limx→x0 f (x) = −∞.
γ) Το limx→0 f (x) είναι πραγµατικός αριθµός, αλλά limx→x0 f (x) 6= f (0).

Ορισµός 4.3. Μια συνάρτηση f λέγεται από αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) συνεχής στο x0 του
D(f ) αν και µόνο αν limx→x0− f (x) = f (x0) ( αντίστοιχα limx→x0+ f (x) = f (x0) ).

Παρατήρηση 4.4. Αν µια συνάρτηση δεν είναι ορισµένη στο x0 δηλαδή το x0 δεν ανήκει στο
D(f ) δεν µπορούµε να µιλάµε για συνέχεια της συνάρτησης στο x0. Είναι γνωστό όµως
ότι µπορούµε να αναζητήσουµε το limx→x0 f (x) αρκεί το x0 να είναι σηµείο συσσώρευσης
του D(f ). Σε µια τέτοια περίπτωση αν το limx→x0 f (x) είναι πραγµατικός αριθµός ` τότε η
συνάρτηση µπορεί να επεκταθεί ώστε να είναι συνεχής στο x0 αρκεί να πάρουµε ως τιµή της
συνάρτησης στο x0 το `. Για παράδειγµα η συνάρτηση

f (x) = x sin(
1
x

)

δεν ορίζεται στο 0 άρα δεν µπορούµε να µιλάµε για συνέχεια της f στο µηδέν. ΄Οµως

lim
x→0

x sin(
1
x

) = 0

Αν ορίσουµε την συνάρτηση g µε τύπο

g(x) =


x sin(

1
x

) αν x 6= 0

0 αν x = 0

ϑα έχουµε επεκτείνει την f ώστε να είναι συνεχής στο µηδέν.

Παρατήρηση 4.5. Αν το x0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού της f και limx→x0 f (x) = `,
αλλά ` 6= f (0) τότε η f είναι ασυνεχής στο x0. Μια τέτοια ασυνέχεια λέµε ότι ‘‘αίρεται’’ ή
‘‘διορθώνεται’’ αρκεί να πάρουµε ως τιµή της f στο x0 το `. Αν η f είναι ασυνεχής επειδή
δεν υπάρχει το limx→x0 f (x) ή επειδή limx→x0 f (x) = ±∞ τότε λέµε ότι η ασυνέχεια δεν
διορθώνεται. Οπότε στο παράδειγµα ϐ) η ασυνέχεια διορθώνεται αρκεί να πάρουµε f (0) = 2,
ενώ στα παραδείγµατα γ), δ) και ε) η ασυνέχεια δεν διορθώνεται.

Παρατήρηση 4.6. Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο x0 σηµείο του πεδίου ορισµού της f ,
τότε limx→x0 f (x) = f (x0), άρα και limx→x0− f (x) = limx→x0+ f (x) = f (x0), δηλαδή αν η f

είναι συνεχής στο σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της τότε η f είναι από αριστερά και από
δεξιά συνεχής στο x0.
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Αλλά και αντίστροφα αν limx→x0− f (x) = f (x0) και limx→x0+ f (x) = f (x0) δηλαδή αν η f
είναι από αριστερά και δεξιά συνεχής στο x0 τότε ϑα είναι και συνεχής στο x0.

Ορισµός 4.7. Αν I ένα διάστηµα του πεδίου ορισµού D(f ) της f ϑα λέµε ότι η f είναι συνεχής
στο I αν και µόνο αν η f είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ I.

Ορισµός 4.8. Θα λέµε ότι η f είναι συνεχής αν και µόνο αν η f είναι συνεχής σε κάθε
x0 ∈ D(f ) σηµείο του πεδίου ορισµού της.

4.1 Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων

Ιδιότητα 1. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν κοινό πεδίο ορισµού ένα διάστηµα I και στο x0 ∈ I
οι f, g είναι συνεχείς, τότε στο x0 ϑα είναι συνεχείς και οι συναρτήσεις f + g, f − g και f g. Το

αντίστροφο δεν ισχύει.

Αν η f είναι συνεχής στο x0 και η g ασυνεχής στο x0 τότε οι συναρτήσεις f + g, f − g και

f g είναι ασυνεχείς στο x0.

Ιδιότητα 2. Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο διάστηµα I και στο x0 ∈ I είναι συνεχής µε

f (x0) 6= 0, τότε η η συνάρτηση
1
f

είναι συνεχής στο x0.

Ιδιότητα 3. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν κοινό πεδίο ορισµού ένα διάστηµα I και στο x0 ∈ I οι
f, g είναι συνεχείς µε g(x0) 6= 0, τότε η συνάρτηση

f

g
είναι συνεχής στο x0.

Ιδιότητα 4. Αν οι συναρτήσεις g, f ορίζονται στα διαστήµατα I1, I2 αντίστοιχα και για κάθε

x ∈ I1 έχουµε ότι g(x) ∈ I2 τότε όπως γνωρίζουµε ορίζεται η συνάρτηση f ◦ g. Με αυτές τις

προϋποθέσεις αν η g είναι συνεχής στο x0 ∈ I1 και η f είναι συνεχής στο g(x0) ∈ I2 τότε και η

συνάρτηση f ◦ g ϑα είναι συνεχής στο x0. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

4.2 Χαρακτηριστικές συνεχείς συναρτήσεις

1. Η σταθερή συνάρτηση f (x) = c µε c σταθερός πραγµατικός αριθµός είναι συνεχής στο
R.

2. Η πολυωνυµική συνάρτηση f (x) = ak xk + ak−1 xk−1 + · · · + a1 x + a0 είναι συνεχής
στο R.

3. Η ϱητή συνάρτηση

f (x) =
ak xk + ak−1 xk−1 + · · ·+ a1 x + a0

bm xm + bm−1 xm−1 + · · ·+ b1 x + b0
=
A(x)

B(x)

είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ R για το οποίο B(x0) 6= 0.

4. Η συνάρτηση f (x) =
√
x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ D(f ) = [0,+∞).
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5. Η συνάρτηση f (x) = |x| είναι συνεχής στο R.

6. Η συνάρτηση f (x) = sin x είναι συνεχής στο R.

7. Η συνάρτηση f (x) = cos x είναι συνεχής στο R.

8. Η συνάρτηση f (x) = tan x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R µε x 6= k π + π/2, k ∈ Z.

9. Η συνάρτηση f (x) = cotan x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R µε x 6= k π, k ∈ Z.

10. Η συνάρτηση f (x) = ax µε a > 0 είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R.

11. Η συνάρτηση f (x) = loga x µε a 6= 1 και a > 0 είναι συνεχής για κάθε x ∈ (0,+∞).

12. Η συνάρτηση f (x) = xa µε D(f ) = (0,+∞) και a σταθερός πραγµατικός αριθµός είναι
συνεχής σε κάθε x ∈ D(f ).

4.3 Παραδείγµατα στην συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 4.1. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + 1 αν 0 ≤ x < 1 ,
3 x − 2 αν 1 ≤ x < 2 ,

2 x αν x ≥ 2 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια στα σηµεία x = 0, x = 1 και x = 2.
Απάντηση:

α) Για x = 0 έχουµε f (0) = 1 και η συνάρτηση ορίζεται στο [0,1) αλλά αριστερά του 0 δεν
ορίζεται, άρα limx→0 f (x) = limx→0+ f (x) = limx→0(x2 + 1) = 1, δηλαδή limx→0 f (x) = f (0).
Εποµένως η f είναι συνεχής στο x = 0.
ϐ) Για x = 1 έχουµε f (1) = 1 και limx→1− f (x) = limx→1−(x2 + 1) = 2 και limx→1+ f (x) =

Σχήµα 17: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης του Παρ. 4.1
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limx→1+(3 x − 2) = 1, δηλαδή limx→1− f (x) 6= limx→1+ f (x). Εποµένως το όριο limx→1 f (x)

δεν υπάρχει και συνεπώς η f είναι ασυνεχής για x = 1. ΄Οµως µπορούµε να πούµε ότι η f
είναι από δεξιά συνεχής για x = 1 αφού limx→1+ f (x) = f (1).
γ) Για x = 2 έχουµε f (2) = 4 και limx→2− f (x) = limx→2−(3 x − 2) = 4, και limx→2+ f (x) =

limx→2+(2 x) = 4. ΄Αρα υπάρχει το όριο limx→2 f (x) και limx→2+ f (x) = 4 = f (2) συνεπώς η
f είναι συνεχής στο x = 2.

Παράδειγµα 4.2. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + x αν x ≤ 0 ,
x + 1 αν 0 < x < 1 ,
2 x αν x ≥ 1 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια.
Απάντηση:

α) Για κάθε x ∈ (−∞,0) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = x2 + x

ϐ) Για κάθε x ∈ (0,1) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = x + 1
γ) Για κάθε x ∈ (1,+∞) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = 2 x
δ) Για x = 0 έχουµε f (0) = 0, ενώ limx→0− f (x) = 0 και limx→0+ f (x) = 1, δηλαδή δεν
υπάρχει το limx→0 f (x) = f (0). Εποµένως η f είναι ασυνεχής στο x = 0. Αλλά επειδή η
limx→0− f (x) = limx→0 f (x) = f (0) µπορούµε να πούµε ότι είναι από αριστερά συνεχής στο
x = 0.
ε) Για x = 1 έχουµε f (1) = 2. Επιπλέον limx→1− f (x) = limx→1−(x + 1) = 2 και
limx→1+ f (x) = limx→1+(2 x) = 2, δηλαδή limx→1 f (x) = 2 = f (0), εποµένως η f είναι
συνεχής στο x = 1.

Σχήµα 18: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης του Παρ. 4.2
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Παράδειγµα 4.3. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x ≥ 2 ,

a x + 2 αν x < 2 .

Να ϐρεθεί η πραγµατική τιµή που πρέπει να πάρει το a για να είναι η συνάρτηση συνεχής
στο x = 2.
Απάντηση:

Για να είναι η συνάρτηση συνεχής στο x = 2 πρέπει και αρκεί limx→2+ f (x) = limx→2− f (x) =

f (2), δηλαδή limx→2+ x2 = limx→2−(a x + 2) = 22 ⇒ 2a + 2 = 4⇒ a = 1.

Παράδειγµα 4.4. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) =
x

sin x
. Να µελετηθεί ως προς την

συνέχεια.
Απάντηση: Οι συναρτήσεις g(x) = x και h(x) = sin x είναι συνεχείς σε όλο το R. ΄Αρα το
πηλίκο f (x) = g(x)/h(x) είναι συνεχής συνάρτηση για κάθε x ∈ R για το οποίο έχουµε
sin x 6= 0 δηλαδή x 6= k π, k ∈ Z. ΄Ετσι η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ R µε x 6= k π, k ∈ Z
το οποίο άλλωστε είναι και το D(f ).

Παράδειγµα 4.5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) = e x
2+2. Να µελετηθεί ως προς την

συνέχεια.
Απάντηση: Οι συναρτήσεις g(x) = ex και h(x) = x2 + 2 είναι συνεχείς σε όλο το R. Επειδή
D(g) = R ορίζεται η g ◦ h για κάθε x ∈ D(h) = R. Τότε όµως (από την ιδιότητα 4 συνεχών
συναρτήσεων) η συνάρτηση g ◦ h είναι συνεχής για κάθε x ∈ D(h) = R, δηλαδή η g ◦ h =

g(h(x)) = e x
2+2 είναι συνεχής για κάθε x ∈ R.

47



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

4.4 ∆υο ϐασικές προτάσεις στις συνεχείς συναρτήσεις

Πρόταση 4.6. ( Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό

διάστηµα [a, b] µε f (a) 6= f (b) και z ένας πραγµατικός αριθµός µεταξύ του f (a) και f (b) τότε

υπάρχει τουλάχιστο ένα x0 ∈ (a, b) έτσι ώστε f (x0) = z.

Σχήµα 19: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής

Γεωµετρικά το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής εκφράζει το γεγονός ότι το γράφηµα µιας συ-
νεχούς συνάρτησης y = f (x) που ενώνει τα σηµεία M(a, f (a)), N(b, f (b)) του επιπέδου x−y
αναγκαστικά έχει τουλάχιστον ένα σηµείο τοµής µε την ευθεία y = z ας το πούµε A(x0, z).
Αφού το σηµείο αυτό ανήκει στο γράφηµα της συνάρτησης ϑα έχουµε f (x0) = z.

Πρόταση 4.7. ( Θεώρηµα Bolzano ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα

[a, b] και f (a) f (b) < 0, τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (a, b) έτσι ώστε f (x0) = 0.

Η γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος Bolzano είναι ότι το διάγραµµα µιας συνεχούς
συνάρτησης y = f (x) στο [a, b] µε f (a) f (b) < 0 αναγκαστικά τέµνει τον άξονα των x σε ένα
τουλάχιστον σηµείο x0 στο διάστηµα (a, b).

Σχήµα 20: Το ϑεώρηµα Bolzano είναι απλή συνέπεια του ϑεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής,
αφού από την f (a) f (b) < 0 έχουµε ότι f (a) < 0 < f (b) ή f (b) < 0 < f (a).

Η πρόταση µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής : Αν η f συνεχής στο [a, b] κι οι τιµές της f στα
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άκρα a, b του διαστήµατος είναι ετερόσηµες τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα

στο διάστηµα (a, b).

Παράδειγµα 4.8. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση cos x = x έχει τουλάχιστον µια λύση στο
διάστηµα [0, π2 ].
Απάντηση: Θεωρούµε την συνάρτηση f (x) = cos x−x στο διάστηµα [0, π2 ]. Η f είναι συνεχής
στο [0, π2 ] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων σε όλο το R. Οι τιµές της f στα άκρα είναι
f (0) = cos 0 − 0 = 1 και f (π2 ) = cos π

2 −
π
2 = −π

2 , οπότε f (0) f (π2 ) = −π
2 < 0. Συνεπώς,

από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (0, π2 ) τέτοιο ώστε f (x0) = 0 ⇒
cos x0−x0 = 0⇒ cos x0 = x0. ΄Αρα η εξίσωση cos x = x έχει τουλάχιστον µια ϱίζα x0 ∈ (0, π2 ).

Παράδειγµα 4.9. Να δειχθεί ότι η εξίσωση x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0 έχει τουλάχιστον µια
πραγµατική ϱίζα.
Απάντηση: Σε αυτό το παράδειγµα δεν χρειάζεται να αποδείξουµε ότι υπάρχει λύση σε συγ-
κεκριµένο διάστηµα. Θεωρούµε την συνάρτηση f (x) = x3 + 2 x2 + 3 x + 1 η οποία είναι
συνεχής ως πολυωνυµική σε όλο το R. ΄Εχουµε

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0) = lim
x→−∞

x3(1 +
2
x

+
3
x2 +

1
x3 ) = −∞

Συνεπώς υπάρχει κάποιος αριθµός a αρκετά µεγάλος αρνητικός (δεν είναι ανάγκη να του
δώσουµε συγκεκριµένη τιµή) έτσι ώστε f (a) = a3 + 2a2 + 3a+ 1 < 0. Από την άλλη έχουµε

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0) = lim
x→+∞

x3(1 +
2
x

+
3
x2 +

1
x3 ) = +∞

οπότε υπάρχει κάποιος αριθµός b αρκετά µεγάλος ϑετικός έτσι ώστε f (b) = b3 + 2 b2 + 3 b+

1 > 0. ∆ηλαδή f (a) f (b) < 0. ΄Αρα από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει κάποιος πραγµατικός
ξ ∈ (a, b) έτσι ώστε f (ξ ) = 0 ή αλλιώς ξ 3 + 2 ξ 2 + 3 ξ + 1 = 0, κι έτσι ο ξ είναι ϱίζα της
εξίσωσης x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0.

Παρατήρηση: Ο αναγνώστης ίσως να προσπαθήσει λίγο πολύ στην τύχη να ϐρει ένα
διάστηµα στο οποίο εντοπίζεται η ϱίζα ξ (είναι η µόνη πραγµατική ϱίζα της εξίσωσης κι οι
άλλες δυο ϱίζες είναι συζυγείς µιγαδικές). Αν δοκιµάσει το διάστηµα (−1,0) ϑα ϐρεί ότι ο ξ
ϐρίσκεται στο διάστηµα αυτό (γιατι ;)

Παράδειγµα 4.10. Να δειχθεί ότι η εξίσωση x5 + 20 x + 3 = 0 έχει µόνο µια πραγµατική ϱίζα
στο (−1,1).
Απάντηση: Αν f (x) = x5+20 x+3 έχουµε f (−1) = −18 και f (1) = 24 δηλαδή f (−1) f (1) <

0 και η f είναι συνεχής στο [−1,1], άρα υπάρχει µια τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα της
εξίσωσης f (x) = 0 στο διάστηµα (−1,1). ΄Οµως η f (x) είναι γνησίως αύξουσα στο [−1,1] γιατί
για κάθε x1, x2 ∈ [−1,1] µε x1 < x2 έχουµε f (x1)− f (x2) = x5

1 +20 x1 +3−(x5
2 +20 x2 +3) =

(x5
1 − x5

2 ) + 20(x1 − x2) < 0 αφού x1 − x2 < 0 και x5
1 − x5

2 < 0. ΄Ετσι ϐγαίνει το συµπέρασµα
ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει µόνο µια ϱίζα στο διάστηµα (−1,1), γιατί αν υποθέσουµε ότι
υπάρχουν δυο ϱίζες ρ1, ρ2 µε ρ1 < ρ2 στο (−1,1) τότε f (ρ1) = f (ρ2) = 0 που είναι άτοπο
αφού πρέπει f (ρ1) < f (ρ2) επειδή η f είναι γνήσια αύξουσα στο [−1,1].
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4.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


|x − 2| αν x ≥ 1 ,

2 x αν 0 ≤ x < 1 ,
−x αν x < 0 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια για x = 0 και για x = 1.

΄Ασκηση 2. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 + α αν x ≥ 0 ,

� + 2
√
x2 + 1 αν x < 0 .

Να προσδιορισθούν τα α, � αν γνωρίζουµε ότι f (1) = 2 και ότι η f είναι συνεχής για x = 0.

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x

x + 1
αν > 2 ,

α αν x = 2 ,
� + x2 αν x < 2 .

Να προσδιορισθούν τα α, � αν γνωρίζουµε ότι η f είναι συνεχής για x = 2.

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι στο διάστηµα (0,1) η εξίσωση x 2x = 1 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα.

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 + 2 αν −2 ≤ x < 0 ,
−x2 − 2 αν 0 ≤ x ≤ 2 .

Να εξετασθεί αν υπάρχει x0 ∈ (−2,2) τέτοιο ώστε f (x0) = 0.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g µε τύπους

f (x) = x2 , g(x) =

{
x − 1 αν x ≥ 0 ,
x + 1 αν x < 0 .

Να µελετηθεί η συνάρτηση f ◦ g ως προς την συνέχεια.

΄Ασκηση 7. Να εξετασθούν ως προς την συνέχεια στο x = 0 οι παρακάτω συναρτήσεις. Αν
είναι η f είναι ασυνεχής και η ασυνέχεια µπορεί να διορθωθεί να τροποποιήσετε κατάλληλα
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την τιµή της f στο x = 0.

1) f (x) =


|x|
x

αν x 6= 0

0 αν x = 0

2) f (x) =


x2 αν x 6= 0

1 αν x = 0
3) f (x) =


1
|x|

αν x 6= 0

−1 αν x = 0

4) f (x) =


x αν x ≤ 0

1
x

αν x > 0
5) f (x) =


sin

1
x

αν x > 0

1 αν x ≤ 0

6) f (x) =


tan x

x
αν x 6= 0

0 αν x = 0

΄Ασκηση 8. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


sin(2 x) + x2

x
αν x < 0

x2 − x + a αν x ≥ 0

Να προσδιορισθεί η τιµή του a ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω η συνάρτηση f για την οποία ισχύει

| sin x| ≤ f (x) ≤ |x| ∀x ∈ R .

Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x = 0.

΄Ασκηση 10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 − 3 x + 5 αν x < 2

x3 + 2 x − 9 αν x > 2

Μπορούµε να ορίσουµε το f (2) έτσι ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής ;

΄Ασκηση 11. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 − 2 x + 1

x − 1
αν x 6= 1

0 αν x = 1

Να εξετασθεί η συνάρτηση f ως προς την συνέχεια στο x = 1.
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΄Ασκηση 12. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


2 x2 + x − 1

x + 1
αν x < −1

x2 − 4
x + 2

αν x ≥ −1

Να εξετασθεί η συνάρτηση f ως προς την συνέχεια στο x = −1.

΄Ασκηση 13. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


−5 x2 + λ x + λ2 αν x < −2

8 x + λ αν x ≥ −2

Να προσδιορισθεί το λ ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 14. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


α x2 − x + � αν x < −1

1 αν x = −1
� x2 + α x − 1 αν x > −1

Να προσδιορισθούν τα α, � ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 15. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + (α − 1) x + � αν x < −1

� x − α αν x ≥ −1

Αν f (2) = 0, να προσδιορισθούν τα α, � ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 16. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


2 x αν x ≤ 0

sin(α x) αν x > 0

Για ποιές τιµές του α ∈ R η f είναι συνεχής ;

΄Ασκηση 17. (Θεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach)
΄Εστω f : [0,1]→ [0,1] συνεχής. ∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [0,1] τέτοιο ώστε f (x0) = x0.
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