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5 Παράγωγος συνάρτησης

Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [a, b]. Για κάθε x0 ∈ [a, b] ορίζουµε
µια νέα συνάρτηση µε τύπο

Πx0(x) =
f (x)− f (x0)

x − x0

µε πεδίο ορισµού D(Πx0) = D(f )− {x0}.
Την συνάρτηση Πx0 την ονοµάζουµε πηλίκο διαφορών της f στο x0. Για την συνάρτηση αυτή
µπορούµε να αναζητήσουµε το όριο της καθώς το x τείνει στο x0. Το όριο limx→x0 Πx0(x)

µπορεί να είναι πραγµατικός αριθµός, +∞, −∞ ή να µην υπάρχει.

• Αν το limx→x0 Πx0(x) είναι πραγµατικός αριθµός τότε ο αριθµός αυτός λέγεται η πρώτη πα-

ϱάγωγος της f στο x0, και λέµε ότι η f παραγωγίζεται στο x0.

• Αν το limx→x0 Πx0(x) είναι ±∞, ή δεν υπάρχει, λέµε ότι η f δεν παραγωγίζεται στο x0.
Ειδικά αν το όριο είναι ±∞ µπορούµε να λέµε ότι η παράγωγος της f στο x0 απειρίζεται
ϑετικά, αντίστοιχα αρνητικά.

Παράδειγµα 5.1. Για την συνάρτηση f (x) = sin x έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών της f στο
µηδέν είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=

sin x

x
και lim

x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

sin x

x
= 1 .

΄Αρα η f παραγωγίζεται στο 0 ή έχει πρώτη παράγωγο στο 0 και είναι 1. Συνήθως σηµειώνουµε
τον αριθµό αυτό µε f ′(0) = 1.

Παράδειγµα 5.2. Για την συνάρτηση f (x) = |x| έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών της f στο
µηδέν είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=
|x|
x

΄Οµως από την ΄Ασκηση 2.c σελ. 39, γνωρίζουµε ότι το όριο limx→0
|x|
x δεν υπάρχει, οπότε

λέµε ότι η f (x) = |x| δεν έχει πρώτη παράγωγο στο µηδέν ή ότι δεν παραγωγίζεται στο µηδέν.

Παράδειγµα 5.3. Για την συνάρτηση f (x) = 3
√
x έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών στο µηδέν

είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=

3
√
x

x
=

1
3
√
x2

και lim
x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

1
3
√
x2

= +∞ .

Επειδή το όριο είναι +∞ λέµε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν, ή ότι η πρώτη
παράγωγος της f στο µηδέν απειρίζεται ϑετικά.

Παράδειγµα 5.4. Για την συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x ≤ 1

(x − 2)2 αν x > 1
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έχουµε ότι το πηλίκο των διαφορών της f είναι

Αν x < 1
f (x)− f (0)

x − 0
=
x2 − 1
x − 1

= x+1 και lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→1−
(x+1) = 2

Αν x > 1
f (x)− f (0)

x − 0
=

(x − 2)2 − 1
x − 1

=
(x − 2− 1)(x − 2 + 1)

x − 1
=

(x − 3)(x − 1)

x − 1
= x−3

και
lim
x→1+

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→1+
(x − 3) = −2

Αφού lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 1
6= lim

x→1+

f (x)− f (0)

x − 1
δεν υπάρχει το όριο lim

x→1

f (x)− f (0)

x − 1
, και συνεπώς

η f δεν έχει πρώτη παράγωγο στο ένα. Επειδή όµως υπάρχει το lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 1
και είναι

πραγµατικός αριθµός µπορούµε να λέµε ότι υπάρχει η από αριστερή παράγωγος της f στο x =

1. Επίσης, επειδή υπάρχει το lim
x→1+

f (x)− f (0)

x − 1
και είναι πραγµατικός αριθµός µπορούµε να

λέµε ότι υπάρχει η από δεξιά παράγωγος της f στο 1.

Ορισµός 5.5. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f µε D(f ) = [a, b] παραγωγίζεται στο σηµείο x0 ∈
[a, b] ή ότι υπάρχει η πρώτη παράγωγος της f στο x0 αν και µόνο αν υπάρχει το όριο

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
και είναι πραγµατικός αριθµός. Τον πραγµατικό αυτό αριθµό τον ονο-

µάζουµε πρώτη παράγωγο της f στο x0 και τον συµβολίζουµε µε f ′(x0).

Ορισµός 5.6. Θα λέµε ότι η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f µε D(f ) = [a, b] απειρίζεται
ϑετικά (αντίστοιχα αρνητικά) στο σηµείο x0 ∈ [a, b] αν και µόνο αν

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= +∞ (αντίστοιχα −∞)

Ορισµός 5.7. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f µε D(f ) = [a, b] παραγωγίζεται από αριστερά
(αντίστοιχα δεξιά) στο σηµείο x0 ∈ [a, b] αν και µόνο αν υπάρχει το όριο

lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
(αντίστοιχα lim

x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
)

και είναι πραγµατικός αριθµός. Τον πραγµατικό αυτό αριθµό τον ονοµάζουµε αριστερή (αντ.
δεξιά) παράγωγο της f στο x0 και τον συµβολίζουµε µε f ′(x−0 ) ( αντ. f ′(x+0 ) ).

Πρόταση 5.8. ΄Εστω συνάρτηση f και x0 ∈ D(f ) εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της.

Αν υπάρχει αριστερή και δεξιά παράγωγος της f στο x0 και ισχύει f ′(x+0 ) = f ′(x−0 ), τότε

υπάρχει η παράγωγος της f στο x0 και ισχύει f ′(x0) = f ′(x+0 ) = f ′(x−0 ). Αντίστροφα, αν

υπάρχει η παράγωγος f ′(x0) της f στο x0 τότε υπάρχουν και οι f ′(x+0 ), f ′(x−0 ) και ισχύει

f ′(x+0 ) = f ′(x−0 ) = f ′(x0).

Είναι προφανές ότι αν δεν υπάρχει µια τουλάχιστον από τις πλευρικές παραγώγους της
f στο x0 τότε δεν υπάρχει η f ′(x0), καθώς επίσης αν υπάρχουν οι f ′(x+0 ), f ′(x−0 ) αλλά ισχύει
ότι f ′(x+0 ) 6= f ′(x−0 ) τότε και πάλι δεν υπάρχει η f ′(x0).
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5.1 Η συνάρτηση παραγώγου της f .

Αν σε κάθε x0 ∈ D(f ) για το οποίο υπάρχει η πρώτη παράγωγος της f αντιστοιχίσουµε
τον πραγµατικό αριθµό f ′(x0) ϑα σχηµατίσουµε µια µονοσήµαντη αντιστοιχία του συνόλου
D(f ′) = {x0 ∈ D(f ) : ∃ f ′(x0)} στο R, οπότε ϑα έχουµε µια συνάρτηση την οποία ονοµάζουµε
συνάρτηση πρώτης παραγώγου της f ή πιο απλά πρώτη παράγωγο της f . Πιο συγκεκριµένα:

Ορισµός 5.9. Ονοµάζουµε συνάρτηση πρώτης παραγώγου της f ή πιο απλά πρώτη παράγωγο
της f , την συνάρτηση µε πεδίο ορισµού D(f ′) = {x0 ∈ D(f ) : ∃ f ′(x0)} και τύπο f ′ που
ορίζεται από την αντιστοιχία

D(f ′) 3 x0
f ′→ f ′(x0) ∈ R .

Προσοχή !!! ∆εν πρέπει να συγχέουµε την ‘‘πρώτη παράγωγο της f στο x0’’ και την ‘‘πρώτη
παράγωγο της f ’’ µεταξύ τους. Η πρώτη είναι ένας πραγµατικός αριθµός ενώ η δεύτερη είναι
µια συνάρτηση.

Ορισµός 5.10. Ονοµάζουµε δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f στο x0 ∈ D(f ) την πρώτη
παράγωγο στο x0 της συνάρτησης πρώτης παραγώγου f ′. Την δεύτερη παράγωγο στο x0

της f συµβολίζουµε µε f ′′(x0) δηλαδή f ′′(x0) = (f ′(x))′x=x0
. Επαγωγικά, από την σχέση

f (n) = (f (n−1)(x))′x=x0
ορίζεται η n-οστή παράγωγος της f στο x0.

Για το υπολογισµό της συνάρτησης πρώτης παραγώγου της f στο x0 πρέπει να ϐρούµε το

όριο του πηλίκου των διαφορών
f (x)− f (x0)

x − x0
. Μια χρήσιµη αντικατάσταση για την εύρεση

αυτού του ορίου είναι η x − x0 = h, οπότε επειδή x → x0 και x 6= x0, τότε h → 0, και h 6= 0,
οπότε

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Επιπλέον, η αντικατάσταση αυτή µας επιτρέπει να υπολογίζουµε πιο εύκολα και την συνάρ-
τηση πρώτης παραγώγου της f αφού για το τυχαίο x ∈ D(f ) για το οποίο υπάρχει η πρώτη
παράγωγος, η προηγούµενη σχέση δίνει

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h

Για παράδειγµα, η πρώτη παράγωγος της f (x) = x2 είναι

(x2)′ = lim
h→0

(x + h)2 − x2

h
= lim

h→0

(x + h − x)(x + h + x)

h
= lim

h→0
(2 x + h) = 2 x

και γενικά (xn)′ = n xn−1, n ∈ N.
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5.2 Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου

Σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων ϑεωρούµε την γραφική παράσταση της συνάρτησης f .
΄Εστω ότι η f είναι ορισµένη για κάθε x ∈ [a, b] και έστω ότι υπάρχει η παράγωγος της f στο
x0 ∈ (a, b).

Ας ϑεωρήσουµε δυο σηµεία M(x0, f (x0) και N(x0 + h, f (x0 + h)) στο διάγραµµα της f . Η
ευθεία που ενώνει τα σηµεία αυτά ονοµάζεται τέµνουσα του διαγράµµατος και έχει εξίσωση

y− f (x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
(x − x0) (∗)

Ας υποθέσουµε τώρα ότι το σηµείο N πλησιάζει το σηµείο M κατά µήκος του διαγράµµατος
της f . Τότε το h πλησιάζει το 0 και παίρνοντας το όριο της εξίσωσης (∗) καθώς το h → 0 δίνει

y− f (x0) = f ′(x0)(x − x0) (∗∗)

Η (∗∗) είναι η εξίσωση µιας χαρακτηριστικής ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο
M(x0, f (x0)) και λέγεται εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(x0, f (x0)). Αλλά η εξίσωση ευθείας
που περνάει από τοM(x0, f (x0)) και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι y−f (x0) = λ(x−x0).
΄Αρα το f ′(x0) είναι ο συντελεστής διεύθυνσης (κλίση) της (ε), δηλαδή tanω = f ′(x0), όπου ω
είναι η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας των x µε την ευθεία (ε).

Σχήµα 21: Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου: Το f ′(x0) είναι ο συντελεστής διεύθυνσης
της εφαπτόµενης ευθείας στο διάγραµµα της f στο σηµείοM(x0, f (x0)), δηλαδή f ′(x0) = tanω

΄Αν f ′(x0) = 0 τότε η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f στο σηµείο M(x0, f (x0)) είναι
παράλληλη προς τον άξονα των x, ενώ αν f ′(x0) = ±∞ τότε η εφαπτοµένη του διαγράµµατος
της f στο σηµείο M(x0, f (x0)) είναι παράλληλη προς τον άξονα των y.

Παράδειγµα 5.11. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f (x) = x2 + α x + �. Να προσδιορισθούν οι
πραγµατικοί αριθµοί α, � ώστε η εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(1,2) να έχει κλίση λ = 4.
Απάντηση: Αφού τοM(1,2) είναι σηµείο του διαγράµµατος της f ϑα πρέπει f (1) = 2, δηλαδή
1 + α+ � = 2 ή α+ � = 1. Από την άλλη η εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(1,2) έχει κλίση
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4 άρα ϑα πρέπει f ′(1) = 4. ΄Οµως f ′(x) = 2 x + α, εποµένως f ′(1) = 2 + α = 4 ή α = 2.
Τότε η σχέση α + � = 1 δίνει � = −1. ΄Ετσι το πρόβληµα έχει λύση για α = 2, � = −1.

5.3 Κανόνες παραγώγισης

Πριν αναφέρουµε τους κανόνες της παραγώγισης αναφέρουµε µια ϐασική πρόταση η οποία
συνδέει την παραγωγισιµότητα συναρτήσεων µε την συνέχεια.

Πρόταση 5.12. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ D(f ) τότε η συνάρτηση είναι

συνεχής στο x0. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Απόδειξη: Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 υπάρχει το f ′(x0) και είναι πραγµατικός
αριθµός. ∆ηλαδή

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

Τότε αν πάρουµε το όριο όταν το x → x0 στην ταυτότητα

f (x)− f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)

έχουµε ότι

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
lim
x→x0

(x − x0) = f ′(x0) lim
x→x0

(x − x0) = f ′(x0) 0 = 0

∆ηλαδή limx→x0(f (x) − f (x0)) = 0 ⇒ limx→x0 f (x) = f (x0), συνεπώς η f είναι συνεχής στο
x0.

Το αντίστροφο δεν ισχύει αφού είναι δυνατόν µια συνάρτηση να είναι συνεχής στο x0 ∈
D(f ) χωρίς να είναι η f παραγωγίσιµη στο x0. Το κλασικό αντιπαράδειγµα είναι η f (x) = |x|
η οποία είνα συνεχής στο x = 0 αλλά όπως έχουµε δει δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν
(σελ. 53, παράδειγµα 5.2). �

5.3.1 Κανόνας παραγώγισης αθροίσµατος

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

Ο κανόνας ισχύει και όταν έχουµε πεπερασµένο πλήθος προσθετέων.

5.3.2 Κανόνας παραγώγισης διαφοράς

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x)
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5.3.3 Κανόνας παραγώγισης γινοµένου (κανόνας του Leibniz)

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x) g(x))′ = f ′(x) g(x) + f (x) g′(x)

Αν f (x) = c η σταθερή συνάρτηση τότε ο προηγούµενος κανόνας γίνεται (c g(x))′ = c g′(x)

αφού f ′(x) = 0.

5.3.4 Κανόνας παραγώγισης πηλίκου

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) και είναι g(x) 6= 0 ισχύει(
f (x)

g(x)

)′
=
f ′(x) g(x)− f (x) g′(x)

g2(x)

Αν f (x) = 1, τότε ο προηγούµενος κανόνας γίνεται(
1
g(x)

)′
=
− g′(x)

g2(x)

5.3.5 Κανόνας παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης - κανόνας της αλυσίδας

Αν f, g συναρτήσεις για τις οποίες R(g) ∩ D(f ) 6= ∅, τότε ορίζεται η f ◦ g. Για κάθε x για το
οποίο υπάρχει η g′(x) και υπάρχει η f ′(t) µε t = g(x), τότε υπάρχει η (f ◦ g)′(x) και ισχύει

(f ◦ g)′(x) = f ′(t)|t=g(x) g′(x) = f ′(g(x)) g′(x)

Για παράδειγµα αν f (x) = sin(h(x)), τότε

f ′(x) = cos(h(x))h ′(x)

5.3.6 Κανόνας παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης

Για κάθε x για το οποίο υπάρχει η f ′(x) µε f ′(x) 6= 0 υπάρχει και η (f −1(x))′ και ισχύει

(f −1(x))′ =
1
f ′(t)

∣∣∣∣
t=f−1(x)

Για παράδειγµα αν f (x) = sin x, τότε για κάθε x ∈ (−π/2, π/2) έχουµε

(arcsin x)′ =
1

(sin t)′
=

1
cos t

=
1√

1− sin2 t
=

1√
1− sin2(arcsin(x))

=
1√

1− x2

δηλαδή

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
− 1 < x < 1
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Συνάρτηση Παράγωγος Αντίστοιχη σύνθετη
συνάρτηση

Παράγωγος

y = xn, n ∈ N y′ = n xn−1 x ∈ R y = gn(x) n ∈ N y′ = n gn−1(x) g′(x)

y = sin x y′ = cos x x ∈ R y = sin(g(x)) y′ = cos(g(x)) g′(x)

y = cos x y′ = − sin x x ∈ R y = cos(g(x)) y′ = − sin(g(x)) g′(x)

y = ex y′ = ex x ∈ R y = eg(x) y′ = eg(x) g′(x)

y = log x y′ =
1
x

x ∈ R+ y = log(g(x)) y′ =
g′(x)

g(x)

y =
√
x y′ =

1
2
√
x

x ∈ R+ y =
√
g(x) y′ =

1
2
√
g(x)

g′(x)

y = tan x y′ =
1

cos2 x
x 6= kπ +

π

2
y = tan(g(x)) y′ =

1
cos2(g(x))

g′(x)

y = cot x y′ = − 1
sin2 x

x 6= kπ y = cot(g(x)) y′ = − 1
sin2(g(x))

g′(x)

y = xa, a ∈ R y′ = a xa−1 x ∈ R+ y = ga(x) y′ = a ga−1(x) g′(x)

y = arcsin x y′ =
1√

1− x2
− 1 < x < 1 y = arcsin(g(x)) y′ =

1√
1− g2(x)

g′(x)

y = arccos x y′ = − 1√
1− x2

− 1 < x < 1 y = arccos(g(x)) y′ = − 1√
1− g2(x)

g′(x)

y = arctan x y′ =
1

1 + x2 x ∈ R y = arctan(g(x)) y′ =
1

1 + g2(x)
g′(x)

y = arccot x y′ = − 1
1 + x2 x ∈ R y = arccot(g(x)) y′ = − 1

1 + g2(x)
g′(x)

Πίνακας 1: Παράγωγοι των κυριοτέρων στοιχειωδών συναρτήσεων

Επίσης µπορούµε να γνωρίζουµε ότι
• y = ax ⇒ y′ = ax log a, ∀x ∈ R και a > 0

• y = loga x ⇒ y′ =
1

x log a
, ∀x ∈ R+ και a > 0, a 6= 1.

Πράγµατι, y = ax ⇒ log y = log ax ⇒ log y = x log a ⇒ (log y)′ = log a ⇒ y′/y =

log a ⇒ y′ = y log a ⇒ y′ = ax log a.
Επιπλέον y = loga x ⇒ ay = x ⇒ log ay = log x ⇒ y log a = log x ⇒ (y log a)′ =

(log x)′ ⇒ y′ log a = 1/x ⇒ y′ =
1

x log a
.
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5.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f (x) = |x − 1|+ 2 δεν έχει παράγωγο για x = 1.

΄Ασκηση 2. Αν f (x) = |x2 − 4 x + 3| να ϐρεθεί η f ′(0) και να εξετασθεί αν υπάρχει η f ′(3).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω η συνάρτηση µε τύπο f (x) = x |x|. Να ϐρεθεί αν υπάρχει η f ′(0).

΄Ασκηση 4. Αν για την συνάρτηση f έχουµε

f (x) =

{
x2 αν x ≤ 2

α x + � αν x > 2

να ϐρεθούν τα α, � ώστε να υπάρχει η f ′(2).

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
2 x2 + q + 1 αν x < 0
a x + b αν x ≥ 0

να ϐρεθούν τα α, � ώστε να υπάρχει η f ′(0) και να υπολογισθεί.

΄Ασκηση 6. Υπολογίστε (αν υπάρχουν) τις παραγώγους καθώς και τις πλευρικές παραγώγους
στο x = 0 των παρακάτω συναρτήσεων

1) f (x) = 2 , 2) f (x) = 3 x2 − 5 x + 3 , 3) f (x) = tan x , 4) f (x) =

{
−2
√
−x αν x < 0

3
√
x αν x ≥ 0

5) f (x) =

{
0 αν x 6= 0
1 αν x = 0

6) f (x) =


1− x αν x > 0

0 αν x = 0
−1− x αν x < 0

΄Ασκηση 7. ΄Εστω η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x

1 + e1/x αν x 6= 0

0 αν x = 0

Να ϐρεθεί η παράγωγος της f σε κάθε σηµείο του R για το οποίο υπάρχει.

΄Ασκηση 8. Αν x − x2 ≤ f (x) ≤ x2 + x για κάθε x ∈ R, να δειχθεί ότι υπάρχει το f ′(0) και
να υπολογισθεί.

΄Ασκηση 9. ∆ίνεται η παραβολή y = x2 + 3 x + �. Να ϐρεθεί το σηµείο της παραβολής στο
οποίο η εφαπτοµένη της είναι :
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α) παράλληλη προς τον άξονα των x
ϐ) παράλληλη προς την ευθεία 2 x − y = 3
γ) παράλληλη προς την ευθεία y = x.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της υπερβολής y = a2/x στο
σηµείο M(a, b) µε τον άξονα των x.

΄Ασκηση 11. Να δειχθεί ότι η ευθεία y = −x εφάπτεται στο διάγραµµα της f (x) = x2+3 x+4
και να ϐρεθεί το σηµείο επαφής.

΄Ασκηση 12. Να δειχθεί ότι στην παραβολή f (x) = x2 + a x + b η χορδή που διέρχεται από
το σηµείο µε τετµηµένες x = a και x = b είναι παράλληλη προς την εφαπτοµένη στο σηµείο
M
(
a+b

2 , f (a+b2 )
)
.

΄Ασκηση 13. Αν f (x) = sin x και g(t) = sin(t2 − 1) να υπολογισθεί η g′(1).

΄Ασκηση 14. Να υπολογισθεί η παράγωγος των συναρτήσεων

a) f (x) = xx b) f (x) = (x2 + 1)x
2
, c) f (x) = (log x)x , d) f (x) = 5sin x

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθεί η παράγωγος για καθεµιά από τις παρακάτω συναρτήσεις :

a) f (x) = x3 ex , b) f (x) =
x2

log x
, c) f (x) = ex cos x

d) x3 log x − 1
3
x3 , e) f (x) = (x − 1) 2x , f ) f (x) =

ex

x2 .

΄Ασκηση 16. Να υπολογισθεί η παράγωγος της συνάρτησης

f (x) =
x2 ex cos x

x + 1

΄Ασκηση 17. Αν y = e
√
x + e−

√
x να δειχθεί ότι ισχύει

x y′′ +
1
2
y′ − 1

4
y = 0 .

΄Ασκηση 18. Αν y = a cos(λ x) + b sin(λ x) να δειχθεί ότι ισχύει y′′ + λ2 y = 0 .

΄Ασκηση 19. Αν ey =
1

x + 1
να δειχθεί ότι ισχύει x y′ + 1 = ey.

΄Ασκηση 20. ∆ίνεται η καµπύλη x3 + y3 = 3 x y στο επίπεδο. Να ϐρεθεί η παράγωγος της
y = f (x) ως µια έκφραση των x, y και η εφαπτοµένη στο σηµείο M(3/2,3/2).
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΄Ασκηση 21. Να ϐρεθούν οι κλίσεις των εφαπτοµένων της καµπύλης y2 − x + 1 = 0 στα
σηµεία M1(2,−1) και M2(2,1).

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η δεύτερη παράγωγος της y = f (x) η οποία δίνεται στην πεπλεγµένη
µορφή 4 x2 − 2 y2 = 9 σε συνάρτηση των x, y.
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