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6 Εφαρµογές των παραγώγων στον υπολογισµό ορίων α-

προσδιόριστων µορφών - Κανόνες L’Hôpital

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε εφαρµογές των παραγώγων συναρτήσεων στον υπολο-
γισµό απροσδιόριστων µορφών ορίων. ΄Ολες οι απροσδιόριστες µορφές µετατρέπονται στις

απροσδιόριστες µορφές του τύπου
0
0
, ή

+∞
+∞

και ο υπολογισµός αυτών των µορφών αυτών
γίνεται αντίστοιχα χρησιµοποιώντας δυο κανόνες που είναι γνωστοί ως κανόνες L’Hôpital.

Ο πρώτος κανόνας L’Hôpital αναφέρεται στην απροσδιόριστη µορφή του τύπου
0
0
.

Πρώτος Κανόνας L’Hôpital: ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f (x) και g(x) είναι παρα-
γωγίσιµες στο διάστηµα I = (a, x0)∪ (x0, b) και ότι g(x) 6= 0, και g′(x) 6= 0 για κάθε
x ∈ I. Υποθέτουµε επίσης ότι limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x) = 0.

Αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, τότε υπάρχει και το όριο lim

x→x0

f (x)

g(x)
και τα δυο αυτά

όρια έχουν την ίδια τιµή, δηλαδή ισχύει :

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f (x)

g(x)

Ο κανόνας ισχύει, µε τις κατάλληλες προσαρµογές στις υποθέσεις, και για κάθε άλλη πε-
ϱίπτωση ορίου: x → x+0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Επιπλέον ο κανόνας ισχύει ακόµα και στην περίπτωση που lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= ±∞.

Παράδειγµα 6.1. Θα υπολογίσουµε το όριο lim
x→0

ex − 1
sin x

. Στο I = (−π
2 ,0) ∪ (0, π2 ) ισχύει

sin x 6= 0 και (sin x)′ = cos x 6= 0. Επίσης, limx→0 ex − 1 = limx→0 sin x = 0. Οπότε
ισχύουν οι υποθέσεις του πρώτου κανόνα L’Hôpital και υπολογίζουµε το όριο του λόγου των
παραγώγων:

lim
x→0

(ex − 1)′

(sin x)′
= lim

x→0

ex

cos x
=

limx→0 ex

limx→0 cos x
=

1
1

= 1

Συνεπώς, lim
x→0

ex − 1
sin x

= 1.
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Ο δεύτερος κανόνας L’Hôpital αναφέρεται στην απροσδιόριστη µορφή του τύπου
+∞
+∞

, ή
ακριβέστερα, σε µια γενίκευσή της.

∆εύτερος Κανόνας L’Hôpital: ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f (x) και g(x) είναι παρα-
γωγίσιµες στο διάστηµα I = (a, x0)∪ (x0, b) και ότι g(x) 6= 0, και g′(x) 6= 0 για κάθε
x ∈ I. Υποθέτουµε επίσης ότι limx→x0 g(x) = +∞ ή −∞.

Αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, τότε υπάρχει και το όριο lim

x→x0

f (x)

g(x)
και τα δυο αυτά

όρια έχουν την ίδια τιµή, δηλαδή ισχύει :

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f (x)

g(x)

Ο κανόνας ισχύει, µε τις ανάλογες προσαρµογές, και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου:
x → x+0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Επιπλέον ο κανόνας ισχύει ακόµα και στην περίπτωση που lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= ±∞.

Στις υποθέσεις του ∆εύτερου Κανόνα L’Hôpital δεν αναφέρεται αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f (x)

ούτε ποιά ακριβώς είναι η τιµή του (αν υπάρχει). Εποµένως, οι απροσδιόριστες µορφές ±∞±∞
είναι ειδικές περιπτώσεις του ∆εύτερου Κανόνα L’Hôpital, όπως διατυπώθηκε προηγουµένως.

Παράδειγµα 6.2. Θα αποδείξουµε ότι

lim
x→+∞

xb

ax
= 0 b > 0, a > 1

Θα αντιµετωπίσουµε πρώτα την περίπτωση b = 1, δηλαδή limx→+∞
x
ax = 0, µε a > 1. Για

κάθε x ∈ R έχουµε ax 6= 0 και (ax)′ = ax log a 6= 0. Επιπλέον έχουµε limx→+∞ x =

limx→+∞ ax = +∞ οπότε έχουµε απροσδιόριστη µορφή +∞
+∞ . Για τον λόγο των παραγώγων

έχουµε ότι
x ′

(ax)′
=

1
ax log a

και έχουµε ότι lim
x→+∞

1
ax log a

= 0

Συνεπώς, εφαρµόζοντας τον δεύτερο κανόνα L’Hôpital lim
x→+∞

x

(ax)
= 0. Η γενική περίπτωση

αντιµετωπίζεται µε ϐάση την ειδική αφού

xb

ax
=

xb

(a1/b)x b
=

(
x

(a1/b)x

)b
=

(
x

γx

)b
όπου ϑέσαµε γ = a1/b > 1. Οπότε

lim
x→+∞

xb

ax
= lim

x→+∞

(
x

γx

)b
= 0b = 0.
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Παράδειγµα 6.3. Θα δείξουµε ότι

lim
x→+∞

(log x)b

xa
= 0 a > 0, b > 0

Θα αντιµετωπίσουµε πρώτα την περίπτωση b = 1, δηλαδή limx→+∞
log x
xa = 0, µε a > 0.

Για κάθε x ∈ (0,+∞) έχουµε xa 6= 0 και (xa)′ = a xa−1 log a 6= 0. Επιπλέον έχουµε
limx→+∞ log x = limx→+∞ xa = +∞ οπότε έχουµε απροσδιόριστη µορφή +∞

+∞ . Για τον λόγο
των παραγώγων έχουµε

(log x)′

(ax)′
=

1
x

a xa−1 =
1
a xa

και έχουµε ότι lim
x→+∞

1
a xa

= 0 .

Συνεπώς, εφαρµόζοντας τον δεύτερο κανόνα L’Hôpital συµπεραίνουµε ότι lim
x→+∞

log x

(ax)
= 0.

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό έχουµε ότι για την γενική περίπτωση b > 0, ισχύει

lim
x→+∞

(log a)b

xa
= lim

x→+∞

(
log x

xa/b

)b
= 0b = 0 .

Παρατήρηση 6.4. Το αντίστροφο των κανόνων L’Hôpital δεν ισχύει. ∆ηλαδή είναι δυνατόν να
έχουµε να υπολογίσουµε µια απροσδιόριστη µορφή ορίου και να µην υπάρχει το όριο των
λόγων των παραγώγων, όµως το όριο του λόγου των συναρτήσεων που ϑέλουµε να υπολο-
γίσουµε να υπάρχει !!

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το limx→+∞
x−cos x

x . Επειδή
x − cos x > x − 1 και limx→+∞(x − 1) = +∞, από γνωστή ιδιότητα των ορίων έχουµε ότι
limx→+∞(x− cos x) = +∞. Επιπλεόν, limx→+∞ x = +∞, άρα έχουµε απροσδιόριστη µορφή
+∞
+∞

. Το όριο όµως υπολογίζεται εύκολα γιατί

x − cos x

x
= 1− cos x

x
και

∣∣∣cos x

x

∣∣∣ < 1
x

∀x ∈ (0,+∞)

κι επειδή limx→+∞
1
x = 0, από γνωστή ιδιότητα των ορίων ϑα είναι και limx→+∞

cos x
x = 0.

΄Αρα limx→+∞
x−cos x

x = 1.
Ας δοκιµάσουµε τώρα να εφαρµόσουµε τον ∆εύτερο Κανόνα L’Hôpital. Ο λόγος των

παραγώγων είναι (x−cosx)′
x′ = 1+sinx

1 = 1 + sin x και το όριο limx→+∞(1 + sin x) δεν υπάρχει
γιατί δεν υπάρχει το όριο limx→+∞ sin x.

Συνεπώς, υπάρχει περίπτωση το όριο της απροσδιόριστης µορφής που ϑέλουµε να υπο-
λογίσουµε να υπάρχει και οι κανόνες L’Hôpital να µην µας ϐοηθούν στον υπολογισµό του
ορίου.

Υπάρχουν κι άλλες απροσδιόριστες µορφές, όµως όλες τους µπορούν να αναχθούν στις
απροσδιόριστες µορφές για τις οποίες µπορούν να εφαρµοσθούν οι δυο κανόνες L’Hôpital.
Πιο συγκεκριµένα, Οι απροσδιόριστες µορφές ορίων είναι :
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α) Για την πρόσθεση: (+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞).

ϐ) Για την αφαίρεση: (+∞)− (+∞), (−∞)− (−∞).

γ) Για τον πολλαπλασιασµό: 0 (±∞), (±∞) 0.

δ) Για την διαίρεση:
±∞
±∞

,
0
0
,

a

0
µε a 6= 0.

ε) Για δυνάµεις : (+∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.

΄Ολες οι απροσδιόριστες µορφές, εκτός από την
a

0
µε a 6= 0, ανάγονται µε κατάλληλους

µετασχηµατισµούς στις απροσδιόριστες µορφές
0
0
,

+∞
+∞

. Πράγµατι :

1. ΄Εστω lim f (x) = 0 και lim g(x) = ±∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x) g(x) = 0 (±∞). Τότε

lim f (x) g(x) = lim
f (x)

1
g(x)

=
0
0

ή lim f (x) g(x) = lim
g(x)

1
f (x)

=
±∞
±∞

2. ΄Εστω lim f (x) = +∞ και lim g(x) = −∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim(f (x) + g(x)) = (+∞) + (−∞). Τότε

lim f (x) g(x) = lim

(
1
f (x)

+
1
g(x)

)
f (x) g(x) = 0 (−∞)

οπότε αναγόµαστε στην προηγούµενη περίπτωση (1) απροσδιόριστης µορφής.

3. ΄Εστω lim f (x) = 0, όπου f (x) > 0 και lim g(x) = 0 και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το
όριο lim f (x)g(x) = 00. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = 0 (−∞)

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).

4. ΄Εστω ότι lim f (x) = +∞ και lim g(x) = 0 και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x)g(x) = (+∞)0. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = 0 (+∞)

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).

5. ΄Εστω ότι lim f (x) = 1 και lim g(x) = ±∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x)g(x) = 1±∞. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = (±∞) 0

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).

66



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

6.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να εξακριβώσετε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις για την εφαρµογή του πρώτου ή
δεύτερου κανόνα L’Hôpital, και να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0+

x log x, b) lim
x→0+

xx , c) lim
x→0+

(
1

sin x
− 1
x

)
,

d) lim
x→0

1− cos x

x
, e) lim

x→0

x − sin x

x3 , f ) lim
x→2

x2 − 3 x + 2
x2 − 4

,

g) lim
x→0

(
1
x
− 1
ex − 1

)
, h) lim

x→0+
(sin x)x , i) lim

x→0+
x

x
x−1 ,

Απ. a) 0, b) 1, c) 0, d) 0, e) 1
6 , f ) 1

4 , g) 1
2 , h) 1, i) e.

΄Ασκηση 2. Να εξακριβώσετε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις για την εφαρµογή του πρώτου ή
δεύτερου κανόνα L’Hôpital, και να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0

(sin x)2

x
, b) lim

x→0

log(cos x)

x
, c) lim

x→+∞

(log x)2

x
,

d) lim
x→0

ex − cos x

tan x
, e) lim

x→0

ex + e−x − 2
3 x2 , f ) lim

x→0

tan x − x
x − sin x

.

Απ. a) 0, b) 1, c) 0, d) 1, e) 1
3 , f ) 2.

΄Ασκηση 3. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→+∞

ex

x4 , b) lim
x→0

sin(3x)

1− cos(4 x)
, c) lim

x→1

5 x7 − 6 x6 + x

(x − 1)2 .

Απ. a) +∞, b) δεν υπάρχει, c) 15.

΄Ασκηση 4. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0

10x − 5x

x
, b) lim

x→+∞

ex

x + log x
, c) lim

x→+∞

log(1 + e2 x)

x
.

Απ. a) log 2, b) +∞, c) 2.

΄Ασκηση 5. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→−∞

1
x2 e2 x , b) lim

x→+∞
x1/x , c) lim

x→0+

(
1
x
− log

1
x

)
.

Απ. a) +∞, b) 1, c) +∞.
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