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7 Τέσσερα σηµαντικά ϑεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογι-

σµού

Στην ενότητα αυτή ϑα αναφέρουµε τέσσερα σηµαντικά ϑεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού.
Το πρώτο ϑεώρηµα είναι το εξής.

Πρόταση 7.1. (Θεώρηµα του Fermat) ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα

(a, b) και έστω ξ σηµείο στο (a, b). Αν το ξ είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου της y = f (x), τότε

(i) είτε δεν υπάρχει η παράγωγος της y = f (x) στο ξ ,

(ii) είτε υπάρχει η παράγωγος της y = f (x) στο ξ και ισχύει f ′(ξ ) = 0.

Σχήµα 22: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος του Fermat: Αν η y = f (x) είναι ορισµένη
σε ένα ανοιχτό διάστηµα που περιέχει το ξ και το ξ είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου της
y = f (x), τότε είτε υπάρχει εφαπτοµένη ευθεία στο σηµείο (ξ, f (ξ )) και η κλίση της είναι ίση
µε 0 (παράλληλη στον άξονα των x), είτε δεν υπάρχει εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα της
συνάρτησης στο σηµείο (ξ, f (ξ )) (σχήµα δεξιά).

Παράδειγµα 7.2. Το x = 0 είναι το µοναδικό σηµείο
(ολικού) ελαχίστου της συνάρτησης y = x2, η οποία
είναι ορισµένη στο (−∞,+∞), και η παράγωγος της
συνάρτησης στο x = 0 είναι ίση µε µηδέν, πράγµατι,
(x2)′ = 2 x|x=0 = 0.

Παράδειγµα 7.3. Το x = 0 είναι το µοναδικό σηµείο
(ολικού) ελαχίστου της συνάρτησης y = |x|, η οποία
είναι ορισµένη στο (−∞,+∞), αλλά η συνάρτηση δεν
έχει παράγωγο στο x = 0.

Το ϑεώρηµα του Fermat έχει το εξής πόρισµα:
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Υποψήφια σηµεία τοπικού ακροτάτου: Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τα σηµεία τοπικού
ακροτάτου µιας συνάρτησης σε κάποιο διάστηµα, τότε αρκεί να τα ψάξουµε ανάµεσα
στα εξής σηµεία :
(i) τα (πιθανά) άκρα του διαστήµατος,
(ii) τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση δεν έχει παράγωγο και
(iii) τα σηµεία στα οποία η παράγωγος της συνάρτησης είναι ίση µε 0.
Κανένα άλλο σηµείο δεν είναι υποψήφιο σηµείο τοπικού ακροτάτου.

Το δεύτερο σηµαντικό ϑεώρηµα είναι το

Πρόταση 7.4. (Θεώρηµα του Rolle) ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b] και

ότι έχει παράγωγο στο διάστηµα (a, b). Αν είναι f (a) = f (b), τότε υπάρχει κάποιο ξ ∈ (a, b)

ώστε να είναι f ′(ξ ) = 0.

Σχήµα 23: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος του Rolle.

Παράδειγµα 7.5. Η f (x) = x3 + 2 x2 − 7 x − 8 είναι
συνεχής στο διάστηµα [−

√
7,
√

7] και έχει παράγωγο
στο (−

√
7,
√

7) και οι τιµές της στα άκρα είναι f (
√

7) =

f (−
√

7) = 6. ΄Αρα υπάρχει κάποιο ξ ∈ (−
√

7,
√

7),
στο οποίο η παράγωγος f ′(x) = 3 x2 + 4 x − 7 είναι
ίση µε µηδέν. Για να ϐρούµε το ξ λύνουµε την εξίσωση
3 x2 + 4 x − 7 = 0. Οι λύσεις είναι οι x = −7

3 , x = 1
που ανήκουν και οι δύο στο διάστηµα (−

√
7,
√

7), αφού
−
√

7 ≈ −2.65 < −2.33 ≈ −7
3 και 1 <

√
7 ≈ 2.65.

Παράδειγµα 7.6. Με την ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Rolle ϑα δείξουµε ότι η εξίσωση x3 +

6 x+ 1 = 0 δεν µπορεί να έχει τρεις άνισες πραγµατικές ϱίζες. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι
η εξίσωση έχει τρεις άνισες πραγµατικές ϱίζες ρ1 < ρ2 < ρ3. Τότε στα διαστήµατα [ρ1, ρ2] και
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[ρ2, ρ3] η συνάρτηση f (x) = x3 + 6 x + 1 είναι συνεχής και έχει παράγωγο στα διαστήµατα
(ρ1, ρ2) και (ρ2, ρ3) και είναι f (ρ1) = f (ρ2) = 0 και f (ρ2) = f (ρ3) = 0 αφού οι ρi είναι ϱίζες
της f (x) = 0. ΄Αρα από το ϑεώρηµα του Rolle υπάρχουν ξ1 ∈ (ρ1, ρ2) και ξ2 ∈ (ρ2, ρ3) έτσι
ώστε f ′(ξ1) = 0 και f ′(ξ2) = 0.

΄Οµως, f ′(x) = 3 x2 + 6 και η εξίσωση 3 x2 + 6 = 0 ⇒ x2 + 2 = 0 δεν έχει ϱίζες στο R.
΄Ατοπο ! και στο άτοπο ϕτάσαµε υποθέτοντας ότι η f (x) = 0 έχει τρεις άνισες πραγµατικές
ϱίζες, άρα δεν µπορεί να συµβαίνει αυτό.

Παράδειγµα 7.7. Με την ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Rolle ϑα δείξουµε ότι η εξίσωση 6 x5−
4 x + 1 = 0 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο διάστηµα (0,1). Θεωρούµε την συνάρτηση f (x)

την οποία όταν την παραγωγίσουµε µας δίνει την εξίσωση 6 x5−4 x+ 1, δηλαδή f (x) = x6−
2 x2 +x+c. Η f (x) είναι συνεχής στο [0,1] και έχει παράγωγο στο (0,1) και f (0) = f (1) = c.
΄Αρα από το ϑεώρηµα του Rolle υπάρχει ξ ∈ (0,1) τέτοιο ώστε f ′(ξ ) = 0 ή ισοδύναµα υπάρχει
ένα ξ ∈ (0,1) που ικανοποιεί την εξίσωση 6 x5 − 4 x + 1 = 0.

Πρόταση 7.8. Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού (Lagrange) ΄Εστω ότι η

y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b] και έχει παράγωγο στο διάστηµα (a, b). Τότε

υπάρχει κάποιος ξ στο (a, b) ώστε

f ′(ξ ) =
f (b)− f (a)

b − a

Σχήµα 24: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος µέσης τιµής Lagrange: Ο αριθµός f (b)−f (a)
b−a

είναι η κλίση του ευθύγραµµου τµήµατος που συνδέει τα σηµεία (a, f (a)) και (b, f (b)).
Οπότε το ϑεώρηµα µέσης τιµής (Lagrange) έχει την γεωµετρική ερµηνεία ότι η κλίση της
εφαπτόµενης ευθείας στο γράφηµα της y = f (x) σε κάποιο σηµείο (ξ, f (ξ )) έχει την ίδια
κλίση, δηλαδή είναι παράλληλη µε το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία (a, f (a))

και (b, f (b)).

Το ϑεώρηµα του Rolle είναι ειδική περίπτωση του ϑεωρήµατος Μέσης Τιµής (Lagrange),
αφού αν f (a) = f (b) τότε από το ϑεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange) συµπεραίνουµε ότι για
κάποιον ξ στο (a, b) είναι f ′(ξ ) = f (b)−f (a)

b−a = 0. ΄Αρα το ϑεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange)
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συνεπάγεται το ϑεώρηµα του Rolle. Από την άλλη το ϑεωρήµατος Μέσης Τιµής (Lagrange)
αποδεικνύεται εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle στην συνάρτηση h(x) = (b − a)f (x) −
(f (b)− f (a))x στο διάστηµα [a, b], οπότε τα δυο αυτά ϑεωρήµατα είναι ισοδύναµα.

Παράδειγµα 7.9. Η y = sin x είναι συνεχής στο [0, π2 ] και έχει παράγωγο στο διάστηµα (0, π2 ).
΄Αρα υπάρχει ξ στο (0, π2 ) ώστε να είναι sin′ ξ = cos ξ =

sin( π2 )−sin 0
π
2−0 = 2

π , (ξ ≈ 0.880689).

Το τελευταίο σηµανατικό ϑεώρηµα είναι το

Πρόταση 7.10. Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού (Cauchy) ΄Εστω ότι οι f (x)

g(x) είναι συνεχείς στο διάστηµα [a, b] και παραγωγίσιµες στο διάστηµα (a, b), έτσι ώστε (i) να

είναι g(a) 6= g(b) και (ii) σε κανένα x του (a, b) να µην ισχύει f ′(x) = g′(x) = 0. Τότε υπάρχει

κάποιος ξ στο (a, b) ώστε

f ′(ξ )

g′(ξ )
=
f (b)− f (a)

g(b)− g(a)

Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής Cauchy αποδεικνύεται εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle
στην συνάρτηση h(x) = (g(a) − g(b))f (x) − (f (b) − f (a))g(x) στο διάστηµα [a, b]. Το Θε-
ώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange) είναι ειδική περίπτωση του Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Cauchy)
παίρνοντας για g(x) = x. Προηγουµένως είδαµε ότι το ϑεώρηµα του Rolle είναι ειδική πε-
ϱίπτωση του Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange). Οπότε το συµπέρασµα είναι ότι τα τρία
ϑεωρήµατα Rolle-Lagrange-Cauchy είναι ισοδύναµα.

71


