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8 Ακρότατα και µονοτονία

Πρόταση 8.1. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε

κάθε εσωτερικό σηµείο του I.

1. Η y = f (x) είναι σταθερή στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) = 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο

του I.

2. Η y = f (x) είναι αύξουσα στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο

του I.

3. Η y = f (x) είναι ϕθίνουσα στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) ≤ 0 για κάθε εσωτερικό

σηµείο του I.

Μια παραλλαγή της προηγούµενης πρότασης είναι η παρακάτω

Πρόταση 8.2. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε

κάθε εσωτερικό σηµείο του I.

1. Αν είναι f ′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I , τότε η y = f (x) είναι γνησίως αύξουσα

στο I.

2. Αν είναι f ′(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I , τότε η y = f (x) είναι γνησίως

ϕθίνουσα στο I.

Παρατήρηση 8.3. Στις προηγούµενες προτάσεις όταν γράφουµε f ′(x) ≥ 0 ή f ′(x) > 0 περι-
λαµβάνουµε και την περίπτωση f ′(x) = +∞, και όµοια όταν γράφουµε f ′(x) ≤ 0 ή f ′(x) < 0
περιλαµβάνουµε και την περίπτωση f ′(x) = −∞.

Παρατήρηση 8.4. ∆εν ισχύουν τα αντίστροφα των 1., 2. της πρότασης (8.2). ∆ηλαδή αν η
y = f (x) είναι γνησίως αύξουσα, τότε το µόνο γενικό συµπέρασµα είναι αυτό που προκύπτει
από το γεγονός ότι είναι αύξουσα δηλαδή ότι f ′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I.
Ανάλογα ισχύουν, κι αν η y = f (x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.
Για παράδειγµα η y = x3 είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞) αλλά δεν ισχύει ότι f ′(x) > 0
σε κάθε σηµείο στο (−∞,+∞), αφού (x3)′ = 3 x2 και είναι > 0 για κάθε x 6= 0, αλλά είναι
µηδέν για x = 0.

Παρατήρηση 8.5. Οι προηγούµενες προτάσεις ισχύουν σε διάστηµα. Αν οι υποθέσεις ισχύουν
σε ένωση κάποιων διαστηµάτων τότε ενδέχεται τα συµπεράσµατα να µην ισχύουν στις ενώσεις
των διαστηµάτων.
Για παράδειγµα: 1) η f (x) = |x|

x έχει παράγωγο µηδέν στο πεδίο ορισµού της D(f ) =

(−∞,0) ∪ (0,+∞) αλλά δεν είναι σταθερή στο D(f ). Είναι σταθερή −1 στο (−∞,0) και
σταθερή 1 στο (0,+∞).
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2) Η f (x) = 1
x έχει παράγωγο − 1

x2 < 0 στο πεδίο ορισµού της D(f ) = (−∞,0) ∪ (0,+∞)

αλλά δεν είναι γνησίως ϕθίνουσα στο D(f ). Είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (−∞,0) και γνησίως
ϕθίνουσα στο (0,+∞).

Υπάρχει ένας εύχρηστος τρόπος για να χαρακτηρίζουµε τα υποψήφια σηµεία τοπικών
ακροτάτων ξi µιας συνάρτησης y = f (x) µε ϐάση το πρόσηµο της παραγώγου f ′(x) δεξιά κι
αριστερά των ξi.

Πρόταση 8.6. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο ανοιχτό διάστηµα I και είναι

συνεχής σε κάποιο υποδιάστηµα (a, b) ⊂ I και ο ξ ανήκει στο (a, b).

1. Αν είναι f ′(x) ≥ 0 για κάθε σηµείο x στο (a, ξ ) και f ′(x) ≤ 0 για κάθε σηµείο x στο (ξ, b),

τότε ο ξ είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της y = f (x).

2. Αν είναι f ′(x) ≤ 0 για κάθε σηµείο x στο (a, ξ ) και f ′(x) ≥ 0 για κάθε σηµείο x στο (ξ, b),

τότε ο ξ είναι σηµείο τοπικού ελαχίστου της y = f (x).

Σχήµα 25: ∆ιαστήµατα µονοτονίας και σηµεία τοπικού ακροτάτου.

Χαρακτηρισµός υποψήφιων σηµείων τοπικών ακροτάτων: ΄Εστω ότι µας δίνεται µια
συνεχής συνάρτηση y = f (x) σε κάποιο διάστηµα (οποιουδήποτε τύπου) κι ας υπο-
ϑέσουµε ότι έχουµε ϐρεί όλα τα υποψήφια σηµεία ξ1, ξ2, . . . ξn τοπικού ακροτάτου
(συµπεριλαµβανοµένων και των πιθανών άκρων του διαστήµατος) και η παράγωγος
f ′(x) έχει σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα ανοιχτά υποδιαστήµατα που χωρίζον-
ται από τα σηµεία ξ1, ξ2, . . . ξn. Τότε :
(i) τα (πιθανά) άκρα του διαστήµατος είναι σηµεία τοπικού ακροτάτου,
(ii) κάθε ξi που χωρίζει υποδιαστήµατα στα οποία η παράγωγος είναι ετερόσηµη είναι
σηµείο τοπικού ακροτάτου,
(iii) κάθε ξi που χωρίζει υποδιαστήµατα στα οποία η παράγωγος είναι οµόσηµη δεν
είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου.
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Παράδειγµα 8.7. Η f (x) = 2 x3 − 9 x2 + 12 x + 5
είναι συνεχής στο διάστηµα [0,4] και έχει παράγωγο
f ′(x) = 6 x2 − 18 x + 12 = 6(x − 1)(x − 2) στο (0,4).
Η παράγωγος είναι ϑετική στο διάστηµα (0,1) και στο
(2,4), και είναι αρνητική στο διάστηµα (1,2). ΄Αρα
η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] και στο
[2,4] και είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [1,2]. Συνεπώς
τα x = 0 και x = 2 είναι σηµεία τοπικού ελαχίστου
της f (x) και τα σηµεία x = 1 και x = 4 είναι σηµεία
τοπικού µεγίστου.

Παράδειγµα 8.8. Η f (x) = x + 1
x είναι συνεχής στα

διαστήµατα (−∞,0) και (0,+∞). Η παράγωγος είναι
f ′(x) = 1 − 1

x2 = x2−1
x2 = (x−1)(x+1)

x2 και είναι ϑετική
στα διαστήµατα (−∞,−1) και (1,+∞) και αρνητική
στα διαστήµατα (−1,0) και (0,1). ΄Αρα η συνάρτηση
είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,−1) και στο (1,+∞),
και είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [−1,0) και στο (0,1].
Συνεπώς το x = −1 είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της
f (x) και το σηµείο x = 1 και είναι σηµεία τοπικού
ελαχίστου.
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8.1 Ασκήσεις στις ενότητες 7 και 8

΄Ασκηση 1. Μπορεί η εξίσωση x3 − 12 x = c να έχει δυο διαφορετικές λύσεις στο διάστηµα
[−2,2]; στο (∞,−2]; στο [2,+∞);

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε την συνάρτηση y = 2− 5
√
x2 και παρατηρούµε ότι έχει την ίδια τιµή

1 για x = 1 και x = −1. Υπάρχει κάποιος ξ στο διάστηµα (−1,1) στον οποίο να µηδενίζεται
η παράγωγος της συνάρτησης ;

΄Ασκηση 3. Αποδείξτε ότι η εξίσωση x2 = x sinx + cos x έχει ακριβώς δυο λύσεις. Να προσ-
διορίσετε την ϑέση των λύσεων σε σχέση µε το x = 0.

΄Ασκηση 4. Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση ex = 1; Η εξίσωση ex = 1 + x;

΄Ασκηση 5. Να αποδειχτεί ότι : (i) ex ≥ 1 + x για κάθε x ∈ R , (ii) log x ≤ x − 1 για κάθε x
ϑετικό πραγµατικό. (iii) (1 + x)a > 1 + a x , αν x > 0 και a > 1.

΄Ασκηση 6. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα µέσης τιµής (Lagrange) να δειχθεί ότι

n bn−1 <
an − bn

a − b
< n an−1

όπου a, b ϑετικοί πραγµατικοί µε b < a και n ϕυσικός n > 1.

΄Ασκηση 7. Να αποδειχθεί ότι arcsin x + arccos x = π
2 για κάθε x ∈ [−1,1].

΄Ασκηση 8. ∆ίνεται η συνάρτηση

f (x) =

{
a x2 + x + 1 µε x ≥ 1

2a x + 1 µε x < 1

Για ποιές τιµές του πραγµατικού a η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το R;

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και τα σηµεία τοπικών ακροτάτων στο
πεδίο ορισµού καθεµιάς απο τις παρακάτω συναρτήσεις :

i) y = (x − 1)
3
√
x2 , (ii) y =

√
x

x + 4
, (iii) y = x2 e−x .

΄Ασκηση 10. Βρείτε τα σηµεία τοπικού ακροτάτου των παρακάτω συναρτήσεων στα αντίστοιχα
διαστήµατα

(i) y = (x − 1) |x| στο [−1,3] (ii) y = x +
1
x

στο
[

1
3
,3
]

(iii) y = ex sin x στο [0,2 π] .
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΄Ασκηση 11. Να ϐρεθούν τα τοπικά ακρότατα της y = x2−75
x−10 στο διάστηµα [0,10). Ποιά είναι

η µέγιστη τιµή της συνάρτησης στο διάστηµα αυτό ;

΄Ασκηση 12. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + a x2 + b x + c. Να δειχθεί ότι η f δεν παρου-
σιάζει τοπικό ακρότατο στο (−∞,+∞) αν και µόνο αν a2 ≤ 3 b.

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ορθογώνια µε σταθερή περίµετρο 2a, το τετράγωνο
έχει το µεγαλύτερο εµβαδό.

΄Ασκηση 14. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ορθογώνια µε σταθερό εµβαδό k2, το τετράγωγο έχει
την ελάχιστη περίµετρο.

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθούν τα µήκη των πλευρών ορθογώνιου παραλληλογράµµου µέγιστου
εµβαδού, που δυο πλευρές του να ϐρίσκονται πάνω στους ϑετικούς ηµιάξονες ορθογωνίου
συστήµατος και µια από τις κορυφές του πάνω στην ευθεία x + y = 2.

΄Ασκηση 16. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ισοσκελή τρίγωνα σταθερής περιµέτρου a, το ισόπλευ-
ϱο έχει το µεγαλύτερο εµβαδό.
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