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9 ∆εύτερη παράγωγος κι εφαρµογές

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο διάστηµα το οποίο περιέχει τον x0 και ότι
η f ′(x) η οποία ορίζεται στο διάστηµα αυτό έχει µε την σειρά της παράγωγο στο x0, δηλαδή
υπάρχει το όριο limx→x0

f ′(x)−f ′(x0)
x−x0

. Τότε το όριο αυτό ονοµάζεται δεύτερη παράγωγος της
y = f (x) και συµβολίζεται ως εξής

f ′′(x) ή
d2f (x)

dx2

∣∣∣
x0

ή
d2y

dx2

∣∣∣
x0

= lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x − x0

9.1 Τοπικά ακρότατα

Κριτήριο δεύτερης παραγώγου: ΄Εστω ότι η συνάρτηση y = f (x) έχει πρώτη
παράγωγο στο διάστηµα (a, b), ο x0 ανήκει στο (a, b) και η y = f (x) έχει δεύτερη
παράγωγο στον x0. Τότε :
(1) Αν f ′(x0) = 0 και f ′′(x) > 0, τότε ο x0 είναι σηµείο τοπικού ελαχίστου της
y = f (x).
(2) Αν f ′(x0) = 0 και f ′′(x) < 0, τότε ο x0 είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της y = f (x).

9.2 Κυρτές και κοίλες συναρτήσεις

Η y = f (x) χαρακτηρίζεται ως κυρτή στο διάστηµα I αν για κάθε x1 και x2 στο I µε x1 < x2

το µέρος του γραφήµατος της συνάρτησης το οποίο αντιστοιχεί στο διάστηµα [x1, x2] δεν έχει
κανένα σηµείο του πάνω από το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία (x1, f (x1)) και
(x2, f (x2)). Οµοίως, η y = f (x) χαρακτηρίζεται ως κοίλη στο διάστηµα I αν για κάθε x1

και x2 στο I µε x1 < x2 το µέρος του γραφήµατος της συνάρτησης το οποίο αντιστοιχεί στο
διάστηµα [x1, x2] δεν έχει κανένα σηµείο του κάτω από το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα
σηµεία (x1, f (x1)).

Σχήµα 26: Κυρτή συνάρτηση (αριστερά) και κοίλη συνάρτηση (δεξιά).

77



Τµήµα Βιολογίας - Μαθηµατικά Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

Αυστηρά οι έννοιες της κυρτότητας και της κοιλότητας διατυπώνονται ως εξής :
α) Η y = f (x) είναι κυρτή στο διάστηµα I αν για κάθε x1, x2 ∈ I µε x1 < x2 ισχύει

f ((1− t) x1 + t x2) ≤ (1− t) f (x1) + t f (x2) (0 ≤ t ≤ 1).

ϐ) Η y = f (x) είναι κοίλη στο διάστηµα I αν για κάθε x1, x2 ∈ I µε x1 < x2 ισχύει

f ((1− t) x1 + t x2) ≥ (1− t) f (x1) + t f (x2) (0 ≤ t ≤ 1).

Με τις παρακάτω προτάσεις µπορούµε να χαρακτηρίζουµε πότε µια συνάρτηση είναι κυρτή
ή κοίλη σε κάποιο διάστηµα I.

Πρόταση 9.1. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε κάθε

εσωτερικό σηµείο του I.

1) Η y = f (x) είναι κυρτή στο I αν και µόνο αν η παράγωγος είναι αύξουσα στο εσωτερικό του I

2) Η y = f (x) είναι κοίλη στο I αν και µόνο αν η παράγωγος είναι ϕθίνουσα στο εσωτερικό του

I.

Η προηγούµενη πρόταση έχει την εξής γεωµετρική ερµηνεία : ΄Εστω ότι η y = f (x) έχει
παράγωγο σε κάθε σηµείο σε ένα διάστηµα I και ας συµβολίσουµε µε λx την εφαπτόµενη
ευθεία στο γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο (x, f (x)). Η κλίση της λx είναι ίση µε f ′(x).Η
συνάρτηση y = f (x) είναι κυρτή στο διάστηµα I αν καθώς το x αυξάνεται η κάθε εφαπτόµενη
ευθεία περιστρέφεται µε ϕορά αντίθετη από την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού. Ανάλογα,
η y = f (x) είναι κοίλη στο διάστηµα I αν καθώς το x αυξάνεται η κάθε εφαπτόµενη ευθεία
περιστρέφεται µε ίδια µε την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

Σχήµα 27: Αύξουσες κλίσεις των εφαπτόµενων ευθειών : κυρτή συνάρτηση (αριστερά).
Φθίνουσες κλίσεις των εφαπτόµενων ευθειών : κοίλη συνάρτηση (δεξιά).

Μια παραλλαγή της προηγούµενης πρότασης είναι η ακόλουθη

Πρόταση 9.2. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα I και έχει δεύτερη παράγωγο

σε κάθε εσωτερικό σηµείο του I.
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1) Η y = f (x) είναι κυρτή στο I αν και µόνο αν ισχύει f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x εσωτερικό σηµείο

του I.

2) Η y = f (x) είναι κοίλη στο I αν και µόνο αν ισχύει f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x εσωτερικό σηµείο

του I.

9.3 Σηµεία καµπής

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ότι ο ξ ανήκει στο (a, b). Αν
η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ τότε υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα της
y = f (x) στο σηµείο (ξ, f (ξ )). Ο ξ είναι σηµείο καµπής της y = f (x) αν το µέρος του
γραφήµατος που είναι κοντά στο σηµείο (ξ, f (ξ )) και δεξιά του και το µέρος γραφήµατος
που είναι κοντά στο σηµείο (ξ, f (ξ )) κι αριστερά του είναι στα ίδια ηµιεπίπεδα που ορίζει η
εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα στο (ξ, f (ξ )). Επίσης, και συµβαίνει το ίδιο και η παράγωγο
f ′(ξ ) είναι +∞ ή −∞ ϑα λέµε και πάλι ότι το ξ είναι σηµείο καµπής της y = f (x). Με

Σχήµα 28: Σηµείο καµπής όταν η παράγωγος f ′(ξ ) είναι αριθµός.

Σχήµα 29: Σηµείο καµπής όταν η παράγωγος f ′(ξ ) είναι +∞ ή −∞.

τις παρακάτω προτάσεις έχουµε διάφορα κριτήρια για να αποφασίζουµε αν ο ξ είναι σηµείο
καµπής της y = f (x).
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Πρόταση 9.3. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ο ξ ανήκει στο

(a, b) και η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ . Αν η y = f (x) είναι κυρτή σε κάποιο διάστηµα

(c, ξ ] και κοίλη σε κάποιο διάστηµα (ξ, d) ή αντίθετα, αν είναι κοίλη σε κάποιο διάστηµα (c, ξ ]

και κυρτή σε κάποιο διάστηµα (ξ, d), τότε ο ξ είναι σηµείο καµπής της συνάρτησης y = f (x).

Πρόταση 9.4. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ο ξ ανήκει στο (a, b)

και η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ . Αν είναι f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα

(c, ξ ) και f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα (ξ, d) ή αντίθετα, αν είναι f ′′(x) ≤ 0 για

κάθε x σε κάποιο διάστηµα (c, ξ ) και f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα (ξ, d), τότε ο ξ

είναι σηµείο καµπής της συνάρτησης y = f (x).

Παράδειγµα 9.5. Η f (x) = x3 έχει παράγωγο f ′(x) = 3 x2 και δεύτερη παράγωγο f ′′(x) = 6 x.
Επειδή είναι f ′′(x) ≤ 0 στο (−∞,0) και f ′′(x) ≥ 0 στο (0,+∞), ο x = 0 είναι σηµείο καµπής
της συνάρτησης.

9.4 Ασύµπτωτες

Ορισµός 9.6. Η ευθεία x = ξ χαρακτηρίζεται κατακόρυφη ασύµπτωτη του γραφήµατος της
y = f (x) σε οποιαδήποτε από τις τέσσερις περιπτώσεις limx→ξ± f (x) = ±∞.

Σχήµα 30: limx→ξ+ f (x) = +∞, limx→ξ− f (x) = +∞, limx→ξ f (x) = +∞ κατακόρυφη
ασύµπτωτος στο +∞.

Σχήµα 31: limx→ξ+ f (x) = −∞, limx→ξ− f (x) = −∞, limx→ξ f (x) = −∞ κατακόρυφη
ασύµπτωτος στο −∞.
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Ορισµός 9.7. Μια ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν χαρακτηρίζεται ως (πλάγια) ασύµπτωτη

στο +∞ του γραφήµατος της y = f (x) αν η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο διάστηµα
(a,+∞) και

lim
x→+∞

(
f (x)− µ x − ν

)
= 0

Ορισµός 9.8. Μια ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν χαρακτηρίζεται ως (πλάγια) ασύµπτωτη

στο −∞ του γραφήµατος της y = f (x) αν η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο διάστηµα
(−∞, b) και

lim
x→−∞

(
f (x)− µ x − ν

)
= 0

Σχήµα 32: Πλάγιες ασύµπτωτες ευθείες στο +∞ (αριστερά) και στο −∞ (δεξιά). Το γράφηµα
της y = f (x) προσεγγίζει την ευθεία ` κοντά στο +∞ (−∞).

Τρόπος εύρεσης πλάγιας ασύµπτωτης ευθείας: ΄Εστω η συνάρτηση y = f (x) είναι
ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,+∞) (αντίστοιχα (−∞, b)). Αν υπάρχει το όριο

lim
x→+∞

f (x)

x
= µ ∈ R

(
αντίστοιχα lim

x→−∞

f (x)

x
= µ ∈ R

)
και στην συνέχεια για τον συγκεκριµένο αριθµό µ ∈ R, το όριο

lim
x→+∞

(
f (x)− µ x

)
= ν ∈ R

(
αντίστοιχα lim

x→−∞

(
f (x)− µ x

)
= ν ∈ R

)
τότε η ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν είναι πλάγια ασύµπτωτη ευθεία στο +∞ (αντίστοιχα
στο −∞ ) στο γράφηµα της y = f (x).

Η οριζόντια ασύµπτωτη ευθεία στο γράφηµα της y = f (x) είναι µια ειδική περίπτωση
πλάγιας ασύµπτωτης ευθείας. Πράγµατι, µια οριζόντια ασύµπτωτη ευθεία είναι µια πλάγια
ασύµπτωτη ευθεία µε κλίση ίση µε 0, ή ισοδύναµα µ = 0, και ν 6= 0, ν ∈ R.
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