
ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

1 Οι πραγµατικοί αριθµοί

1.1 Σύνολα αριθµών

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N = {1,2,3, . . .}

Το σύνολο των ακεραίων Z = {. . .− 3,−2,−1,0,1,2,3, . . .}.
Οι ακέραιοι διαµερίζονται σε άρτιους και περιττούς ανάλογα αν ένας ακέραιος διαιρείται µε
το δύο ή όχι αντίστοιχα. Το µηδέν είναι άρτιος.

Το σύνολο των ϱητών Q = {x : x =
p

q
, p, q ∈ Z, q 6= 0}

Το σύνολο των ϑετικών ϱητών Q+ = {x ∈ Q : x > 0}

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε R και παριστάνεται µε την πραγ-
µατική ευθεία

−∞ +∞0• •x ∈ R

Το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών R+ = {x ∈ R : x > 0}

Το σύνολο των αρνητικών πραγµατικών R− = {x ∈ R : x < 0}

΄Εστω A, B δυο υποσύνολα του R, δηλαδή A, B ⊂ R. Το καρτεσιανό γινόµενο A × B
ορίζεται ως το σύνολο των Ϲευγαριών (a, b) όπου το a διατρέχει το A και το b διατρέχει το B,
δηλαδή A × B = {(a, b) : a ∈ A , b ∈ B}.

1.2 ∆ιαστήµατα

΄Εστω α, � ∈ R µε α < �. ∆ιάφορα κλειστά, ανοικτά, ανοικτά-κλειστά, κλειστά-ανοικτά
διαστήµατα στον R είναι

[α, �] = {x ∈ R, α ≤ x ≤ �}, [α, �) = {x ∈ R, α ≤ x < �}

(α, �] = {x ∈ R, α < x ≤ �}, (α, �) = {x ∈ R, α < x < �}

[α,+∞) = {x ∈ R, x ≥ a}, (α,+∞) = {x ∈ R, x > a}

(−∞, �) = {x ∈ R, x < b}, (−∞, �] = {x ∈ R, x ≤ �} (−∞,+∞) = R
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΄Οταν το άκρο ενός διαστήµατος στον R είναι ±∞ τότε το διάστηµα είναι πάντα ανοικτό στο
άκρο αυτό και σηµειώνεται µε παρένθεση. Τα ±∞ δεν ϑεωρούνται αριθµοί.

Θεώρηµα 1.1. Το Q είναι γνήσιο υποσύνολο του R, δηλαδή υπάρχουν στοιχεία του R που δεν

είναι στοιχεία του Q.

Απόδειξη : ΄Εστω y ∈ R, y > 0 τέτοιος που y2 = 2. Θα δείξουµε ότι ο y δεν ανήκει
στους ϱητούς, y /∈ Q. Θα χρησιµοποιήσουµε απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω ότι y ∈ Q, µε
y = m/n όπου m, n ϑετικοί ακέραιοι και µ.κ.δ.(m, n)=1, δηλαδή το κλάσµα m/n είναι
ανάγωγο. Ειδικότερα οι m, n δεν είναι και οι δυο άρτιοι. ΄Εχουµε ότι m2 = 2n2, άρα ο m
είναι άρτιος, (το τετράγωνο περιττού είναι περιττός). ΄Εστω m = 2k, k ϑετικός ακέραιος. Τότε
n2 = 2k2 και συνεπώς και ο n είναι άρτιος. ΄Ατοπο, γιατί υποθέσαµε ότι µ.κ.δ.(m, n)=1 κι
έτσι οι m, n δεν µπορούν να είναι και οι δυο άρτιοι. ΄Αρα η υπόθεση µε την οποία ξεκινήσαµε
y ∈ Q είναι λάθος, άρα y /∈ Q.

1.3 Αξιωµατική ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών

Το σύνολο των ϱητών αριθµών Q και το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R µε τις συνηθι-
σµένες πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού είναι διατεταγµένα σώµατα.

1.3.1 ∆ιατεταγµένα σώµατα

Ορισµός 1.2. ΄Ενα µή κενό σύνολο Σ λέγεται διατεταγµένο σώµα αν ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες :

α) Αξιώµατα της πρόσθεσης

Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ, υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που συµβο-
λίζεται µε x + y και λέγεται το άθροισµα των x, y. Η πράξη που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο
x + y λέγεται πρόσθεση κι ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Προσεταιριστική ∀x, y, z ∈ Σ ισχύει ότι (x + y) + z = x + (y + z)

• Αντιµεταθετική ∀x, y ∈ Σ ισχύει ότι x + y = y + x

• ΄Υπαρξη µηδενικού στοιχείου. Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Σ που συµβολίζεται µε 0
τέτοιο ώστε

∀x ∈ Σ , x + 0 = 0 + x = x

• ΄Υπαρξη αντίθετου στοιχείου. Για κάθε στοιχείο x του Σ υπάρχει µοναδικό στοιχείο του
Σ, που συµβολίζεται µε −x τέτοιο ώστε

x + (−x) = (−x) + x = 0 .
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Η αφαίρεση στο Σ ορίζεται από την σχέση

x − y = x + (−y) ∀x, y ∈ Σ .

ϐ) Αξιώµατα του πολλαπλασιασµού

Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ, υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που συµβο-
λίζεται µε x y και λέγεται το γινόµενο των x, y. Η πράξη που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο x y
λέγεται πολλαπλασιασµός κι ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Προσεταιριστική ∀x, y, z ∈ Σ ισχύει ότι (x y) z = x (y z)

• Αντιµεταθετική ∀x, y ∈ Σ ισχύει ότι x y = y x

• ΄Υπαρξη µοναδιαίου στοιχείου. Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Σ που συµβολίζεται µε
1 τέτοιο ώστε

∀x ∈ Σ , x 1 = 1 x = x

• ΄Υπαρξη αντίστροφου στοιχείου. Για κάθε µη µηδενικό στοιχείο x του Σ, υπάρχει
µοναδικό στοιχείο του Σ, που συµβολίζεται µε x−1 τέτοιο ώστε

x x−1 = x−1 x = 1 , x 6= 0 .

Η διαίρεση στο Σ ορίζεται από την σχέση

x

y
= x y−1 ∀x, y ∈ Σ , y 6= 0 .

γ) Επιµεριστική ιδιότητα

Η επιµεριστική ιδιότητα συνδέει τον πολλαπλασιασµό µε πρόσθεση:

∀x, y, z ∈ Σ ισχύει x (y + z) = x y + x z .

δ) Ιδιότητες της διάταξης

Υπάρχει ένα υποσύνολο Θ του Σ, που λέγεται το σύνολο των ϑετικών στοιχείων του Σ, το
οποίο ορίζεται από τις ακόλουθες ιδιότητες

• Για κάθε στοιχείο x του Σ ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα

x ∈ Θ , −x ∈ Θ , x = 0 .

• Αν x, y ∈ Θ τότε x + y ∈ Θ και x y ∈ Θ.
Το σύνολο Θ ορίζει µια διάταξη στο σώµα Σ ως εξής : Λέµε ότι x > y αν και µόνο αν

x − y ∈ Θ. Γράφοντας x ≥ 0 εννοούµε ότι x > y ή x = y. Από τον ορισµό του Θ προκύπτει
ότι

x ∈ Θ ⇔ x > 0 .
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Από τις ιδιότητες του Θ έπονται οι παρακάτω ιδιότητες της διάταξης >:

• (νόµος της τριχοτοµίας) Για κάθε Ϲευγάρι στοιχείων x, y του Σ ισχύει ακριβώς ένα από
τα ακόλουθα

x > y , x < y , x = y .

• (µεταβατική ιδιότητα) Αν x > y και y > z, τότε x > z .

• (νόµος διαγραφής για την πρόσθεση) Αν x > y τότε για κάθε z ισχύει ότι x + z > y + z

• (νόµος διαγραφής για τον πολ/σµό) Αν x > y και z > 0, τότε x z > y z .

Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών µε τις συνηθισµένες πράξεις της πρόσθεσης και του
πολλαπλασιασµού είναι το τυπικό παράδειγµα ενός διατεταγµένου σώµατος. Το σύνολοR των
πραγµατικών αριθµοί µε τις συνηθισµένες πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού
είναι διατεταγµένο σώµα.

Μια ιδιότητα που διαφοροποιεί το Q από το R είναι το αξίωµα της πληρότητας που
εξετάζουµε παρακάτω.

1.3.2 Το αξίωµα της πληρότητας

Από την στιγµή που σ΄ ένα διατεταγµένο σώµα Σ έχουµε ορίσει µια διάταξη > µπορούµε να
µιλάµε για υποσύνολα του Σ που είναι άνω ή κάτω ϕραγµένα.

Ορισµός 1.3. ΄Εστω ένα διατεταγµένο σώµα Σ. ΄Ενα υποσύνολο A του Σ λέγεται
• άνω ϕραγµένο, αν υπάρχει a ∈ Σ τέτοιο ώστε x ≤ a, για κάθε x ∈ A,

• κάτω ϕραγµένο, αν υπάρχει b ∈ Σ τέτοιο ώστε b ≤ x, για κάθε x ∈ A,

• ϕραγµένο, αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο.

Κάθε στοιχείο του Σ που ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό λέγεται άνω (αντίστοιχα κάτω)
ϕράγµα του A.

Ορισµός 1.4. α) ΄Εστω A ένα άνω ϕραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε
ότι το στοιχείο a ∈ Σ είναι ελάχιστο άνω ϕράγµα του A αν
• το a είναι άνω ϕράγµα του A και
• αν a1 είναι ένα άνω ϕράγµα του A τότε a ≤ a1.

ϐ) ΄Εστω A ένα κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε ότι το
στοιχείο a ∈ Σ είναι µέγιστο κάτω ϕράγµα του A αν
• το a είναι κάτω ϕράγµα του A και
• αν a1 είναι ένα κάτω ϕράγµα του A τότε a ≥ a1.
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Στην περίπτωση που υπάρχουν, ϑα συµβολίζουµε το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A µε supA

(supremum του A), και το µέγιστο κάτω ϕράγµα του A µε inf A (infimum του A).

Προσοχή !!! Τα supA, inf A µπορεί να είναι στοιχεία του A, αλλά µπορεί και να µην είναι.
Στην περίπτωση που supA ∈ A, inf A ∈ A, τότε τα supA και inf A είναι το µέγιστο και το
ελάχιστο στοιχείο του A, αντίστοιχα, δηλαδή supA = maxA και inf A = minA.

Παράδειγµα α) ΄Εστω A = [0,1). Τότε supA = 1 /∈ A, inf A = 0 ∈ A.
ϐ) ΄Εστω A = (1,3]. Τότε inf A = 1 /∈ A, supA = 3 ∈ A.

Το αξίωµα της πληρότητας: Λέµε ότι ένα διατεταγµένο σώµα Σ ικανοποιεί το
αξίωµα της πληρότητας αν κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο A του Σ έχει
ελάχιστο άνω ϕράγµα a ∈ Σ.

΄Ενα διατεταγµένο σώµα Σ που ικανοποιεί το αξίωµα της πληρότητας λέγεται πλήρως

διατεταγµένο σώµα.
Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών δεν είναι πλήρως διατεταγµένο σώµα, δηλαδή υπάρχει

µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο A του Q το οποίο δεν έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα (στο Q).
Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε το υποσύνολο A του Q µε

A = {x ∈ Q : x > 0 και x2 < 2}

Το A είναι µη κενό αφού 1 ∈ A και το A είναι άνω ϕραγµένο µε ένα άνω ϕράγµα το 2, αφού
2 > 0 και 22 = 4 > 2 > x2, οπότε x < 2 για κάθε x ∈ A. Παραλείποντας µια αυστηρή
απόδειξη, αν υπήρχε το ‘‘ελάχιστο άνω ϕράγµα’’ του A αυτό ϑα ήταν το

√
2, το οποίο όµως

γνωρίζουµε από το Θεώρηµα 1.1 ότι ‘‘λείπει’’ από το Q.

Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ισχύει το αξίωµα της πληρότητας.

Αξίωµα της πληρότητας για τους πραγµατικούς αριθµούς: Κάθε µη κενό, άνω ϕραγ-
µένο υποσύνολο A του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα α ∈ R.

Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα πλήρως διατεταγµένο σώµα.

1.4 Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών

΄Εστω ε και α πραγµατικοί αριθµοί, ε, α ∈ R µε ε > 0. Υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ∈ N
τέτοιος ώστε n ε > α.
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Απόδειξη: Θα πάµε µε απαγωγή σε άτοπο. Ας υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει ϕυσικός
αριθµός n ∈ N τέτοιος ώστε n ε > α. ∆ηλαδή για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈ N έχουµε n ε ≤ α.
Τότε το υποσύνολο A = {n ε : n ∈ N} των πραγµατικών είναι άνω ϕραγµένο µε ένα άνω
ϕράγµα το α. Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A, ας
το πούµε � = supA ∈ R. Προφανώς � − ε < �, άρα το � − ε δεν είναι άνω ϕράγµα του
A. Εποµένως µπορούµε να ϐρούµε ϕυσικό n0 ∈ N τέτοιο ώστε n0ε > � − ε. ΄Εστω τώρα
n1 = n0 + 1 ο επόµενος ϕυσικός από τον n0. Τότε η προηγούµενη ανισότητα γίνεται

n0 ε > �− ε ⇒ (n1 − 1) ε > �− ε ⇒ n1 ε − ε > �− ε ⇒ n1 ε > �

΄Ατοπο, γιατί το � είναι άνω ϕράγµα του A (και µάλιστα το ελάχιστο).
Ουσιαστικά, η Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών µας λέει ότι το N δεν είναι άνω

ϕραγµένο υποσύνολο του R. (Σκεφτείτε την Αρχιµήδεια ιδιότητα για ε = 1).

1.5 Ακέραιο µέρος, άρρητοι αριθµοί και πυκνότητα ϱητών και αρ-

ϱήτων στους πραγµατικούς

Πρόταση 1.5. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈ R, υπάρχει ακέραιος m ∈ Z τέτοιος ώστε

m ≤ x < m + 1. Ο ακέραιος m λέγεται το ακέραιο µέρος του x και συµβολίζεται µε [x].

Για παράδειγµα [2.7] = 2, [−2.7] = −3, [π] = 3.

Πρόταση 1.6. Για κάθε x, y ∈ R, µε x < y, υπάρχει ϱητός p µε την ιδιότητα x < p < y.

Η προηγούµενη πρόταση µας πληροφορεί για την πυκνότητα των ϱητών αριθµών στους
πραγµατικούς και ουσιαστικά είναι απόρροια της Αρχιµήδειας ιδιότητας των πραγµατικών
και της ύπαρξης του ακεραίου µέρους.

Ορισµός 1.7. Είδαµε ότι υπάρχουν πραγµατικοί οι οποίοι δεν είναι ϱητοί αριθµοί, π.χ. ο√
2. Κάθε πραγµατικός αριθµός που δεν είναι ϱητός λέγεται άρρητος.

Πρόταση 1.8. Οι άρρητοι είναι πυκνοί στο R: για κάθε x, y ∈ R, µε x < y, υπάρχει άρρητος

α τέτοιος ώστε x < α < y.

1.6 Απόλυτη τιµή

Ορισµός 1.9. (Απόλυτη τιµή) Για κάθε a ∈ R ϑέτουµε

|a| =


a αν a ≥ 0 ,

−a αν a < 0 .

Το |a| λέγεται απόλυτη τιµή του a. Αν τοποθετήσουµε τον a σε ένα σηµείο της πραγµατικής
ευθείας σκεφτόµαστε το |a| ως την απόσταση του a από το 0. Από τον ορισµό προκύπτει ότι
| − a| = |a| και ότι |a| ≥ 0 για κάθε a ∈ R
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∆ιακρίνοντας περιπτώσεις για το a εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε a, ε ∈ R, ε > 0 ισχύει

|a| ≤ ε αν και µόνο αν − ε ≤ a ≤ ε

Επιπλέον ισχύει ότι

|a| ≥ ε αν και µόνο αν a ≤ −ε ή a ≥ ε

Με τον ίδιο τρόπο (διακρίνοντας περιπτώσεις) εύκολα αποδεικνύεται ότι για κάθε a, b ∈ R
ισχύει ∣∣ |a| − |b| ∣∣ ≤ |a + b| ≤ |a|+ |b|

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση τον b µε τον −b παίρνουµε ότι ισχύει και∣∣ |a| − |b| ∣∣ ≤ |a − b| ≤ |a|+ |b|
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1.7 Ασκήσεις – 12/09/2012

΄Ασκηση 1 Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα sup, inf, max, min των παρακάτω συνόλων

(1) A = {x ∈ R, x ≥ 2}
(2) B = {x ∈ R : x = −n2 , n = 1,2,3 . . .}

(3) C = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1 +
1
n
, n = 1,2,3 . . .}

΄Ασκηση 2 Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα sup, inf, max, min των παρακάτω συνόλων

(1) A = {x ∈ R, x > 0 : 0 < x2 − 1 ≤ 2}
(2) B = {x ∈ Q : x ≥ 0,0 < x2 − 1 ≤ 2}
(3) C = {x ∈ R : x2 + x + 1 ≥ 0}
(4) D = {x ∈ R : x2 + x + 1 < 0}
(5) E = {x ∈ R : x < 0, x2 + x − 1 < 0}
(6) F = {x ∈ Q : (x − 1)(x +

√
2) < 0}

΄Ασκηση 3 ΄Εστω A µη κενό ϕραγµένο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι το A είναι µονοσύνολο αν
και µόνο αν supA = inf A.
(΄Ενα σύνολο A λέγεται µονοσύνολο αν περιέχει ένα και µόνο ένα στοιχείο, A = {a} )

΄Ασκηση 4 ∆είξτε ότι τα παρακάτω ισχύουν στο R

(i) Αν x < y + ε για κάθε ε > 0 , τότε x ≤ y .
(ii) Αν x ≤ y + ε για κάθε ε > 0 , τότε x ≤ y .
(iii) Αν |x − y| ≤ ε για κάθε ε > 0 , τότε x = y .

΄Ασκηση 5 Να ϐρεθούν οι τιµές του x που ικανοποιούν τις ισότητες

(i) |5 x + 4| = −1, (ii) |3 x + 2| = 5, (iii)

∣∣∣∣x − 3
x − 4

∣∣∣∣ = 5, (iv) |4 x + 5| = |8 x − 3|

΄Ασκηση 6 Να ϐρεθεί για ποιές τιµές του x ικανοποιούνται οι ανισότητες

(i)

∣∣∣∣3− 2 x
2 + x

∣∣∣∣ ≤ 4, (ii) |3 x + 5| ≥ 4, (iii)
1

|x − 4|
− 1
|x + 7|

< 0 .
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2 Αντιστοιχίες - Συναρτήσεις

2.1 Αντιστοιχίες

Ορισµός 2.1. ΄Εστω δυο µη κενά σύνολα A και B. Λέµε ότι έχουµε µια αντιστοιχία ή διµελή

σχέση µε σύνολο αφετηρίας το A και σύνολο άφιξης το B αν και µόνο αν µπορούµε να
αντιστοιχίσουµε ένα τουλάχιστο στοιχείο x του A µε ένα ή περισσότερα στοιχεία y του B.

Συµβολικά γράφουµε f : A → B και διαβάζουµε, η f είναι µια αντιστοιχία µε σύνολο
αφετηρίας το A και σύνολο άφιξης B. Για τα στοιχεία έχουµε

x
f→ y , ή A 3 x f→ y ∈ B

και διαβάζουµε : το x ανήκει στο A µέσω της f αντιστοιχεί στο y ανήκει στο B.

Ορισµός 2.2. Ονοµάζουµε τύπο µιας αντιστοιχίας f : A → B την συµβολική έκφραση x → y

µε την οποία καθορίζεται ο τρόπος που συνδέονται τα αντίστοιχα στοιχεία. Στην έκφραση
x

f→ y το x ονοµάζεται αρχέτυπο και το y εικόνα του x µέσω της f .

Ορισµός 2.3. Ονοµάζουµε πεδίο ορισµού (domain of definition) της αντιστοιχίας f : A → B

και συµβολίζουµε µε D(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

D(f ) = {x ∈ A : ∃ y ∈ B, µε x
f→ y}

Ορισµός 2.4. Ονοµάζουµε πεδίο τιµών (range) της αντιστοιχίας f : A → B και συµβολίζουµε
µε R(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

R(f ) = {y ∈ A : ∃ x ∈ A, µε x
f→ y}

Ορισµός 2.5. Ονοµάζουµε γράφηµα (graph) της αντιστοιχίας f : A→ B και συµβολίζουµε µε
Γ(f ) το σύνολο που ορίζεται ως εξής :

Γ(f ) = {(x, y) ∈ A × B : x
f→ y}

Από τους παραπάνω ορισµούς έχουµε ότι

D(F) ⊆ A, R(f ) ⊆ B, Γ(F) ⊆ D(f )× R(f )

και από τον ορισµό της αντιστοιχίας

D(f ) 6= ∅, R(f ) 6= ∅, Γ(F) 6= ∅

Η συµβολική έκφραση X ⊆ Y δηλώνει ότι το σύνολο X είναι γενικά υποσύνολο του συνόλου
Y , µε την έννοια ότι κάθε στοιχείο του συνόλου X περιέχεται στο σύνολο Y , όµως µπορεί
και κάθε στοιχείο το Y να περιέχεται στο X ή αλλιώς τα δυο σύνολα X, Y να είναι ίσα. ΄Οταν
γνωρίζουµε ότι το σύνολο X είναι γνήσιο υποσύνολο Y , δηλαδή υπάρχει τουλάχιστο ένα
στοιχείο του συνόλου Y το οποίο δεν περιέχεται στο σύνολο X µπορούµε να χρησιµοποιούµε
το σύµβολο ⊂. Για παράδειγµα

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R
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Ορισµός 2.6. Αν κάθε στοιχείο του A για την αντιστοιχία f : A → B είναι αρχέτυπο, δηλαδή
D(f ) = A, και κάθε στοιχείο του B είναι εικόνα δηλαδή R(f ) = B, τότε λέµε ότι έχουµε µια
αντιστοιχία του A επί του B,

Ορισµός 2.7. Η αντιστοιχία f : A→ B ϑα λέµε ότι είναι του A στο B αν και µόνο αν D(f ) = A,
και R(f ) ⊂ B, δηλαδή υπάρχουν στοιχεία του B που δεν είναι εικόνες µέσω της f στοιχείων
του A.

Ορισµός 2.8. Η αντιστοιχία f : A → B ϑα λέµε ότι είναι από το A στο B αν και µόνο αν
D(f ) ⊂ A, και R(f ) ⊂ B.

Ορισµός 2.9. Η αντιστοιχία f : A→ B ϑα λέµε ότι είναι από το A επί του B αν και µόνο αν
D(f ) ⊂ A, και R(f ) = B.

Ορισµός 2.10. Μια αντιστοιχία f : A → B λέγεται µονοσήµαντη ή µονότιµη αν και µόνο
αν κάθε στοιχείο x ∈ D(f ) έχει µέσω της f ως εικόνα ένα και µόνο στοιχείο y ∈ B, ενώ στην
αντίθετη περίπτωση η f ϑα λέµε ότι είναι πλειότιµη.
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Παράδειγµα 2.11. ΄Εστω τα σύνολα

A = {1,2,3}, B = {2,4,6,8}

Ορίζουµε την αντιστοιχία f : A→ B ως εξής :

1 f→ 2, 1 f→ 6, 2 f→ 4, 2 f→ 6

Το πεδίο ορισµού της f είναι το D(f ) = {1,2}, το πεδίο τιµών της f είναι το R(f ) =

{2,4,6} και το γράφηµα της f είναι το Γ(f ) = {(1,2), (1,6), (2,4), (2,6)}.
Επίσης D(f )× R(f ) = {(1,2), (1,4), (1,6), (2,2), (2,4), (2,6)}. Παρατηρούµε ότι

D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B, Γ(f ) ⊂ D(f )× R(f )

Η f είναι µια αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’ και επιπλέον η f είναι πλειότιµη (γιατί ;).

Παράδειγµα 2.12. ΄Εστω A = {α, �.γ}, B = {1,2,3,4}. Ορίζουµε τις αντιστοιχίες

f : A→ B, µε α
f→ 1, �

f→ 3, γ
f→ 3,

g : A→ B, µε α
g→ 1, �

g→ 2, �
g→ 3, γ

g→ 4,

ϕ : A→ B, µε α
ϕ→ 1, �

ϕ→ 2, �
ϕ→ 3,

σ : A→ B, µε α
σ→ 1, �

σ→ 2, �
σ→ 3, �

σ→ 4 .

Η f είναι αντιστοιχία ‘‘του A στο B’’, γιατί D(f ) = A, R(f ) ⊂ B.
Η g είναι αντιστοιχία ‘‘του A επί του B’’, γιατί D(f ) = A, R(f ) = B.

Η ϕ είναι αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’, γιατί D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B.
Η σ είναι αντιστοιχία ‘‘από το A στο B’’, γιατί D(f ) ⊂ A, R(f ) ⊂ B.
Από τις παραπάνω αντιστοιχίες µόνο η f είναι µονοσήµαντη.

Σχήµα 1: Οι αντιστοιχίες f, g, ϕ και σ του Παραδείγµατος 2.12
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Παράδειγµα 2.13. ∆ίνεται η αντιστοιχία f : R→ R µε τύπο x f→ y έτσι ώστε x2 + y2 = 1. Να
ϐρεθούν α) το πεδίο ορισµού και ϐ) το πεδίο τιµών της f .

α) Στο πεδίο ορισµού της f ανήκουν εκείνα µόνο τα x ∈ R για τα οποία υπάρχει y ∈ R
τέτοιο ώστε x2 + y2 = 1. ∆ηλαδή

D(f ) = {x ∈ R : ∃y ∈ R µε x2 + y2 = 1} = {x ∈ R : ∃y ∈ R µε y2 = 1− x2}

Αλλά για να υπάρχει y ∈ R τέτοιο ώστε y2 = 1− x2 αρκεί και πρέπει 1− x2 ≥ 0. Συνεπώς

D(f ) = {x ∈ R : 1− x2 ≥ 0} = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1} = [−1,1]

ϐ) Με παρόµοιο τρόπο όπως προηγουµένως για το πεδίο τιµών της f έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R µε x2 + y2 = 1} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε x2 = 1− y2} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε 1− y2 ≥ 0} =

{y ∈ R : ∃x ∈ R µε − 1 ≤ y ≤ 1} =

[−1,1]

Η αντιστοιχία f συσχετίζει τα σηµεία του επιπέδου x − y τα οποία ανήκουν σε ένα κύκλο µε
κέντρο το (0,0) και ακτίνα µονάδα. Προφανώς η f δεν είναι µονοσήµαντη αφού οποιοδήποτε
x ∈ [−1,1] µέσω της f συσχετίζεται µε δυο τιµές : την y1 =

√
1− x2 και την y2 = −

√
1− x2.

Σχήµα 2: Το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της f του Παραδείγµατος 2.13
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2.2 Συναρτήσεις

Ορισµός 2.14. ΄Εστω δυο µή-κενά σύνολα A και B. Κάθε µονοσήµαντη αντιστοιχία του A
στο B (τουλάχιστο) ονοµάζεται απεικόνιση ή συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το A και τιµές στο
B. Πιο συγκεκριµένα, ονοµάζουµε συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το A και τιµές στο B κάθε
νόµο f µέσω του οποίου το κάθε x ∈ A συσχετίζεται µε ένα και µόνο ένα στοιχείο του B.
Συµβολικά έχουµε

A 3 x f→ y ∈ B ή y = f (x)

Το x που εκφράζει το τυχαίο στοιχείο του συνόλου A λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή της f
και το αντίστοιχο y ∈ B λέγεται εξαρτηµένη µεταβλητή ή τιµή της συνάρτησης f στο x.

Θα λέµε ‘‘δίνεται η συνάρτηση f : A→ B’’ και η λέξη συνάρτηση υπονοεί ότι η αντιστοιχία
f είναι µονοσήµαντη του A στο R(f ) ⊆ B. Επιπλέον, στον ορισµό της συνάρτησης έχουµε ότι
D(f ) = A, R(f ) ⊆ B.

Μια συνάρτηση f είναι γνωστή αν γνωρίζουµε :
• το πεδίο ορισµού της D(f ),
• το πεδίο τιµών της R(f ), και
• τον τύπο της f µέσω του οποίου το κάθε x ∈ D(f ) αντιστοιχεί σε ένα και µόνο ένα y ∈ R(f ).

Οι συναρτήσεις f : A→ B που ϑα ασχοληθούµε είναι τέτοιες ώστε τα A, B είναι υποσύνολα
του R, γι΄ αυτό ονοµάζονται πραγµατικές συναρτήσεις µιας πραγµατικής µεταβλητής.

Ορισµός 2.15. Αν A µη κενό υποσύνολο του R τότε κάθε συνάρτηση f µέσω της οποίας
κάθε πραγµατικός αριθµός a ∈ A απεικονίζεται στον πραγµατικό αριθµό y, ονοµάζεται
πραγµατική συνάρτηση µε πραγµατική µεταβλητή.

Παράδειγµα 2.16. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο f (x) = 2 x ή y = 2 x.
Η συνάρτηση έχει ορισθεί πλήρως αφού D(f ) = R, R(f ) = R και γνωρίζουµε τον τύπο

της f .

Παράδειγµα 2.17. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο f (x) = x2 + 2.
Το πεδίο ορισµού της f είναι D(f ) = R, και το πεδίο τιµών R(f ) = [2,+∞).

Παράδειγµα 2.18. Είναι γνωστό ότι κάθε µή-αρνητικός πραγµατικός έχει µια µόνο τετραγω-
νική ϱίζα, ενώ οι αρνητικοί πραγµατικοί δεν έχουν τετραγωνική ϱίζα στο R. Ας υποθέσουµε
ότι µας δίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) =

√
x. Αφού αναφερόµαστε σε συναρτήσεις

πραγµατικής µεταβλητής µπορούµε να καθορίσουµε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f

D(f ) = {x ∈ R :
√
x ∈ R} = {x ∈ R : x ≥ 0} = [0,+∞]

Παράδειγµα 2.19. ∆ίνεται η f : R→ R µε τύπο

f (x) =


2 x + 1 αν x ≥ 0

x2 αν x < 0
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Το πεδίο ορισµού είναι D(f ) = R, και το πεδίο τιµών R(f ) = R+.

2.2.1 Η ισότητα στο σύνολο των συναρτήσεων

Ας ϑεωρήσουµε τις συναρτήσεις f, g µε τύπους f (x) = |x| και g(x) =
√
x2. Παρατηρούµε ότι

D(f ) = D(g) = R και
∀x ∈ R έχουµε f (x) = g(x)

Επειδή οι f, g έχουν αυτές τις ιδιότητες λέγονται ίσες.

Ορισµός 2.20. ∆υο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες και ϑα σηµειώνουµε f = g αν και µόνο αν
έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού και για κάθε x στο κοινό πεδίο ορισµού τους έχουν ίσες τιµές.

f = g ⇔ D(f ) = D(g) και f (x) = f (x) ∀x ∈ D(f ) = D(g)

Από τον ορισµό συνάγεται ότι αναγκαστικά R(f ) = R(g).

Αν τουλάχιστον µια από τις δυο συνθήκες δεν ισχύει, δηλαδή D(f ) 6= D(g) ή αν υπάρχει
x ∈ D(f ) = D(g) για το οποίο f (x) 6= g(x) οι f, g λέγονται διάφορες.

Αν A ⊆ D(f ) ∩ D(g) και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ A, τότε µπορούµε να πούµε ότι f = g

είναι ίσες στο A.

Παράδειγµα 2.21. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f (x) =
1
x

g(x) =
x2 + 1
x3 + x

Προφανώς D(f ) = R− {0} και για το πεδίο ορισµού της g έχουµε

D(g) = {x ∈ R : x3 + x 6= 0} = {x ∈ R : x(x2 + 1) 6= 0} = {x ∈ R : x 6= 0} = R− {0}

Επιπλέον, f (x) = g(x), ∀x ∈ R− {0} γιατί

g(x) =
x2 + 1
x3 + x

=
x2 + 1
x(x2 + 1)

=
1
x

= f (x)

άρα f = g

Παράδειγµα 2.22. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f (x) = x, g(x) =
x2 − x
x − 1

D(f ) = R, D(g) = R − {1}. Επειδή D(f ) 6= D(g) οι f, g είναι διάφορες, f 6= g. ΄Οµως στο
A = R− {1} έχουµε

g(x) =
x2 − x
x − 1

=
x(x − 1)

x − 1
= x = f (x).

΄Αρα f = g στο A.
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Παράδειγµα 2.23. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f (x) =


x2 αν x > 0

2 x + 1 αν x ≤ 0
, g(x) =


3 x αν x > 0

2 x + 1 αν x ≤ 0

έχουµε D(f ) = D(g) = R, αλλά υπάρχει x ∈ R όπου f (x) 6= g(x). Για παράδειγµα f (2) = 4
και g(2) = 6, f (2) 6= g(2), άρα f 6= g.

Παρατηρούµε ότι f = g στο διάστηµα (−∞,0], γιατί f (x) = g(x) για κάθε x ∈ (−∞,0].

2.2.2 Η άλγεβρα των συναρτήσεων

Ορισµός 2.24. Ονοµάζουµε άθροισµα των συναρτήσεων f, g την συνάρτηση που συµβολίζουµε
µε f + g και έχει τύπο (f + g)(x) = f (x) + g(x) και D(f + g) = D(f ) ∩ D(g).

Ορισµός 2.25. Ονοµάζουµε γινόµενο των συναρτήσεων f, g την συνάρτηση που συµβολίζουµε
µε f g και έχει τύπο (f g)(x) = f (x) g(x) και D(f g) = D(f ) ∩ D(g).

Ορισµός 2.26. Ονοµάζουµε γινόµενο πραγµατικού αριθµού a επί την συνάρτηση f την συ-
νάρτηση που συµβολίζουµε µε a f και έχει τύπο (a f )(x) = a f (x) και D(a f ) = D(f ).
Αν a = −1 έχουµε την αντίθετη συνάρτηση της f δηλαδή την −f (x).

Ορισµός 2.27. Ονοµάζουµε διαφορά της συνάρτησης g από την συνάρτηση f την συνάρτηση
που συµβολίζουµε µε f −g και έχει τύπο (f −g)(x) = f (x)−g(x) και D(f −g) = D(f )∩D(g).

Ορισµός 2.28. Ονοµάζουµε πηλίκο της συνάρτησης f δια της συνάρτησης g την συνάρτηση

που συµβολίζουµε µε
f

g
και έχει τύπο

(
f

g

)
(x) =

f (x)

g(x)
και D

(
f

g

)
= D(f )∩D(g)−{x ∈ R :

g(x) = 0}.

Παράδειγµα 2.29. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f (x) = 2 x, και g(x) =
√

1− x2. Προφανώς
D(f ) = R και D(g) = [−1,1]. Το κοινό πεδίο ορισµού είναι D(f ) ∩ D(g) = [−1,1].

a) (f + g)(x) = 2 x +
√

1− x2 D(f + g) = [−1,1]

b) (f − g)(x) = 2 x −
√

1− x2 D(f − g) = [−1,1]

c) (f g)(x) = 2 x
√

1− x2 D(f g) = [−1,1]

d)

(
f

g

)
(x) =

2 x√
1− x2

D

(
f

g

)
= (−1,1)

Παράδειγµα 2.30. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f (x) =
√
x − 1, και g(x) =

√
1− x2 µε πε-

δίο ορισµού D(f ) = [2,+∞) και D(g) = [−1,1] αντίστοιχα. Επειδή D(f ) ∩ D(g) = ∅ οι
συναρτήσεις f + g, f − g, f g, f/g δεν ορίζονται.
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2.3 Ασκήσεις – 19/09/2012

΄Ασκηση 1. Αν η συνάρτηση f έχει έναν από τους παρακάτω τύπους να ϐρεθεί το πεδίο
ορισµού της

a) f (x) =
√

2 |x − 2|+ x − 5 b) f (x) =
√
|x + 1|+ |x − 2| − 5

c) f (x) =
2 tan x

1− tan2 x
d) f (x) =

√
1− x2 +

√
sin x

Λύση

a) Παρατηρούµε ότι η ποσότητα που είναι κάτω από την ϱίζα ϑα πρέπει να είναι µη αρνητικός αριθµός.
Επιπλέον παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας όρος που έχει απόλυτη τιµή και για αυτόν το όρο ϑα πρέπει
να πάρουµε περιπτώσεις. ΄Ετσι έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 2 |x − 2|+ x − 5 ≥ 0}

= {x ∈ R ,
x − 2 ≥ 0

2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0
ή

x − 2 < 0
−2 (x − 2) + x − 5 ≥ 0

}

= {x ∈ R ,
x ≥ 2

3 x − 9 ≥ 0
ή

x < 2
−x − 1 ≥ 0

} = {x ∈ R ,
x ≥ 2
x ≥ 3

ή
x < 2
x ≤ −1

}

= {x ∈ R , x ≥ 3 ή x ≤ −1} = (−∞,−1] ∪ [3,+∞).

b) ΄Εχουµε παρόµοιες διαπιστώσεις όπως προηγουµένως αλλά όµως τώρα έχουµε δυο όρους µε α-
πόλυτα και έτσι ϑα πρέπει να διακρίνουµε 4 περιπτώσεις ανάλογα αν οι όροι µέσα στα απόλυτα είναι
ϑετικοί ή µη ϑετικοί πραγµατικοί :
1) x − 2 ≥ 0 και x + 1 ≥ 0 που συναληθεύουν x ≥ 2.
2) x − 2 < 0 και x + 1 > 0 που συναληθεύουν για −1 < x < 2,
3) x + 1 ≤ 0 και x − 2 < 0 που συναληθεύουν όταν x ≤ −1 και
4) x − 2 > 0 και x + 1 < 0 η οποία δεν ικανοποιείται για κανένα x, οπότε έχουµε µόνο τις 3 προ-
ηγούµενες περιπτώσεις.

1) Αν x ≥ 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1 + x − 2− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≥ 6⇒ x ≥ 3

που συναληθεύουν για x ≥ 3.
2) Αν −1 < x < 2, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ x + 1− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 0 > 2

αδύνατον άρα δεν υπάρχουν x που να είναι στο πεδίο ορισµού στο διάστηµα (−1,2)

3) Αν x ≤ −1, ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει και

|x + 1|+ |x − 2| − 5 ≥ 0⇒ −(x + 1)− (x − 2)− 5 ≥ 0⇒ 2 x ≤ 4⇒ x ≤ −2
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που συναληθεύουν για x ≤ −2.

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε ότι

D(f ) = {x ∈ R : x ≥ 3 ή x ≤ −2} = (−∞,−2] ∪ [3,+∞).

c) Η συνάρτηση

tan x =
sin x

cos x

ορίζεται σε όλα τα x ∈ R εκτός από αυτά που µηδενίζεται η συνάρτηση cos x, δηλαδή για x 6= k π+π/2,
k ∈ Z. Οπότε για το πεδίο ορισµού της f ϑα πρέπει επιπλέον να µην µηδενίζεται και ο παρανοµαστής
1 − tan2 x. Ο παρανοµαστής µηδενίζεται όταν tan x = ±1 ή ισοδύναµα όταν cos x = ± sin x. Το
τελευταίο συµβαίνει όταν η γωνία x είναι ±45 µοίρες ή x = ±π/4 και προσαυξηµένη κατά ακέραια
πολλαπλάσια του π, δηλαδή όταν x = k π ± π/4, k ∈ Z. ΄Αρα συνολικά έχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= k π + π/2 και x 6= k π ± π/4 k ∈ Z}

d) Θα πρέπει και οι δυο ποσότητες που είναι κάτω από την ϱίζα να είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί.

D(f ) = {x ∈ R : 1− x2 ≥ 0 και sin x ≥ 0}

Η sin x είναι ϑετικός αριθµός όταν η γωνία x είναι ανάµεσα σε 0 και π καθώς και προσαυξηµένη µε
πλήρεις περιστροφές κατά γωνία 2 π, δηλαδή 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π k ∈ Z. Οπότε

D(f ) = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1 και 2 k π ≤ x ≤ 2 k π + π, k ∈ Z}

΄Οµως τα διαστήµατα [2 k π,2 k π + π] για k = ±1,±2 . . . δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο µε το
διάστηµα [−1,1]. Από την άλλη, για k = 0 το διάστηµα [0, π] έχει τοµή (κοινά σηµεία) µε το [−1,1]

το διάστηµα [0,1].΄Αρα
D(f ) = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} = [0,1]

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί το πεδίο τιµών της συνάρτησης f µε τύπο

f (x) =
x2 + 4

x2 + x + 1

Λύση

΄Εχουµε µια ϱητή συνάρτηση όπου ο παρανοµαστής δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, άρα D(f ) = R. Για
το πεδίο τιµών της f έχουµε:

D(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y =
x2 + 4

x2 + x + 1
}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε y x2 + y x + y = x2 + 4}

= {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) µε (y− 1) x2 + y x + (y− 4) = 0 (∗)}
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Αν y = 1 το τριώνυµο (∗) γίνεται x = 3, άρα υπάρχει x ∈ R για το οποίο η f να έχει τιµή 1, συνεπώς
1 ∈ R(f ).
Για y 6= 1, το τριώνυµο (∗) ως προς x έχει πραγµατικές ϱίζες αν και µόνο αν ∆ ≥ 0. ή ισοδύναµα

y2 − 4(y− 1)(y− 4) ≥ 0 ⇒ 3 y2 − 20 y+ 16 ≤ 0 ⇒ 10− 2
√

13
3

≤ y ≤ 10 + 2
√

13
3

Επειδή 1 ∈ [10−2
√

13
3 , 10+2

√
13

3 ] έχουµε τελικά ότι

R(f ) = [
10− 2

√
13

3
,

10 + 2
√

13
3

]

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν οι πραγµατικές τιµές του λ για τις οποίες το πεδίο τιµών της f (x)

µε τύπο

f (x) =
x + λ

x2 + 1
είναι το διάστηµα [−1

4 , 1].
Λύση

΄Εχουµε πρώτα απ΄όλα ότι D(f ) = R. Για το πεδίο τιµών έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y =
x + λ

x2 + 1
} = {y ∈ R : ∃x ∈ R : µε y x2 − x + (y− λ) = 0}

= {y ∈ R : 1− 4 y (y− λ) ≥ 0} = {y ∈ R :
λ −
√
λ2 + 1
2

≤ y ≤ λ +
√
λ2 + 1
2

}

=

[
λ −
√
λ2 + 1
2

,
λ +
√
λ2 + 1
2

]

Για να είναι R(f ) = [−1/4,1], αρκεί και πρέπει να υπάρχει λ τέτοιο που

λ −
√
λ2 + 1
2

= −1
4

λ +
√
λ2 + 1
2

= 1

⇒
λ +

1
2

=
√
λ2 + 1

2− λ =
√
λ2 + 1

⇒
λ +

1
2

= 2− λ

(2− λ)2 = λ2 + 1

−1
2 ≤ λ ≤ 2


⇒

λ =
3
4

25
16 = 25

16

−1
2 ≤ λ = 3

4 ≤ 2


΄Αρα για λ = 3

4 η f έχει R(f ) = [−1
4 ,1]

Προσοχή !!! Είναι λάθος να απαιτήσουµε −1
4 ≤

x+λ
x2+1 ≤ 1 για κάθε x ∈ R γιατί ναι µεν οι τιµές της f

ϑα είναι στο [−1
4 ,1] όµως από µόνο της η απαίτηση αυτή δεν είναι αρκετή να µας εξασφαλίσει ότι το

πεδίο τιµών της f είναι όλο το διάστηµα [−1
4 ,1].
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΄Ασκηση 4. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =

√
x

x − 1
, g(x) =

√
x√

x − 1

Να δειχθεί ότι f 6= g.
Λύση

Για να ισχύει f = g ϑα πρέπει D(f ) = D(g) και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R :
x

x − 1
≥ 0 και x − 1 6= 0} = {x ∈ R : x (x − 1) ≥ 0 και x 6= 1}

= {x ∈ R : (x ≤ 0 ή x ≥ 1) και x 6= 1} = {x ∈ R : x ≤ 0 ή x > 1}

= (−∞,0] ∪ (1,+∞)

Για το πεδίο ορισµού της g έχουµε D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0 και x > 1} = {x ∈ R : x > 1} =

(1,+∞). Αφού D(f ) 6= D(g), τότε f 6= g.

Παρατήρηση για επιπλέον ανάλυση: Παρατηρούµε ότι υπάρχει κοινό πεδίο ορισµού των f, g, το
διάστηµα A = D(f ) ∩ D(g) = (1,+∞). Για κάθε x ∈ A έχουµε ότι x > 0 και x > 1, οπότε

f (x) =

√
x

x − 1
=

√
x√

x − 1
= g(x) ∀x ∈ A

Οπότε αν περιορίσουµε τις τιµές του x στο διάστηµα A έχουµε ότι f = g για κάθε x ∈ (1,+∞).

΄Ασκηση 5. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) =
√

4− x2, g(x) =
√
x. Να ϐρεθεί το πεδίο

ορισµού για κάθε µια από τις συναρτήσεις f , g, f/g, g/f και f + g.
Λύση

Βρίσκουµε πρώτα τα πεδία ορισµού των f, g καθώς και το κοινό πεδίο ορισµού τους. ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : 4− x2 ≥ 0} = {x ∈ R : x2 − 4 ≤ 0} = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2} = [−2,2]

D(g) = {x ∈ R : x ≥ 0} = [0,+∞).

A = D(f ) ∩ D(g) = {x ∈ R : −2 ≤ x ≤ 2 και x ≥ 0} = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 2} = [0,2]

D(f + g) = A = [−2,2]

D(f/g) = A − {x ∈ R : g(x) = 0} = A − {x ∈ R : x = 0} = [0,2]− {0} = (0,2].

D(g/f ) = A − {x ∈ R : f (x) = 0} = A − {x ∈ R : x2 = 4} = [0,2]− {−2,2} = [0,2).

΄Ασκηση 6. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =
2α2 x + α

x + 1− α
, g(x) =

(3α − 1) x + α

x + α
.

Να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός α έτσι ώστε οι συναρτήσεις f, g να είναι ίσες.
Λύση

Αρχικά ϑα πρέπει D(f ) = D(g). ΄Εχουµε

D(f ) = {x ∈ R : x 6= α − 1} και D(g) = {x ∈ R : x 6= −α}
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Για να είναι D(f ) = D(g) πρέπει και αρκεί α − 1 = −α ⇔ α = 1/2. Για α = 1
2 έχουµε

f (x) =
1
2 x + 1

2
x + 1

2
=

x + 1
2 x + 1

και g(x) =
(3

2 − 1) x + 1
2

x + 1
2

=
x + 1

2 x + 1

άρα f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R− {−1
2}.

΄Ετσι για α = 1
2 έχουµε D(f ) = D(g) = R − {−1

2} και f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R − {−1
2},

συνεπώς για α = 1
2 οι συναρτήσεις f, g είναι ίσες.
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2.4 Η αντίστροφη µιας συνάρτησης

Ορισµός 2.31. Μια συνάρτηση f λέγεται αµφιµονοσήµαντη ή πιο απλά “1− 1” αν για κάθε
x1, x2 ∈ D(f ) µε x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2), ή ισοδύναµα αν f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2.

Σχήµα 3: Παράδειγµα δυο συναρτήσεων από τις οποίες η συνάρτηση στα αριστερά είναι
“1− 1” ενώ η συνάρτηση στα δεξιά δεν είναι “1− 1”.

Ορισµός 2.32. Ονοµάζουµε αντίστροφη συνάρτηση µιας “1−1” συνάρτησης f , την συνάρτηση
που συµβολίζουµε µε f −1 και η οποία αντιστοιχεί το κάθε y ∈ R(f ) στο µοναδικό x ∈ D(f )

για το οποίο ισχύει y = f (x).

Από τον ορισµό έχουµε ότι D(f −1) = R(f ), R(f −1) = D(f ), (f −1)−1 = f και ότι η f −1 δεν
ορίζεται αν η f δεν είναι “1− 1”. Συµβολικά γράφουµε

x
f→ y , y

f−1

→ x

Προσοχή !!! ∆εν πρέπει να συγχέουµε την συνάρτηση f −1 µε την συνάρτηση
1
f
.

2.4.1 Εύρεση τύπου της αντίστροφης συνάρτησης

Αν η f είναι “1 − 1” τότε για κάθε y ∈ R(f ) ϑα υπάρχει ένα και µόνο ένα x ∈ D(f ) τέτοιο
ώστε y = f (x). Το x αυτό προσδιορίζεται λύνοντας τον τύπο της f ως προς x, απαιτώντας το
x ∈ D(f ).

Για παράδειγµα, για την f (x) = 1 +
√
x − 2 έχουµε:

α) D(f ) = {x ∈ R : x − 2 ≥ 0} = [2,+∞).
ϐ) Η f είναι “1− 1” γιατί αν

f (x1) = f (x2)⇒ 1 +
√
x1 − 2 = 1 +

√
x2 − 2⇒

√
x1 − 2 =

√
x2 − 2⇒

⇒ (
√
x1 − 2)2 = (

√
x2 − 2)2 ⇒ x1 − 2 = x2 − 2⇒ x1 = x2
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συνεπώς η f −1 υπάρχει.

y = 1 +
√
x − 2

x ≥ 2

⇒
√
x − 2 = y− 1

x − 2 ≥ 0

⇒
x − 2 = (y− 1)2

y− 1 ≥ 0

⇒
x = y2 − 2 y + 3

y ≥ 1


Αντιστρέφοντας τον ϱόλο της εξαρτηµένης µε την ανεξάρτητη µεταβλητή x ↔ y παίρνουµε
y = x2 + 2 x + 3 µε x ≥ 1 ή αλλιώς f −1(x) = x2 − 2 x + 3, µε D(f −1) = [1,+∞).

2.5 Σύνθεση συναρτήσεων

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο συναρτήσεις τις f, g. Αν το πεδίο τιµών της g έχει τοµή
µε το πεδίο ορισµού της f δηλαδή R(g) ∩ D(f ) 6= ∅ τότε ορίζεται η συνάρτηση f ◦ g που
λέγεται η σύνθεση της g µε την f , η οποία έχει τύπο (f ◦ g)(x) = f (g(x)) και πεδίο ορισµού
D(f ◦ g) = {x ∈ D(g) : g(x) ∈ D(f )} και τιµές στο R(f ).

Σχήµα 4: Η σύνθεση f ◦ g γενικά ορίζεται όταν R(g) ∩ D(f ) 6= ∅ .

Στην ειδική περίπτωση που το πεδίο τιµών της g είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού της
f , δηλαδή R(g) ⊂ D(f ), η συνάρτηση f ◦ g ορίζεται και το πεδίο ορισµού της είναι το D(g).

΄Οταν R(g)∩D(f ) = ∅ τότε η f ◦ g δεν ορίζεται γιατί δεν υπάρχει x ∈ D(g) για το οποίο η
τιµή g(x) να ανήκει στο D(f ) κι έτσι δεν µπορούµε να σχηµατίσουµε την f (g(x)).

Οι συναρτήσεις f ◦ g και g ◦ f αν ορίζονται δεν πρέπει να συγχέονται µεταξύ τους γιατί
είναι γενικά διαφορετικές (άνισες) συναρτήσεις.

Παράδειγµα 2.33. ΄Εστω f (x) = x2, g(x) = sin x. D(f ) = R, R(f ) = [0,+∞), D(g) = R,
R(g) = [−1,1]. Επειδή R(g) ∩ D(f ) = [−1,1] 6= ∅ η συνάρτηση f ◦ g ορίζεται και έχει τύπο
(f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (sin x) = (sin x)2.

Από την άλλη, επειδή R(f )∩D(g) = [0,+∞] 6= ∅ ορίζεται και η συνάρτηση g ◦ f η οποία
έχει τύπο (g ◦ f )(x) = g(f (x)) = g(x2) = sin(x2).
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2.6 Μονοτονία συναρτήσεων

Ορισµός 2.34. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για
κάθε x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2). Συµβολικά

f � στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2).

Ορισµός 2.35. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως ϕθίνουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για
κάθε x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2). Συµβολικά

f
�

στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

Ορισµός 2.36. Μια συνάρτηση f λέγεται αύξουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για κάθε
x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2). Συµβολικά

f ↑ στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2).

Ορισµός 2.37. Μια συνάρτηση f λέγεται ϕθίνουσα στο A ⊆ D(f ) αν και µόνο αν για κάθε
x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2). Συµβολικά

f ↓ στοA ⇔ ∀x1, x2 ∈ A µε x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2).

Παράδειγµα 2.38.

f (x) =


x + 1 αν x > 1
2 αν ≤ x ≤ 3
2 x − 4 αν x > 3

Από την γραφική παράσταση της f (x) παρατηρούµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στα δια-
στήµατα (−∞,1) και (3,+∞), ενώ στο διάστηµα [1,3] έχει σταθερή τιµή. Πράγµατι

Σχήµα 5: Η γραφική παράσταση της f (x).

α) Αν x1 < x2 < 1⇒ f (x1)− f (x2) = (x1 + 1)− (x2 + 1) = x1 − x2 < 0⇒ f (x1) < f (x2)
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ϐ) Αν x1 < 1 ≤ x2 ≤ 3⇒ x1 < 2⇒ f (x1) < 2 και f (x2) = 2, άρα f (x1) < f (x2).
γ) Αν 1 < x1 < 3 < x2 τότε x1 < 1 ⇒ x1 + 1 < 2 ⇒ f (x1) < 2 και x2 > 3 ⇒ 2 x2 > 6 ⇒
2 x2 − 4 > 2, άρα f (x1) < 2 < f (x2)⇒ f (x1) < f (x2).
δ) Αν 1 ≤ x1 ≤ 3 < x2 , τότε f (x1) = 2 και 2 x2 > 6 ⇒ 2 x − 4 > 2 ⇒ f (x2) > 2 , άρα
f (x1) < f (x2).
ε) Αν 3 < x1 < x2 , τότε f (x1)−f (x2) = (2 x1−4)−(2 x2−4) = 2(x1−x2) < 0⇒ f (x1) < f (x2).
στ) Αν 1 ≤ x1 < x2 ≤ 3⇒ f (x1) = 2 = f (x2).

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε ότι αν x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2) για κάθε x1, x2 ∈ R,
άρα η f είναι αύξουσα ( ↑ ) σε όλο το R.

2.7 Ακρότατα συνάρτησης

Ορισµός 2.39. Ονοµάζουµε περιοχή $(x0) του πραγµατικού αριθµού x0 κάθε ανοικτό δι-
άστηµα που περιέχει το x0, για παράδειγµα $(x0) = (x0 − ε, x0 + ε) για κάθε ε > 0.

Ορισµός 2.40. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f στο x0 ∈ D(f ) παρουσιάζει τοπικό µέγιστο αν και
µόνο αν υπάρχει µια τουλάχιστον περιοχή $(x0) του x0 έτσι ώστε για κάθε x ∈ $(x0)∩D(f )⇒
f (x) ≤ f (x0).

Η τιµή f (x0) λέγεται η τοπικά µέγιστη τιµή της συνάρτησης f .

Ορισµός 2.41. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f στο x0 ∈ D(f ) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο αν και
µόνο αν υπάρχει µια τουλάχιστον περιοχή $(x0) του x0 έτσι ώστε για κάθε x ∈ $(x0)∩D(f )⇒
f (x) ≥ f (x0).

Η τιµή f (x0) λέγεται η τοπικά ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f .

Αν οι παραπάνω ορισµοί ισχύουν για κάθε x ∈ D(f ) κι όχι µόνο σε µια περιοχή του x0 λέµε
ότι η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο (ολικό ελάχιστο), αντίστοιχα.

Παράδειγµα 2.42. Για την συνάρτηση f (x) = sin x γνωρίζουµε ότι | sin x| ≤ 1 ⇒ −1 ≤
sin x ≤ 1 για κάθε x ∈ D(f )R. ΄Αρα η f παρουσιάζει ολικά µέγιστη τιµή 1 και ολικά ελάχιστη
τιµή −1. Τα σηµεία x ∈ R που συµβαίνει αυτό είναι

sin x = 1 ⇒ x = 2 kπ +
π

2
k ∈ Z

sin x = −1 ⇒ x = 2 kπ +
3 π
2

k ∈ Z

Παράδειγµα 2.43. Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) =
2 x

x2 + 1
, όπου D(f ) = R. Για το

πεδίο τιµών της f έχουµε

R(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ R : y =
2 x

x2 + 1
} = {y ∈ R : ∃x ∈ R : y x2 − 2 x + 4 = 0}

= {y ∈ R : 4− 4 y2 ≥ 0} = {y ∈ R : −1 ≤ y ≤ 1} = [−1, 1]
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Συνεπώς ymax = 1, ymin = −1, για κάθε x ∈ R. Οι τιµές αυτές επιτυγχάνονται όταν η
διακρίνουσα του τριωνύµου y x2 − 2 x + 4 είναι µηδέν ∆ = 0. Τότε

x =
−b
4α

=
2

2 y
=

1
y

΄Αρα y = 1 µε x = 1 και y = −1 µε x = −1.

2.8 Φράγµατα

Ορισµός 2.44. α) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη άνω άν και µόνο αν υπάρχει πραγµα-
τικός αριθµός M έτσι ώστε f (x) ≤ M, για κάθε x ∈ D(F).
ϐ) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη κάτω άν και µόνο αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός
N έτσι ώστε N ≤ f (x), για κάθε x ∈ D(F).
γ) Μια συνάρτηση f λέγεται ϕραγµένη άν και µόνο αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί M,N
έτσι ώστε N ≤ f (x) ≤ M, για κάθε x ∈ D(F).
Το M λέγεται ένα άνω ϕράγµα της f και το N ένα κάτω ϕράγµα της f . Αν η f παρουσιάζει
ολικό µέγιστο (ελάχιστο) τότε η ολικά µέγιστη (ελάχιστη) τιµή της f είναι και ένα άνω (κάτω)
ϕράγµα της f . Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Μια συνάρτηση που είναι ϕραγµένη είναι και απόλυτα ϕραγµένη, δηλαδή |f (x)| ≤ K,
για κάθε x ∈ D(f ), και το αντίστροφο. Είναι πολύ εύκολο να αποδειχθεί αυτό αφού αν
N ≤ f (x) ≤ M , αν πάρουµε K = max{|M |, |N |}, τότε |f (x)| ≤ K. Το αντίστροφο είναι
προφανές αφού |f (x)| ≤ K ⇒ −K ≤ f (x) ≤ K.

2.9 Χρήσιµες κατηγορίες συναρτήσεων

Ορισµός 2.45. Μια συνάρτηση f λέγεται άρτια αν και µόνο αν f (−x) = f (x), για κάθε x ∈ R.

Σχήµα 6: Η γραφική παράσταση της άρτιας (γαιτί ;) συνάρτησης f (x) = x2 .

Η γραφική παράσταση κάθε άρτιας συνάρτησης είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των
y.
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Ορισµός 2.46. Μια συνάρτηση f λέγεται περιττή αν και µόνο αν f (−x) = −f (x), για κάθε
x ∈ R.

Σχήµα 7: Η γραφική παράσταση της περιττής (γιατί ;) συνάρτησης f (x) = x3 .

Η γραφική παράσταση κάθε περιττής συνάρτησης είναι συµµετρική ως προς την αρχή
(0,0) των αξόνων.

Ορισµός 2.47. Μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική αν και µόνο υπάρχει πραγµατικός αριθ-
µός ω 6= 0 και ανεξάρτητος από το x έτσι ώστε

∀x ∈ R : x + ω ∈ D(f ) ⇒ f (x + ω) = f (x).

Σχήµα 8: Η γραφική παράσταση της περιοδικής συνάρτησης f (x) = sin x µε µικρότερη
περίοδο ω = 2 π.

Η γραφική παράσταση κάθε περιοδικής συνάρτησης επαναλαµβάνεται κάθε περίοδο ω.

Ορισµός 2.48. Ονοµάζουµε πολυωνυµική συνάρτηση την συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το
R και τιµές στο R και τύπο

f (x) = an x
n + an−1 x

n−1 + · · ·+ a1 x + a0
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όπου a0, a1, · · ·an πραγµατικοί αριθµοί και n µη αρνητικός ακέραιος.

Ορισµός 2.49. Αν A(x) = an xn + an−1 xn−1 + · · · + a1 x + a0, B(x) = bn xn + bn−1 xn−1 +

· · ·+ b1 x + b0 πολυωνυµικές συναρτήσεις τότε η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =
A(x)

B(y)
,

πεδίο ορισµού D(f ) = {x ∈ R : B(x) 6= 0} και τιµές στο R, λέγεται ϱητή συνάρτηση.

2.10 Βασικά Θεωρήµατα

Πρόταση 2.50. Αν µια συνάρτηση f είναι γνήσια µονότονη τότε η f είναι “1−1” και συνεπώς

υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f −1 η οποία έχει το ίδιο είδος µονοτονίας µε την f .

Πρόταση 2.51. ∆ίνονται οι γνήσια µονότονες συναρτήσεις f, g κι έστω ότι ορίζεται η συνάρτηση

f ◦ g. Αν οι f, g έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας τότε η f ◦ g είναι γνήσια αύξουσα, ενώ αν οι f, g

έχουν διαφορετικό είδος µονοτονίας τότε η f ◦ g είναι γνήσια ϕθίνουσα.

Παράδειγµα 2.52. Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) = sin(x2) στο διάστηµα [−π/2, π/2].
΄Εστω h(x) = x2, g(x) = sin x, οπότε f = g ◦ h.

•
−π

2 •
−
√
π

2 •
0

•

√
π

2 •

π

2
h(x) ↘ ↘ ↗ ↗

R(h)
•
π2

4 •
π

2 •
0

•
π

2 •
π2

4
g(x) ↘ ↗ ↗ ↘
f (x) ↗ ↘ ↗ ↘

Σχήµα 9: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = sin(x2) στο διάστηµα [−π/2, π/2].
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3 ΄Ορια συναρτήσεων

3.1 Εισαγωγικές έννοιες.

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) =
1
x

όπου D(f ) = (−∞,0) ∪ (0,+∞) = R− {0}. Είναι

Σχήµα 10: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 1/x.

ϕυσικό να αναζητήσουµε την τιµή της f (x) όταν το x παίρνει αυθαίρετα µεγάλες ϑετικές τιµές
ή αλλιώς όπως ϑα λέµε η ανεξάρτητη µεταβλητή x τείνει στο +∞. Είναι προφανές ότι αν στο
κλάσµα 1/x ο παρανοµαστής γίνεται όσο µεγάλος ϑετικός αριθµός ϑέλουµε (x → +∞), το
κλάσµα 1/x γίνεται αντίστοιχα όσο µικρός ϑετικός αριθµός ϑέλουµε (y → 0+), δηλαδή η
τιµή της f (x) τείνει να γίνει 0 από ϑετικές τιµές.

Επειδή η f (x) είναι περιττή συνάρτηση, το γράφηµά της είναι συµµετρικό ως προς την
αρχή των αξόνων κι έχουµε αντίστοιχες διαπιστώσεις όταν το x παίρνει πολύ µεγάλες αρνητι-
κές τιµές (x → −∞). Σε αυτή την περίπτωση η τιµή της f (x) γίνεται πολύ κοντά στο 0 από
αρνητικές τιµές.

Είναι τώρα ϕυσικό να αναζητήσουµε την τιµή της συνάρτησης όταν το x παίρνει τιµές
κοντά στο 0 από αριστερά (x < 0) και δεξιά (x > 0), γνωρίζοντας ϐέβαια ότι 0 /∈ D(f ). Με
παρόµοιες διαπιστώσεις όπως προηγουµένως και από το σχήµα συµπεραίνουµε ότι όταν το
x → 0+ τότε f (x)→ +∞, και αντίστοιχα όταν το x → 0−, τότε f (x)→ −∞.

Από την παραπάνω ανάλυση ανακύπτει το αρχικό ερώτηµα για ποιά ‘‘σηµεία’’ x µπορούµε
να αναζητούµε την τιµή µιας συνάρτησης f (x).

Ορισµός 3.1. ΄Ενα σηµείο x0 ονοµάζεται οριακό σηµείο του πεδίου ορισµού της f (x) αν
και µόνο αν σε κάθε περιοχή του x0 υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο του D(f ) διαφορετικό
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από το x0.

Για παράδειγµα, αφού η συνάρτηση f (x) = 1/x, στο διάστηµα (0,+∞) ορίζεται, τότε το
‘‘σηµείο’’ +∞ είναι οριακό σηµείο του D(f ).

Ορισµός 3.2. ΄Ενα σηµείο x0 λέγεται µεµονωµένο σηµείο του D(f ) αν και µόνο αν x0 ∈ D(f )

και υπάρχει περιοχή του x0, έστω $(x0), τέτοια ώστε το µοναδικό κοινό σηµείο της $(x0) µε
το πεδίο ορισµού D(f ) να είναι το x0, δηλαδή $(x0) ∩ D(f ) = ∅.

Το οριακό σηµείο του D(f ) µπορεί να ανήκει στο D(f ), αλλά µπορεί να να µήν

ανήκει στο D(f ). Για παράδειγµα το 0 είναι οριακό σηµείο του D(f ) της συνάρτησης
f (x) = 1/x, αλλά δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της D(f ).

΄Οταν µιλάµε για οριακή τιµή συνάρτησης µε x → x0, το x0 πρέπει και αρκεί να

είναι οριακό σηµείο του D(f ), κι όχι απαραίτητα σηµείο του D(f ).

3.2 Οριακή τιµή συνάρτησης όταν x → +∞

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f (x) =
2 x + 1
x + 3

όπου D(f ) = (−∞,−3) ∪ (−3,+∞) =

R − {−3}. Ορίζεται λοιπόν το διάστηµα (−3,+∞) οπότε µπορούµε ν΄ αναζητήσουµε που

Σχήµα 11: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 2 x+1
x+3 .

τείνουν οι τιµές της f (x) καθώς το x τείνει στο +∞. ΄Εχουµε

f (x) =
2 x + 1
x + 3

=
x(2 + 1/x)

x(1 + 3/x)
=

2 + 1
x

1 + 3
x

x→+∞−→ 2 + 0
1 + 0

=
2
1

= 2
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Ορισµός 3.3. Αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός L τέτοιος που οι τιµές της συνάρτησης f (x)

να είναι αυθαίρετα κοντά στην τιµή L, καθώς το x παίρνει αυθαίρετα ϑετικά µεγάλες τιµές
(x → +∞), ϑα λέµε ότι το όριο της f (x) είναι ο αριθµός L, και ϑα γράφουµε

lim
x→+∞

f (x) = L

Σχήµα 12: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 3 x + 2.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την συνάρτηση f (x) = 3 x + 2 όπου D(f ) = R. ΄Αρα µπορούµε να
αναζητήσουµε το όριο της f (x) καθώς το x απειρίζεται ϑετικά. Είναι προφανές ότι όταν το
x → +∞, τότε η f (x)→ +∞.

Ορισµός 3.4. Θα λέµε ότι η f (x) έχει όριο το +∞ (−∞) καθώς το x → +∞ αν και µόνο
αν οι τιµές της f (x) γίνονται αυθαίρετα ϑετικά (αρνητικά) µεγάλες όταν το x → +∞, και ϑα
γράφουµε

lim
x→+∞

= ±∞ .

Παράδειγµα 3.5. Θέλουµε να ϐρούµε το

lim
x→+∞

f (x) για την συνάρτηση f (x) =
3 x2 + x + 2
x2 − 1

D(f ) = R − {−1,1} = (−∞,−1) ∪ (−1,1) ∪ (1,+∞), άρα ορίζεται στο διάστηµα (1,+∞)

και συνεπώς µπορούµε να µιλάµε για το limx→+∞ f (x). ΄Εχουµε

f (x) =
3 x2 + x + 2
x2 − 1

=
x2(3 + 1

x + 2
x2 )

x2(1− 1
x2 )

=
3 + 1

x + 2
x2

1− 1
x2

x→+∞−→ 3 + 0 + 0
1− 0

=
3
1

= 3

΄Αρα lim
x→+∞

f (x) = 3.
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Παράδειγµα 3.6. Θέλουµε να ϐρούµε το

lim
x→+∞

f (x) για την συνάρτηση f (x) =
x + 3
x2 − 4

D(f ) = R − {−2,2} = (−∞,−2) ∪ (−2,2) ∪ (2,+∞), άρα ορίζεται στο διάστηµα (2,+∞)

και συνεπώς µπορούµε να µιλάµε για το limx→+∞ f (x). ΄Εχουµε

f (x) =
x + 3
x2 − 4

=
x (1 + 3

x )

x2(1− 4
x2 )

=
1
x

1 + 3
x

1− 4
x2

x→+∞−→ 0
1 + 0
1− 0

= 0 · 1 = 0

΄Αρα lim
x→+∞

f (x) = 0.

Παράδειγµα 3.7. Θέλουµε να ϐρούµε το

lim
x→+∞

f (x) για την συνάρτηση f (x) =
2 x2 + 1
x + 1

D(f ) = R−{−1} = (−∞,−1)∪(−1,+∞), άρα ορίζεται στο διάστηµα (−1,+∞) και συνεπώς
µπορούµε να µιλάµε για το limx→+∞ f (x). ΄Εχουµε

f (x) =
2 x2 + 1
x + 1

=
x2 (2 + 1

x2 )

x(1 + 1
x )

= x
2 + 2

x2

1 + 1
x

x→+∞−→ +∞ 2 + 0
1 + 0

= +∞ · 2 = +∞

΄Αρα lim
x→+∞

f (x) = +∞.

Παράδειγµα 3.8. Θέλουµε να ϐρούµε το

lim
x→+∞

f (x) για την συνάρτηση f (x) =
√

2 + x − x2

D(f ) = {x ∈ R : 2+x−x2 ≥ 0} = {x ∈ R : x2−x−2 ≤ 0} = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 2} = [−1,2].

΄Αρα το lim
x→+∞

f (x) δεν υπάρχει γιατί υπάρχει µια περιοχή του +∞ στη οποία η f (x) δεν

ορίζεται, π.χ. η (2,+∞).

Παράδειγµα 3.9. Θέλουµε να ϐρούµε το

lim
x→+∞

f (x) για την συνάρτηση f (x) = sin x

D(f ) = R, άρα µπορούµε να αναζητήσουµε το limx→+∞ f (x). Ας ‘‘πάµε’’ στο ϑετικό άπειρο
µε δυο διαφορετικούς τρόπους :

a) x = 2n π b) x ′ = 2n π + π/2 , n = 0,1,2,3 . . .

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών µπορούµε να συµπε-
ϱάνουµε εύκολα ότι καθώς το n διατρέχει τους ϕυσικούς αριθµούς, οι πραγµατικοί αριθµοί x
και x ′ µας οδηγούν σε οποιονδήποτε µεγάλο ϑετικό πραγµατικό ϑέλουµε, δηλαδή x → +∞
και x ′ → +∞. ΄Οµως:

sin x = sin(2n π) = 0 , sin x ′ = sin(2n π + π/2) = 1

Συνεπώς το lim
x→+∞

sin x δεν υπάρχει, αφού αν υπήρχε ϑα έπρεπε lim
x→+∞

sin x = lim
x′→+∞

sin x ′.
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3.3 Οριακή τιµή συνάρτησης όταν x → −∞

Ορισµός 3.10. Αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός L στον οποίο η f (x) παίρνει τιµές αυθαίρετα
κοντά στον L, καθώς το x → −∞, λέµε ότι η f (x) έχει όριο το L και γράφουµε

lim
x→−∞

f (x) = L

Ορισµός 3.11. Αν η f (x) παίρνει αυθαίρετα µεγάλες ϑετικές (αρνητικές) τιµές καθώς το x →
−∞, λέµε ότι η f (x) έχει όριο το +∞ (−∞ αντίστοιχα) και γράφουµε

lim
x→−∞

f (x) = ±∞

Παρατήρηση 3.12. Για να µπορούµε να µιλάµε για το όριο της f (x) όταν το x → −∞, αρκεί
η f να ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (−∞, a).

Παράδειγµα 3.13. ΄Εστω f (x) = 2 x2 + 3 x + 1, µε πεδίο ορισµού D(f ) = R. Συνεπώς
µπορούµε να αναζητήσουµε το όριο limx→−∞ f (x). ΄Εχουµε

f (x) = x2 (1 +
3
x

+
1
x2 )

x→−∞−→ (+∞) (1 + 0 + 0) = +∞

΄Αρα limx→−∞ = +∞.

Παράδειγµα 3.14. ΄Εστω f (x) =
|x − 1|
x + 2

, µε πεδίο ορισµού D(f ) = R− {−2} = (−∞,−2) ∪
(−2,+∞). Αφού η f ορίζεται στο διάστηµα (−∞,−2) µπορούµε να αναζητήσουµε το όριο
limx→−∞ f (x). Σε αυτό το διάστηµα για πολύ µεγάλα αρνητικά x έχουµε ότι x − 1 < 0, άρα
|x − 1| = −(x − 1) και διάφορα από το −2, x 6= −2, οπότε

f (x) =
|x − 1|
x + 2

=
−(x − 1)

x + 2
=
x (−1 + 1/x)

x (1 + 2/x)
=
−1 + 1/x
1 + 2/x

x→−∞−→ −1 + 0
1 + 0

= −1

΄Αρα limx→−∞ = −1.

3.4 Οριακή τιµή συνάρτησης όταν x → x0 ∈ R

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση µε τύπο f (x) =
x

x − 1
κι ας αναζητήσουµε που τείνουν οι

τιµές της f καθώς το x πλησιάζει το σηµείο 3, που είναι οριακό σηµείο του D(f ). ΄Εχουµε

f (x) =
x

x − 1
x→3−→ 3

2
άρα lim

x→3
f (x) =

3
2

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την συνάρτηση µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x 6= 2
1 αν x = 2

κι ας αναζητήσουµε το όριο της f καθώς το x → 2. Μας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της f
στην περιοχή του x = 2 κι όχι τι γίνεται µε την συνάρτηση ακριβώς για x = 2. ∆ηλαδή µας
ενδιαφέρει τι τιµές παίρνει η f καθώς το x → 2 σε ένα διάστηµα της µορφής (a,2) ∪ (2, b),
µε a < 2 < b. Σηµειώνουµε ότι µπορεί η f (x) να µην ορίζεται για x = 2 αλλά το limx→2 f (x)

να υπάρχει ! Οπότε η απάντηση στο προηγούµενο ερώτηµα είναι ότι limx→2 = 4.
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Ορισµός 3.15. Θα λέµε ότι το όριο της συνάρτησης f (x) είναι ο πραγµατικός αριθµός L κα-
ϑώς η αναξάρτητη µεταβλητή x τείνει στον πραγµατικό αριθµό x0 αν και µόνο αν οι τιµές της
f (x) γίνονται αυθαίρετα κοντινές στο L για κάθε περιοχή του x0 αλλά µε x 6= x0.

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση µε τύπο f (x) =
1

(x − 2)2 κι ας αναζητήσουµε το όριο της

f καθώς x → 2.
D(f ) = R− {2} = (−∞,2) ∪ (2,+∞)

Σε κάθε περιοχή (a,2) ∪ (2, b) έχουµε ότι (x − 2)2 → 0, κι επειδή (x − 2)2 > 0 έχουµε
1

(x − 2)2 → +∞.

Ορισµός 3.16. Θα λέµε ότι το όριο της f είναι το +∞, (−∞) καθώς το x → x0 αν οι τιµές
της f (x) γίνονται αυθαίρετα µεγάλες ϑετικά (αρνητικά) καθώς το x πλησιάζει το x0 στο πεδίο
ορισµού D(f ) και σε κάθε περιοχή του x0 µε x 6= x0.

3.4.1 Πλευρικά όρια

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x ≤ 1
2 x αν x > 1

µε D(f ) = R κι ας αναζητήσουµε το όριο της f (x) καθώς το x τείνει στο οριακό σηµείο
1. Μπορούµε να πλησιάσουµε το x = 1 από δυο περιοχές την (a,1) και την (1, b) όπου
a < 1 < b. Αν πλησιάσουµε το 1 µε x > 1 λέµε ότι έχουµε το της f από δεξιά του 1,
limx→1+ f (x) κι αν x < 1 λέµε ότι έχουµε το όριο της f από αριστερά του 1, limx→1− f (x)

Σχήµα 13: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x).

Ορισµός 3.17. Θα λέµε ότι η f έχει όριο το L ∈ R (ή ±∞) καθώς το x τείνει στο x0 από δεξιά
αν οι τιµές της f γίνονται αυθαίρετα κοντά στο L (ή ϑετικά-αρνητικά µεγάλες) καθώς το x

33



ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

πλησιάζει αυθαίρετα κοντά το x0 σε κάθε περιοχή µε x > x0. Το όριο αυτό το σηµειώνουµε
µε

lim
x→x+0

= L (ή ±∞)

Ορισµός 3.18. Θα λέµε ότι η f έχει όριο το L ∈ R (ή±∞) καθώς το x τείνει στο x0 από αριστερά
αν οι τιµές της f γίνονται αυθαίρετα κοντά στο L (ή ϑετικά-αρνητικά µεγάλες) καθώς το x
πλησιάζει αυθαίρετα κοντά το x0 σε κάθε περιοχή µε x < x0. Το όριο αυτό το σηµειώνουµε
µε

lim
x→x−0

= L (ή ±∞)

Τα όρια που ορίσαµε προηγουµένως λέγονται πλευρικά όρια της f (x).

Παρατήρηση 3.19. Αν η f ορίζεται στο διάστηµα (a, x0) αλλά όχι στο (x0, b) τότε x < x0

οπότε έχει νόηµα να αναζητούµε µόνο το όριο limx→x−0
f (x) = limx→x0 f (x). Για παράδειγµα,

f (x) =
√

1− x µε D(f ) = (−∞,1) και άρα

lim
x→x−0

f (x) = lim
x→x0

f (x) = 0

Παρατήρηση 3.20. Αν η f ορίζεται σε διάστηµα (x, x0) ∪ (x0, b) κι έχουµε limx→x+0
f (x) = `1,

limx→x−0
f (x) = `2 µε `1 6= `2 τότε δεν υπάρχει το limx→x0 f (x).

Παρατήρηση 3.21. Αν κάποιο πλευρικό όριο έχει νόηµα αλλά δεν υπάρχει τότε είναι ϕανερό
ότι δεν υπάρχει και το limx→x0 f (x).

Παρατήρηση 3.22. ΄Εστω ότι η f ορίζεται σε διάστηµα (x, x0) ∪ (x0, b). Τότε limx→x0 f (x) = `

είναι ισοδύναµο µε το να συµβαίνει limx→x−0
f (x) = limx→x+0

f (x) = `.

Παράδειγµα 3.23. ΄Εστω η συνάρτηση f (x) =
x + 3
x − 1

κι ας αναζητήσουµε το όριο limx→1 f (x).

Επειδή το D(f ) = (−∞,1)∪(1,+∞) έχει νόηµα να αναζητήσουµε το όριο αριστερά και δεξιά
του x = 1.

Στην περιοχή (1,+∞), τότε x − 1 > 0 και x + 3 > 0, άρα

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

x + 3
x − 1

= +∞

Σε µια περιοχή (1− ε,1) µε ε πολύ µικρό τότε x − 1 < 0 και x + 3 > 0 άρα

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

x + 3
x − 1

= −∞

Αφού limx→1− f (x) 6= limx→1+ f (x), το όριο limx→1 f (x) δεν υπάρχει.

Παράδειγµα 3.24. ΄Εστω τώρα η συνάρτηση f (x) =
x + 3

(x − 1)2 κι ας αναζητήσουµε το όριο

limx→1 f (x). Επειδή το D(f ) = (−∞,1) ∪ (1,+∞) έχει νόηµα να αναζητήσουµε το όριο
αριστερά και δεξιά του x = 1.
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Σχήµα 14: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) του παραδείγµατος 3.23.

Σε αυτή την περίπτωση όµως (x − 1)2 > 0 και x + 3 > 0 σε κάθε περιοχή κοντά στο 1
αλλά µε x 6= 1, οπότε

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

x + 3
(x − 1)2 = +∞ lim

x→1+
f (x) = lim

x→1+

x + 3
(x − 1)2 = +∞

και αφού limx→1− f (x) = limx→1+ f (x) = +∞, τότε limx→1 f (x) = +∞.

Σχήµα 15: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) του παραδείγµατος 3.24.

Παράδειγµα 3.25. ΄Εστω η συνάρτηση f (x) =
x2 − 4

x2 − 3 x + 2
. Να ϐρεθεί (αν υπάρχει) το όριο

limx→2 f (x).
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3.5 Ιδιότητες ορίων

Επειδή οι παρακάτω ιδιότητες ορίων ισχύουν τόσο όταν x → x0 ∈ R, δηλαδή σε πραγµατικό
αριθµό, όσο και όταν x → ±∞, ϑα συµβολίζουµε µε R το σύνολο R ∪ {−∞,+∞}. ΄Ετσι
αν το x τείνει στο x0 που µπορεί να είναι πραγµατικός αριθµός ή +∞ ή −∞ ϑα γράφουµε
x → x0 ∈ R.

1. Αν lim
x→x0∈R

f (x) = `1 ∈ R και lim
x→x0∈R

g(x) = `2 ∈ R, τότε lim
x→x0∈R

(f (x)± g(x)) = `1 ± `2,

εκτός από τις περιπτώσεις : (+∞)+(−∞), (−∞)+(+∞), (+∞)−(+∞), (−∞)−(−∞).

2. Αν το lim
x→x0∈R

f (x) υπάρχει και δεν υπάρχει το lim
x→x0∈R

g(x), τότε δεν υπάρχει το

lim
x→x0∈R

(f (x)± g(x))

3. Αν δεν υπάρχει το lim
x→x0∈R

f (x) και δεν υπάρχει το lim
x→x0∈R

g(x), τότε το lim
x→x0∈R

(f (x)± g(x))

µπορεί να υπάρχει ή να µην υπάρχει.

Για παράδειγµα, το lim
x→0

1
x

δεν υπάρχει και το lim
x→0

x − 1
x

δεν υπάρχει αλλά για την συ-

νάρτηση f (x) + g(x) =
1
x

+
x − 1
x

=
1
x

+ 1− 1
x

= 1 το όριο καθώς το x τείνει στο 0
είναι 1.

4. Αν lim
x→x0∈R

f (x) = `1 ∈ R και lim
x→x0∈R

g(x) = `2 ∈ R, τότε lim
x→x0∈R

(f (x) g(x)) = `1 `2, εκτός

από τις περιπτώσεις : 0 (+∞), (+∞) 0,0 (−∞), (−∞) 0.

5. Αν lim
x→x0∈R

f (x) = `1 ∈ R και lim
x→x0∈R

g(x) = `2 ∈ R, τότε lim
x→x0∈R

f (x)

g(x)
=
`1
`2

, εκτός από

τις περιπτώσεις :
+∞
+∞

,
+∞
−∞

,
−∞
+∞

,
−∞
−∞

,
+∞

0
,
−∞

0
,

0
0
,
`1
0

όπου `1 ∈ R, `1 6= 0,
(απροσδιόριστες µορφές).

Σηµειώνουµε ότι ισχύει
0

+∞
= 0, και

0
−∞

= 0.

6. Αν για κάθε x που ανήκει στην περιοχή του x0 ∈ R και x 6= x0 έχουµε |f (x)| ≤ |g(x)|
και lim

x→x0∈R
g(x) = 0, τότε lim

x→x0∈R
f (x) = 0

7. ΄Εστω ότι για κάθε x που ανήκει στην περιοχή του x0 ∈ R µε x 6= x0 έχουµε f (x) ≤ g(x).
Αν lim

x→x0∈R
f (x) = +∞, τότε lim

x→x0∈R
g(x) = +∞, ενώ

αν lim
x→x0∈R

g(x) = −∞, τότε lim
x→x0∈R

f (x) = −∞.

8. Αν για κάθε x που ανήκει στην περιοχή του x0 ∈ R µε x 6= x0 έχουµε f (x) ≤ g(x)

και lim
x→x0∈R

f (x) = `1 ∈ R, lim
x→x0∈R

g(x) = `2 ∈ R, τότε lim
x→x0∈R

f (x) ≤ lim
x→x0∈R

g(x), ή

ισοδύναµα `1 ≤ `2.
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9. (Θεώρηµα ισοσυγκλινουσών συναρτήσεων ή ϑεώρηµα sandwich.) Αν για κάθε x που
ανήκει στην περιοχή του x0 ∈ R µε x 6= x0 έχουµε h(x) ≤ f (x) ≤ g(x) και

lim
x→x0∈R

h(x) = lim
x→x0∈R

g(x) = ` ∈ R τότε lim
x→x0∈R

f (x) = `.

10. Αν lim
x→x0∈R

f (x) = ` ∈ R, τότε lim
x→x0∈R

|f (x)| = |`|.

11. Αν lim
x→x0∈R

f (x) = 0 και η g(x) είναι ϕραγµένη στην περιοχή του x0, δηλαδή |g(x)| ≤ M,

τότε lim
x→x0∈R

(f (x) g(x)) = 0.

Οι προηγούµενες ιδιότητες ισχύουν ακόµα κι όταν έχουµε γνήσιες ανισότητες (<, αντί ≤).

3.6 Βασικά όρια συναρτήσεων

1. lim
x→x0∈R

xk = xk0 , k ∈ N.

2. lim
x→x0∈R

a xk = a xk0 , k ∈ N.

3. Αν f (x) = ak xk + ak−1 xk−1 + +a1 x + a0 πολυώνυµο, τότε lim
x→x0∈R

f (x) = f (x0).

4. lim
x→+∞

xk = +∞ , k ∈ N.

5. lim
x→−∞

xk = +∞ αν k άρτιος ϕυσικός, lim
x→−∞

xk = −∞ αν k περιττός ϕυσικός.

6. lim
x→±∞

1
x

= 0 και γενικότερα lim
x→±∞

1
xk

= 0, k ∈ N.

7. lim
x→0+

1
x

= +∞, lim
x→0−

1
x

= −∞, άρα το lim
x→0

1
x

δεν υπάρχει.

8. lim
x→x0∈R

sin x = sin x0, lim
x→x0∈R

cos x = cos x0

9. lim
x→x0∈R

tan x = tan x0 µε x0 6= k π + π/2, k ∈ Z.

10. lim
x→x0∈R

cotan x = cotan x0 µε x0 6= k π, k ∈ Z.

11. lim
x→0

sin x

x
= 1.

12. lim
x→x0∈R

ax = ax0 µε a > 0, x0 ∈ R.

13. lim
x→+∞

ax = +∞, lim
x→−∞

ax = 0 αν a > 1,

lim
x→+∞

ax = 0, lim
x→−∞

ax = +∞ αν 0 < a < 1,

14. lim
x→x0

log x = log x0, x0 > 0.

37



ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

15. lim
x→+∞

log x = +∞, lim
x→0+

log x = lim
x→0

log x = −∞.

Παρακάτω ϑα αποδείξουµε το ϐασικό όριο 11, δηλαδή ότι lim
x→0

sin x

x
= 1, όπου x το µέτρο

τόξου σε ακτίνια.
Θεωρούµε τον τριγωνοµετρικό κύκλο του σχήµατος. Επειδή ο κύκλος είναι τριγωνοµετρικός
ισχύουν ΟΑ = ΟΒ = 1, Β∆ = sin x, Ο∆ = cos x, ΑΓ = tan x. Επιπλέον παρατηρούµε ότι

εµδαδό τριγώνου ΟΑΒ < εµδαδό κυκλικού τοµέα ΟΑΒ < εµδαδό τριγώνου ΟΑΓ (∗)

Σχήµα 16: lim
x→0

sin x

x
= 1, όπου x το µέτρο τόξου σε ακτίνια.

΄Οµως

εµδαδό τριγώνου ΟΑΒ =
1
2

ΟΑ · Β∆ =
1
2

sin x

εµδαδό κυκλικού τοµέα ΟΑΒ = π ΟΑ2 x

2 π
=

1
2
x

εµδαδό τριγώνου ΟΑΓ =
1
2

ΟΑ · ΑΓ =
1
2

tan x

οπότε η ανισότητα (∗) γίνεται
1
2

sin x <
1
2
x <

1
2

tan x ⇒ sin x < x < tan x ⇒ cos x <
sin x

x
< 1 ∀x ∈ (0, π/2)

Αν x ∈ (−π/2,0) τότε cos(−x) < sin(−x)
−x < 1, ή ισοδύναµα cos x < sin x

x < 1, οπότε

cos x <
sin x

x
< 1 ∀x ∈ (−π/2,0) ∪ (0, π/2) (∗∗)

Επειδή limx→0 cos x = cos 0 = 1, και limx→0 1 = 1, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα των ισοσυγ-
κλινουσών συναρτήσεων (ϑεώρηµα sandwich) στην ανισότητα (∗∗), έχουµε ότι

lim
x→0

sin x

x
= 1.
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3.7 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Αν υπάρχουν, να υπολογισθούν τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→π/2

sin x

x
, b) lim

x→π

sin x

x
, c) lim

x→+∞

sin x

x
, d) lim

x→−∞

sin x

x
,

e) lim
x→0

x sin(
1
x

), f ) lim
x→+∞

x2 sin(
1
x

), g) lim
x→−∞

x sin(
1
x

), h) lim
x→0

tan x

x
.

Απ. a) 2/π, b) 0, c) 0, d) 0, e) 0, f ) +∞, g) 1, h) 1.

΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν τα όρια :

a) lim
x→−∞

cos x, b) lim
x→0

sin(
1
x

), c) lim
x→0

|x|
x
, d) lim

x→0

| sin x|
x

.

΄Ασκηση 3. Αν υπάρχουν, να ϐρεθούν τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→+∞

x2 + 3 x
x2 − 1

, b) lim
x→+∞

√
x2 + 1

2 x + 3
, c) lim

x→−∞

2 x − 1
x2 − 1

,

d) lim
x→0

x2 + 1
|x|(x − 1)

.

Απ. a) 1, b) 1/2, c) 0, d) −∞.

΄Ασκηση 4. Αν υπάρχουν, να ϐρεθούν τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→1

√
x − 1
x − 1

, b) lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x), c) lim

x→+∞
(
√
x2 + 1 + x).

Απ. a) 1/2, b) 0, c) +∞.

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f =


x + 1 αν x ≤ −1,
x2 + 1 αν −1 < x < 0,
1− x αν x > 0.

Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια : a) lim
x→−1

f (x), b) lim
x→0

f (x), c) lim
x→4

f (x)

Απ. a) ∆εν υπάρχει, b) 1, c) − 3.

΄Ασκηση 6. Να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός a, έτσι ώστε το όριο

lim
x→+∞

(
√
x2 + x + 1− a x),

να είναι πραγµατικός αριθµός.
Απ. Για a = 1 το όριο είναι 1/2.
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4 Συνέχεια συνάρτησης

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την έννοια της συνέχειας συνάρτησης. Πιο συγκε-
κριµένα πότε ϑα λέγεται µια συνάρτηση συνεχής σε ένα σηµείο το οποίο ανήκει στο πεδίο
ορισµού της συνάρτησης και γενικότερα πότε ϑα λέγεται συνεχής σε κάποιο διάστηµα ή
ακόµα και σε όλο το πεδίο ορισµού της.

Ας ϑεωρήσουµε τα παρακάτω παραδείγµατα συναρτήσεων και ας επικεντρώσουµε την
προσοχή µας στο σηµείο x = 0.

f (x) =

{
x + 1 αν x ≤ 0

1− 2 x αν x > 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0− f (x) = limx→0+ f (x) = 1.
3) Από 1), 2) έχουµε ότι limx→0 f (x) = f (0).

f (x) =

{
x + 2 αν x 6= 0

1 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0 f (x) = limx→0(x + 2) = 2.
3) Από 1), 2) έχουµε ότι limx→0 f (x) 6= f (0).

f (x) =

{
x αν x ≤ 0

x + 2 αν x > 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 1 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).
2) ΄Εχουµε limx→0− f (x) = limx→0− x = 0, και
limx→0+ f (x) = limx→0−(x + 2) = 2 δηλαδή
limx→0− f (x) 6= limx→0+ x, άρα δεν υπάρχει το
limx→0 f (x).
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f (x) =


1
x2 αν x ≤ 0

0 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 0 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).

2) ΄Εχουµε lim
x→0

f (x) = lim
x→0

1
x2 = +∞, δηλαδή το όριο

της συνάρτησης είναι +∞, ενώ η τιµή της συνάρτησης
είναι πραγµατικός αριθµός, άρα limx→0 f (x) 6= f (0).

f (x) =

 −
1
|x|

αν x ≤ 0

0 αν x = 0

1) Η f ορίζεται στο x = 0, µε f (0) = 0 και το 0 είναι
σηµείο του D(f ).

2) ΄Εχουµε lim
x→0

f (x) = lim
x→0

−1
|x|

= −∞, δηλαδή το όριο

της συνάρτησης είναι −∞, ενώ η τιµή της συνάρτησης
είναι πραγµατικός αριθµός, άρα limx→0 f (x) 6= f (0).

Αν f (x) =
√
x τότε D(f ) = [0,+∞) και

1) Το x = 0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού D(f ) και
f (0) = 0,
2) Υπάρχει το lim

x→0
f (x) και ισχύει

lim
x→0

f (x) = lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

√
x = 0.

3) Από 1), 2) έχουµε ότι lim
x→0

f (x) = f (0).

Αν f (x) =
√
−x τότε D(f ) = (−∞,0] και

1) Το x = 0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού D(f ) και
f (0) = 0,
2) Υπάρχει το lim

x→0
f (x) και ισχύει

lim
x→0

f (x) = lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

√
x = 0,

3) Από 1), 2) έχουµε ότι lim
x→0

f (x) = f (0).

Στα παραδείγµατα α), στ) και Ϲ) έχουµε συναρτήσεις που ορίζονται στο x = 0, υπάρχει
το limx→0 f (x) και ισχύει limx→0 f (x) = f (0). Συναρτήσεις µε αυτές τις ιδιότητες λέγονται
συνεχείς στο µηδέν. Στα παραδείγµατα ϐ), γ), δ) και ε) έχουµε συναρτήσεις που ορίζονται στο
x = 0, και το όριο limx→0 f (x) ή είναι διάφορο του f (0) ή δεν υπάρχει ή είναι ±∞ οπότε και
πάλι διάφορο του f (0). Τις συναρτήσεις αυτές τις ονοµάζουµε ασυνεχείς στο µηδέν.
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Ορισµός 4.1. Μια συνάρτηση f ϑα λέγεται συνεχής στο x0, όπου x0 εσωτερικό σηµείο του
D(f ) ή D(f ) = [x0, a) ή D(f ) = (b, x0] αν και µόνο αν υπάρχει το limx→x0 f (x) και ισχύει
limx→x0 f (x) = f (x0).

Ορισµός 4.2. Μια συνάρτηση f ϑα λέγεται ασυνεχής στο x0 του D(f ) αν και µόνο αν η f δεν
είναι συνεχής στο x0, δηλαδή αν ισχύει τουλάχιστον µια από τις παρακάτω συνθήκες
α) ∆εν υπάρχει το limx→x0 f (x).
ϐ) limx→x0 f (x) = +∞ ή limx→x0 f (x) = −∞.
γ) Το limx→0 f (x) είναι πραγµατικός αριθµός, αλλά limx→x0 f (x) 6= f (0).

Ορισµός 4.3. Μια συνάρτηση f λέγεται από αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) συνεχής στο x0 του
D(f ) αν και µόνο αν limx→x0− f (x) = f (x0) ( αντίστοιχα limx→x0+ f (x) = f (x0) ).

Παρατήρηση 4.4. Αν µια συνάρτηση δεν είναι ορισµένη στο x0 δηλαδή το x0 δεν ανήκει στο
D(f ) δεν µπορούµε να µιλάµε για συνέχεια της συνάρτησης στο x0. Είναι γνωστό όµως ότι
µπορούµε να αναζητήσουµε το limx→x0 f (x) αρκεί το x0 να είναι οριακό σηµείο του D(f ).
Σε µια τέτοια περίπτωση αν το limx→x0 f (x) είναι πραγµατικός αριθµός ` τότε η συνάρτηση
µπορεί να επεκταθεί ώστε να είναι συνεχής στο x0 αρκεί να πάρουµε ως τιµή της συνάρτησης
στο x0 το `. Για παράδειγµα η συνάρτηση

f (x) = x sin(
1
x

)

δεν ορίζεται στο 0 άρα δεν µπορούµε να µιλάµε για συνέχεια της f στο µηδέν. ΄Οµως

lim
x→0

x sin(
1
x

) = 0

Αν ορίσουµε την συνάρτηση g µε τύπο

g(x) =


x sin(

1
x

) αν x 6= 0

0 αν x = 0

ϑα έχουµε επεκτείνει την f ώστε να είναι συνεχής στο µηδέν.

Παρατήρηση 4.5. Αν το x0 είναι σηµείο του πεδίου ορισµού της f και limx→x0 f (x) = `,
αλλά ` 6= f (0) τότε η f είναι ασυνεχής στο x0. Μια τέτοια ασυνέχεια λέµε ότι ‘‘αίρεται’’ ή
‘‘διορθώνεται’’ αρκεί να πάρουµε ως τιµή της f στο x0 το `. Αν η f είναι ασυνεχής επειδή
δεν υπάρχει το limx→x0 f (x) ή επειδή limx→x0 f (x) = ±∞ τότε λέµε ότι η ασυνέχεια δεν
διορθώνεται. Οπότε στο παράδειγµα ϐ) η ασυνέχεια διορθώνεται αρκεί να πάρουµε f (0) = 2,
ενώ στα παραδείγµατα γ), δ) και ε) η ασυνέχεια δεν διορθώνεται.

Παρατήρηση 4.6. Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο x0 σηµείο του πεδίου ορισµού της f ,
τότε limx→x0 f (x) = f (x0), άρα και limx→x0− f (x) = limx→x0+ f (x) = f (x0), δηλαδή αν η f

είναι συνεχής στο σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της τότε η f είναι από αριστερά και από
δεξιά συνεχής στο x0.
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Αλλά και αντίστροφα αν limx→x0− f (x)f (x0) και limx→x0+ f (x) = f (x0) δηλαδή αν η f είναι
από αριστερά και δεξιά συνεχής στο x0 τότε ϑα είναι και συνεχής στο x0.

Ορισµός 4.7. Αν I ένα διάστηµα του πεδίου ορισµού D(f ) της f ϑα λέµε ότι η f είναι συνεχής
στο I αν και µόνο αν η f είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ I.

Ορισµός 4.8. Θα λέµε ότι η f είναι συνεχής αν και µόνο αν η f είναι συνεχής σε κάθε
x0 ∈ D(f ) σηµείο του πεδίου ορισµού της.

4.1 Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων

Ιδιότητα 1. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν κοινό πεδίο ορισµού ένα διάστηµα I και στο x0 ∈ I
οι f, g είναι συνεχείς, τότε στο x0 ϑα είναι συνεχείς και οι συναρτήσεις f + g, f − g και f g. Το

αντίστροφο δεν ισχύει.

Αν η f είναι συνεχής στο x0 και η g ασυνεχής στο x0 τότε οι συναρτήσεις f + g, f − g και

f g είναι ασυνεχείς στο x0.

Ιδιότητα 2. Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο διάστηµα I και στο x0 ∈ I είναι συνεχής µε

f (x0) 6= 0, τότε η η συνάρτηση
1
f

είναι συνεχής στο x0.

Ιδιότητα 3. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν κοινό πεδίο ορισµού ένα διάστηµα I και στο x0 ∈ I οι
f, g είναι συνεχείς µε g(x0) 6= 0, τότε η συνάρτηση

f

g
είναι συνεχής στο x0.

Ιδιότητα 4. Αν οι συναρτήσεις g, f ορίζονται στα διαστήµατα I1, I2 αντίστοιχα και για κάθε

x ∈ I1 έχουµε ότι g(x) ∈ I2 τότε όπως γνωρίζουµε ορίζεται η συνάρτηση f ◦ g. Με αυτές τις

προϋποθέσεις αν η g είναι συνεχής στο x0 ∈ I1 και η f είναι συνεχής στο g(x0) ∈ I2 τότε και η

συνάρτηση f ◦ g ϑα είναι συνεχής στο x0. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

4.2 Χαρακτηριστικές συνεχείς συναρτήσεις

1. Η σταθερή συνάρτηση f (x) = c µε c σταθερός πραγµατικός αριθµός είναι συνεχής στο
R.

2. Η πολυωνυµική συνάρτηση f (x) = ak xk + ak−1 xk−1 + · · · + a1 x + a0 είναι συνεχής
στο R.

3. Η ϱητή συνάρτηση

f (x) =
ak xk + ak−1 xk−1 + · · ·+ a1 x + a0

bm xm + bm−1 xm−1 + · · ·+ b1 x + b0
=
A(x)

B(x)

είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ R για το οποίο B(x0) 6= 0.

4. Η συνάρτηση f (x) =
√
x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ D(f ) = [0,+∞).
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5. Η συνάρτηση f (x) = |x| είναι συνεχής στο R.

6. Η συνάρτηση f (x) = sin x είναι συνεχής στο R.

7. Η συνάρτηση f (x) = cos x είναι συνεχής στο R.

8. Η συνάρτηση f (x) = tan x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R µε x 6= k π + π/2, k ∈ Z.

9. Η συνάρτηση f (x) = cotan x είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R µε x 6= k π, k ∈ Z.

10. Η συνάρτηση f (x) = ax µε a > 0 είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R.

11. Η συνάρτηση f (x) = loga x µε a 6= 1 και a > 0 είναι συνεχής για κάθε x ∈ (0,+∞).

12. Η συνάρτηση f (x) = xa µε D(f ) = (0,+∞) και a σταθερός πραγµατικός αριθµός είναι
συνεχής σε κάθε x ∈ D(f ).

4.3 Παραδείγµατα στην συνέχεια συναρτήσεων

Παράδειγµα 4.1. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + 1 αν 0 ≤ x < 1 ,
3 x − 2 αν 1 ≤ x < 2 ,

2 x αν x ≥ 2 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια στα σηµεία x = 0, x = 1 και x = 2.
Απάντηση:

α) Για x = 0 έχουµε f (0) = 1 και η συνάρτηση ορίζεται στο [0,1) αλλά αριστερά του 0 δεν
ορίζεται, άρα limx→0 f (x) = limx→0+ f (x) = limx→0(x2 + 1) = 1, δηλαδή limx→0 f (x) = f (0).
Εποµένως η f είναι συνεχής στο x = 0.
ϐ) Για x = 1 έχουµε f (1) = 1 και limx→1− f (x) = limx→1−(x2 + 1) = 2 και limx→1+ f (x) =

Σχήµα 17: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης του Παρ. 4.1
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limx→0(3 x − 2) = 1, δηλαδή limx→1− f (x) 6= limx→1+ f (x). Εποµένως το όριο limx→1 f (x)

δεν υπάρχει και συνεπώς η f είναι ασυνεχής για x = 1. ΄Οµως µπορούµε να πούµε ότι η f
είναι από δεξιά συνεχής για x = 1 αφού limx→1+ f (x) = f (1).
γ) Για x = 2 έχουµε f (2) = 4 και limx→2− f (x) = limx→2−(3 x − 2) = 4, και limx→2+ f (x) =

limx→2+(2 x) = 4. ΄Αρα υπάρχει το όριο limx→2 f (x) και limx→2+ f (x) = 4 = f (2) συνεπώς η
f είναι συνεχής στο x = 2.

Παράδειγµα 4.2. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + x αν x ≤ 0 ,
x + 1 αν 0 < x < 1 ,
2 x αν x ≥ 1 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια.
Απάντηση:

α) Για κάθε x ∈ (−∞,0) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = x2 + x

ϐ) Για κάθε x ∈ (0,1) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = x + 1
γ) Για κάθε x ∈ (1,+∞) η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική µε τύπο f (x) = 2 x
δ) Για x = 0 έχουµε f (0) = 0, ενώ limx→0− f (x) = 0 και limx→0+ f (x) = 1, δηλαδή δεν
υπάρχει το limx→0 f (x) = f (0). Εποµένως η f είναι ασυνεχής στο x = 0. Αλλά επειδή η
limx→0− f (x) = limx→0 f (x) = f (0) µπορούµε να πούµε ότι είναι από αριστερά συνεχής στο
x = 0.
ε) Για x = 1 έχουµε f (1) = 2. Επιπλέον limx→1− f (x) = limx→1−(x + 1) = 2 και
limx→1+ f (x) = limx→1+(2 x) = 2, δηλαδή limx→1 f (x) = 2 = f (0), εποµένως η f είναι
συνεχής στο x = 1.

Σχήµα 18: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης του Παρ. 4.2
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Παράδειγµα 4.3. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x ≥ 2 ,

a x + 2 αν x < 2 .

Να ϐρεθεί η πραγµατική τιµή που πρέπει να πάρει το a για να είναι η συνάρτηση συνεχής
στο x = 2.
Απάντηση:

Για να είναι η συνάρτηση συνεχής στο x = 2 πρέπει και αρκεί limx→2+ f (x) = limx→2− f (x) =

f (2), δηλαδή limx→2+ x2 = limx→2−(a x + 2) = 22 ⇒ 2a + 2 = 4⇒ a = 1.

Παράδειγµα 4.4. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) =
x

sin x
. Να µελετηθεί ως προς την

συνέχεια.
Απάντηση: Οι συναρτήσεις g(x) = x και h(x) = sin x είναι συνεχείς σε όλο το R. ΄Αρα το
πηλίκο f (x) = g(x)/h(x) είναι συνεχής συνάρτηση για κάθε x ∈ R για το οποίο έχουµε
sin x 6= 0 δηλαδή x 6= k π, k ∈ Z. ΄Ετσι η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ R µε x 6= k π, k ∈ Z
το οποίο άλλωστε είναι και το D(f ).

Παράδειγµα 4.5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) = e x
2+2. Να µελετηθεί ως προς την

συνέχεια.
Απάντηση: Οι συναρτήσεις g(x) = ex και h(x) = x2 + 2 είναι συνεχείς σε όλο το R. Επειδή
D(g) = R ορίζεται η g ◦ h για κάθε x ∈ D(h) = R. Τότε όµως (από την ιδιότητα 4 συνεχών
συναρτήσεων) η συνάρτηση g ◦ h είναι συνεχής για κάθε x ∈ D(h) = R, δηλαδή η g ◦ h =

g(h(x)) = e x
2+2 είναι συνεχής για κάθε x ∈ R.
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4.4 ∆υο ϐασικές προτάσεις στις συνεχείς συναρτήσεις

Πρόταση 4.6. ( Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό

διάστηµα [a, b] µε f (a) 6= f (b) και z ένας πραγµατικός αριθµός µεταξύ του f (a) και f (b) τότε

υπάρχει τουλάχιστο ένα x0 ∈ (a, b) έτσι ώστε f (x0) = z.

Σχήµα 19: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής

Γεωµετρικά το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής εκφράζει το γεγονός ότι το γράφηµα µιας συ-
νεχούς συνάρτησης y = f (x) που ενώνει τα σηµεία M(a, f (a)), N(b, f (b)) του επιπέδου x−y
αναγκαστικά έχει τουλάχιστον ένα σηµείο τοµής µε την ευθεία y = z ας το πούµε A(x0, z).
Αφού το σηµείο αυτό ανήκει στο γράφηµα της συνάρτησης ϑα έχουµε f (x0) = z.

Πρόταση 4.7. ( Θεώρηµα Bolzano ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα

[a, b] και f (a) f (b) < 0, τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (a, b) έτσι ώστε f (x0) = 0.

Η γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος Bolzano είναι ότι το διάγραµµα µιας συνεχούς
συνάρτησης y = f (x) στο [a, b] µε f (a) f (b) < 0 αναγκαστικά τέµνει τον άξονα των x σε ένα
τουλάχιστον σηµείο x0 στο διάστηµα (a, b).

Σχήµα 20: Το ϑεώρηµα Bolzano είναι απλή συνέπεια του ϑεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής,
αφού από την f (a) f (b) < 0 έχουµε ότι f (a) < 0 < f (b) ή f (b) < 0 < f (a).

Η πρόταση µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής : Αν η f συνεχής στο [a, b] κι οι τιµές της f στα
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άκρα a, b του διαστήµατος είναι ετερόσηµες τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα

στο διάστηµα (a, b).

Παράδειγµα 4.8. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση cos x = x έχει τουλάχιστον µια λύση στο
διάστηµα [0, π2 ].
Απάντηση: Θεωρούµε την συνάρτηση f (x) = cos x−x στο διάστηµα [0, π2 ]. Η f είναι συνεχής
στο [0, π2 ] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων σε όλο το R. Οι τιµές της f στα άκρα είναι
f (0) = cos 0 − 0 = 1 και f (π2 ) = cos π

2 −
π
2 = −π

2 , οπότε f (0) f (π2 ) = −π
2 < 0. Συνεπώς,

από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (0, π2 ) τέτοιο ώστε f (x0) = 0 ⇒
cos x0−x0 = 0⇒ cos x0 = x0. ΄Αρα η εξίσωση cos x = x έχει τουλάχιστον µια ϱίζα x0 ∈ (0, π2 ).

Παράδειγµα 4.9. Να δειχθεί ότι η εξίσωση x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0 έχει τουλάχιστον µια
πραγµατική ϱίζα.
Απάντηση: Σε αυτό το παράδειγµα δεν χρειάζεται να αποδείξουµε ότι υπάρχει λύση σε συγ-
κεκριµένο διάστηµα. Θεωρούµε την συνάρτηση f (x) = x3 + 2 x2 + 3 x + 1 η οποία είναι
συνεχής ως πολυωνυµική σε όλο το R. ΄Εχουµε

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0) = lim
x→−∞

x3(1 +
2
x

+
3
x2 +

1
x3 ) = −∞

Συνεπώς υπάρχει κάποιος αριθµός a αρκετά µεγάλος αρνητικός (δεν είναι ανάγκη να του
δώσουµε συγκεκριµένη τιµή) έτσι ώστε f (a) = a3 + 2a2 + 3a+ 1 < 0. Από την άλλη έχουµε

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0) = lim
x→+∞

x3(1 +
2
x

+
3
x2 +

1
x3 ) = +∞

οπότε υπάρχει κάποιος αριθµός b αρκετά µεγάλος ϑετικός έτσι ώστε f (b) = b3 + 2 b2 + 3 b+

1 > 0. ∆ηλαδή f (a) f (b) < 0. ΄Αρα από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει κάποιος πραγµατικός
ξ ∈ (a, b) έτσι ώστε f (ξ ) = 0 ή αλλιώς ξ 3 + 2 ξ 2 + 3 ξ + 1 = 0, κι έτσι ο ξ είναι ϱίζα της
εξίσωσης x3 + 2 x2 + 3 x + 1 = 0.

Παρατήρηση: Ο αναγνώστης ίσως να προσπαθήσει λίγο πολύ στην τύχη να ϐρει ένα
διάστηµα στο οποίο εντοπίζεται η ϱίζα ξ (είναι η µόνη πραγµατική ϱίζα της εξίσωσης κι οι
άλλες δυο ϱίζες είναι συζυγείς µιγαδικές). Αν δοκιµάσει το διάστηµα (−1,0) ϑα ϐρεί ότι ο ξ
ϐρίσκεται στο διάστηµα αυτό (γιατι ;)

Παράδειγµα 4.10. Να δειχθεί ότι η εξίσωση x5 + 20 x + 3 = 0 έχει µόνο µια πραγµατική ϱίζα
στο (−1,1).
Απάντηση: Αν f (x) = x5+20 x+3 έχουµε f (−1) = −18 και f (1) = 24 δηλαδή f (−1) f (1) <

0 και η f είναι συνεχής στο [−1,1], άρα υπάρχει µια τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα της
εξίσωσης f (x) = 0 στο διάστηµα (−1,1). ΄Οµως η f (x) είναι γνησίως αύξουσα στο [−1,1] γιατί
για κάθε x1, x2 ∈ [−1,1] µε x1 < x2 έχουµε f (x1)− f (x2) = x5

1 +20 x1 +3−(x5
2 +20 x2 +3) =

(x5
1 − x5

2 ) + 20(x1 − x2) < 0 αφού x1 − x2 < 0 και x5
1 − x5

2 < 0. ΄Ετσι ϐγαίνει το συµπέρασµα
ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει µόνο µια ϱίζα στο διάστηµα (−1,1), γιατί αν υποθέσουµε ότι
υπάρχουν δυο ϱίζες ρ1, ρ2 µε ρ1 < ρ2 στο (−1,1) τότε f (ρ1) = f (ρ2) = 0 που είναι άτοπο
αφού πρέπει f (ρ1) < f (ρ2) επειδή η f είναι γνήσια αύξουσα στο [−1,1].

48



ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

4.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


|x − 2| αν x ≥ 1 ,

2 x αν 0 ≤ x < 1 ,
−x αν x < 0 .

Να µελετηθεί ως προς της συνέχεια για x = 0 και για x = 1.

΄Ασκηση 2. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 + α αν x ≥ 0 ,

� + 2
√
x2 + 1 αν x < 0 .

Να προσδιορισθούν τα α, � αν γνωρίζουµε ότι f (1) = 2 και ότι η f είναι συνεχής για x = 0.

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x

x + 1
αν > 2 ,

α αν x = 2 ,
� + x2 αν x < 2 .

Να προσδιορισθούν τα α, � αν γνωρίζουµε ότι η f είναι συνεχής για x = 2.

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι στο διάστηµα (0,1) η εξίσωση x 2x = 1 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα.

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 + 2 αν −2 ≤ x < 0 ,
−x2 − 2 αν 0 ≤ x ≤ 2 .

Να εξετασθεί αν υπάρχει x0 ∈ (−2,2) τέτοιο ώστε f (x0) = 0.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g µε τύπους

f (x) = x2 , g(x) =

{
x − 1 αν x ≥ 0 ,
x + 1 αν x < 0 .

Να µελετηθεί η συνάρτηση f ◦ g ως προς την συνέχεια.

΄Ασκηση 7. Να εξετασθούν ως προς την συνέχεια στο x = 0 οι παρακάτω συναρτήσεις. Αν
είναι η f είναι ασυνεχής και η ασυνέχεια µπορεί να διορθωθεί να τροποποιήσετε κατάλληλα
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την τιµή της f στο x = 0.

1) f (x) =


|x|
x

αν x 6= 0

0 αν x = 0

2) f (x) =


x2 αν x 6= 0

1 αν x = 0
3) f (x) =


1
|x|

αν x 6= 0

−1 αν x = 0

4) f (x) =


x αν x ≤ 0

1
x

αν x > 0
5) f (x) =


sin

1
x

αν x > 0

1 αν x ≤ 0

6) f (x) =


tan x

x
αν x 6= 0

0 αν x = 0

΄Ασκηση 8. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


sin(2 x) + x2

x
αν x < 0

x2 − x + a αν x ≥ 0

Να προσδιορισθεί η τιµή του a ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω η συνάρτηση f για την οποία ισχύει

| sin x| ≤ f (x) ≤ |x| ∀x ∈ R .

Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x = 0.

΄Ασκηση 10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 − 3 x + 5 αν x < 2

x3 + 2 x − 9 αν x > 2

Μπορούµε να ορίσουµε το f (2) έτσι ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής ;

΄Ασκηση 11. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 − 2 x + 1

x − 1
αν x 6= 1

0 αν x = 1

Να εξετασθεί η συνάρτηση f ως προς την συνέχεια στο x = 1.
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΄Ασκηση 12. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


2 x2 + x − 1

x + 1
αν x < −1

x2 − 4
x + 2

αν x ≥ −1

Να εξετασθεί η συνάρτηση f ως προς την συνέχεια στο x = −1.

΄Ασκηση 13. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


−5 x2 + λ x + λ2 αν x < −2

8 x + λ αν x ≥ −2

Να προσδιορισθεί το λ ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 14. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


α x2 − x + � αν x < −1

1 αν x = −1
� x2 + α x − 1 αν x > −1

Να προσδιορισθούν τα α, � ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 15. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x2 + (α − 1) x + � αν x < −1

� x − α αν x ≥ −1

Αν f (2) = 0, να προσδιορισθούν τα α, � ∈ R έτσι ώστε η f να είναι συνεχής.

΄Ασκηση 16. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


2 x αν x ≤ 0

sin(α x) αν x > 0

Για ποιές τιµές του α ∈ R η f είναι συνεχής ;

΄Ασκηση 17. (Θεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach)
΄Εστω f : [0,1]→ [0,1] συνεχής. ∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [0,1] τέτοιο ώστε f (x0) = x0.
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5 Παράγωγος συνάρτησης

Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [a, b]. Για κάθε x0 ∈ [a, b] ορίζουµε
µια νέα συνάρτηση µε τύπο

Πx0(x) =
f (x)− f (x0)

x − x0

µε πεδίο ορισµού D(Πx0) = D(f )− {x0}.
Την συνάρτηση Πx0 την ονοµάζουµε πηλίκο διαφορών της f στο x0. Για την συνάρτηση αυτή
µπορούµε να αναζητήσουµε το όριο της καθώς το x τείνει στο x0. Το όριο limx→x0 Πx0(x)

µπορεί να είναι πραγµατικός αριθµός, +∞, −∞ ή να µην υπάρχει.

• Αν το limx→x0 Πx0(x) είναι πραγµατικός αριθµός τότε ο αριθµός αυτός λέγεται η πρώτη πα-

ϱάγωγος της f στο x0, και λέµε ότι η f παραγωγίζεται στο x0.

• Αν το limx→x0 Πx0(x) είναι±∞, ή δεν υπάρχει λέµε ότι η f δεν παραγωγίζεται στο x0. Ειδικά
αν το όριο είναι ±∞ µπορούµε να λέµε ότι η παράγωγος της f στο x0 απειρίζεται ϑετικά,
αντίστοιχα αρνητικά.

Παράδειγµα 5.1. Για την συνάρτηση f (x) = sin x έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών της f στο
µηδέν είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=

sin x

x
και lim

x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

sin x

x
= 1 .

΄Αρα η f παραγωγίζεται στο 0 ή έχει πρώτη παράγωγο στο 0 και είναι 1. Συνήθως σηµειώνουµε
τον αριθµό αυτό µε f ′(0) = 1.

Παράδειγµα 5.2. Για την συνάρτηση f (x) = |x| έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών της f στο
µηδέν είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=
|x|
x

΄Οµως από την ΄Ασκηση 2.c σελ. 39, γνωρίζουµε ότι το όριο limx→0
|x|
x δεν υπάρχει, οπότε

λέµε ότι η f (x) = |x| δεν έχει πρώτη παράγωγο στο µηδέν ή ότι δεν παραγωγίζεται στο µηδέν.

Παράδειγµα 5.3. Για την συνάρτηση f (x) = 3
√
x έχουµε ότι το πηλίκο διαφορών στο µηδέν

είναι

f (x)− f (0)

x − 0
=

3
√
x

x
=

1
3
√
x2

και lim
x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

1
3
√
x2

= +∞ .

Επειδή το όριο είναι +∞ λέµε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν, ή ότι η πρώτη
παράγωγος της f στο µηδέν απειρίζεται ϑετικά.

Παράδειγµα 5.4. Για την συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
x2 αν x ≤ 1

(x − 2)2 αν x > 1
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έχουµε ότι το πηλίκο των διαφορών της f είναι

Αν x < 1
f (x)− f (0)

x − 0
=
x2 − 1
x − 1

= x+1 και lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→1−
(x+1) = 2

Αν x > 1
f (x)− f (0)

x − 0
=

(x − 2)2 − 1
x − 1

=
(x − 2− 1)(x − 2 + 1)

x − 1
=

(x − 3)(x − 1)

x − 1
= x−3

και
lim
x→1+

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→1+
(x − 3) = −2

Αφού lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 1
6= lim

x→1+

f (x)− f (0)

x − 1
δεν υπάρχει το όριο lim

x→1

f (x)− f (0)

x − 1
, και συνεπώς

η f δεν έχει πρώτη παράγωγο στο ένα. Επειδή όµως υπάρχει το lim
x→1−

f (x)− f (0)

x − 1
και είναι

πραγµατικός αριθµός µπορούµε να λέµε ότι υπάρχει η από αριστερή παράγωγος της f στο

ένα. Επίσης, επειδή υπάρχει το lim
x→1+

f (x)− f (0)

x − 1
και είναι πραγµατικός αριθµός µπορούµε

να λέµε ότι υπάρχει η από δεξιά παράγωγος της f στο 1.

Ορισµός 5.5. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f µε D(f ) = [a, b] παραγωγίζεται στο σηµείο x0 ∈
[a, b] ή ότι υπάρχει η πρώτη παράγωγος της f στο x0 αν και µόνο αν υπάρχει το όριο

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
και είναι πραγµατικός αριθµός. Το πραγµατικό αυτό αριθµό τον ονο-

µάζουµε πρώτη παράγωγο της f στο x0 και τον συµβολίζουµε µε f ′(x0).

Ορισµός 5.6. Θα λέµε ότι η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f µε D(f ) = [a, b] απειρίζεται
ϑετικά (αντίστοιχα αρνητικά) στο σηµείο x0 ∈ [a, b] αν και µόνο αν

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= +∞ (αντίστοιχα −∞)

Ορισµός 5.7. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f µε D(f ) = [a, b] παραγωγίζεται από αριστερά
(αντίστοιχα δεξιά) στο σηµείο x0 ∈ [a, b] αν και µόνο αν υπάρχει το όριο

lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
(αντίστοιχα lim

x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
)

και είναι πραγµατικός αριθµός. Το πραγµατικό αυτό αριθµό τον ονοµάζουµε αριστερή (αντ.
δεξιά) παράγωγο της f στο x0 και τον συµβολίζουµε µε f ′(x0 − 0) ( αντ. f ′(x0 + 0) ).

Πρόταση 5.8. ΄Εστω συνάρτηση f και x0 ∈ D(f ) εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της.

Αν υπάρχει αριστερή και δεξιά παράγωγος της f στο x0 και ισχύει f ′(x0 + 0) = f ′(x0 − 0), τότε

υπάρχει η παράγωγος της f στο x0 και ισχύει f ′(x0) = f ′(x0 + 0) = f ′(x0 − 0). Αντίστροφα, αν

υπάρχει η παράγωγος f ′(x0) της f στο x0 τότε υπάρχουν και οι f ′(x0 + 0), f ′(x0− 0) και ισχύει

f ′(x0 + 0) = f ′(x0 − 0) = f ′(x0).

Είναι προφανές ότι αν δεν υπάρχει µια τουλάχιστον από τις πλευρικές παραγώγους της
f στο x0 τότε δεν υπάρχει η f ′(x0), καθώς επίσης αν υπάρχουν οι f ′(x0 + 0), f ′(x0 − 0) αλλά
ισχύει f ′(x0 + 0) 6= f ′(x0 − 0) τότε και πάλι δεν υπάρχει η f ′(x0).
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5.1 Η συνάρτηση παραγώγου της f .

Αν στο κάθε x0 ∈ D(f ) για το οποίο υπάρχει η πρώτη παράγωγος της f αντιστοιχίσουµε
τον πραγµατικό αριθµό f ′(x0) ϑα σχηµατίσουµε µια µονοσήµαντη αντιστοιχία του συνόλου
D(f ′) = {x0 ∈ D(f ) : ∃ f ′(x0)} στο R, οπότε ϑα έχουµε µια συνάρτηση την οποία ονοµάζουµε
συνάρτηση πρώτης παραγώγου της f ή πιο απλά πρώτη παράγωγο της f . Πιο συγκεκριµένα:

Ορισµός 5.9. Ονοµάζουµε συνάρτηση πρώτης παραγώγου της f ή πιο απλά πρώτη παράγωγο
της f , την συνάρτηση µε πεδίο ορισµού D(f ′) = {x0 ∈ D(f ) : ∃ f ′(x0)} και τύπο f ′ που
ορίζεται από την αντιστοιχία

D(f ′) 3 x0
f ′→ f (x0) ∈ R

Προσοχή !!! ∆εν πρέπει να συγχέουµε τις έννοιες ‘‘πρώτη παράγωγος της f στο x0’’ και
‘‘πρώτη παράγωγος της f ’’ µεταξύ τους. Η πρώτη έννοια είναι ένας πραγµατικός αριθµός ενώ
η δεύτερη είναι µια συνάρτηση.

Ορισµός 5.10. Ονοµάζουµε δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f στο x0 ∈ D(f ) την πρώτη
παράγωγο στο x0 της συνάρτησης πρώτης παραγώγου f ′. Την δεύτερη παράγωγο στο x0

της f συµβολίζουµε µε f ′′(x0) δηλαδή f ′′(x0) = (f ′(x))′x=x0
. Επαγωγικά, από την σχέση

f (n) = (f (n−1)(x))′x=x0
ορίζεται η n-οστή παράγωγος της f στο x0.

Για το υπολογισµό της συνάρτησης πρώτης παραγώγου της f στο x0 πρέπει να ϐρούµε το

όριο του πηλίκου των διαφορών
f (x)− f (x0)

x − x0
. Μια χρήσιµη αντικατάσταση για την εύρεση

αυτού του ορίου είναι η x − x0 = h, οπότε επειδή x → x0 και x 6= x0, τότε h → 0, και h 6= 0,
οπότε

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Επιπλέον, η αντικατάσταση αυτή µας επιτρέπει να υπολογίζουµε πιο εύκολα και την συνάρ-
τηση πρώτης παραγώγου της f αφού για το τυχαίο x ∈ D(f ) για το οποίο υπάρχει η πρώτη
παράγωγος, η προηγούµενη σχέση δίνει

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h

Για παράδειγµα, η πρώτη παράγωγος της f (x) = x2 είναι

(x2)′ = lim
h→0

(x + h)2 − x2

h
= lim

h→0

(x + h − x)(x + h + x)

h
= lim

h→0
(2 x + h) = 2 x

και γενικά (xn)′ = n xn−1, n ∈ N
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5.2 Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου

Σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων ϑεωρούµε την γραφική παράσταση της συνάρτησης f .
΄Εστω ότι η f είναι ορισµένη για κάθε x ∈ [a, b] και έστω ότι υπάρχει η παράγωγος της f στο
x0 ∈ (a, b).

Ας ϑεωρήσουµε δυο σηµεία M(x0, f (x0) και N(x0 + h, f (x0 + h)) στο διάγραµµα της f . Η
ευθεία που ενώνει τα σηµεία αυτά ονοµάζεται τέµνουσα του διαγράµµατος και έχει εξίσωση

y− f (x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
(x − x0) (∗)

Ας υποθέσουµε τώρα ότι το σηµείο N πλησιάζει το σηµείο M κατά µήκος του διαγράµµατος
της f . Τότε το h πλησιάζει το 0 και παίρνοντας το όριο της εξίσωσης (∗) καθώς το h → 0 δίνει

y− f (x0) = f ′(x0)(x − x0) (∗∗)

Η (∗∗) είναι η εξίσωση µιας χαρακτηριστικής ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο
M(x0, f (x0)) και λέγεται εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(x0, f (x0)). Αλλά η εξίσωση ευθείας
που περνάει από τοM(x0, f (x0)) και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι y−f (x0) = λ(x−x0).
΄Αρα το f ′(x0) είναι ο συντελεστής διεύθυνσης (κλίση) της (ε), δηλαδή tanω = f ′(x0), όπου ω
είναι η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας των x µε την ευθεία (ε).

Σχήµα 21: Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου: Το f ′(x0) είναι ο συντελεστής διεύθυνσης
της εφαπτόµενης ευθείας στο διάγραµµα της f στο σηµείοM(x0, f (x0)), δηλαδή f ′(x0) = tanω

΄Αν f ′(x0) = 0 τότε η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f στο σηµείο M(x0, f (x0)) είναι
παράλληλη προς τον άξονα των x, ενώ αν f ′(x0) = ±∞ τότε η εφαπτοµένη του διαγράµµατος
της f στο σηµείο M(x0, f (x0)) είναι παράλληλη προς τον άξονα των y.

Παράδειγµα 5.11. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f (x) = x2 + α x + �. Να προσδιορισθούν οι
πραγµατικοί αριθµοί α, � ώστε η εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(1,2) να έχει κλίση λ = 4.
Απάντηση: Αφού τοM(1,2) είναι σηµείο του διαγράµµατος της f ϑα πρέπει f (1) = 2, δηλαδή
1 + α+ � = 2 ή α+ � = 1. Από την άλλη η εφαπτοµένη της f στο σηµείο M(1,2) έχει κλίση
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4 άρα ϑα πρέπει f ′(1) = 4. ΄Οµως f ′(x) = 2 x + α, εποµένως f ′(1) = 2 + α = 4 ή α = 2.
Τότε η σχέση α + � = 1 δίνει � = −1. ΄Ετσι το πρόβληµα έχει λύση για α = 2, � = −1.

5.3 Κανόνες παραγώγισης

Πριν αναφέρουµε τους κανόνες της παραγώγισης αναφέρουµε µια ϐασική πρόταση η οποία
συνδέει την παραγωγισιµότητα συναρτήσεων µε την συνέχεια.

Πρόταση 5.12. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ D(f ) τότε η συνάρτηση είναι

συνεχής στο x0. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Απόδειξη: Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 υπάρχει το f ′(x0) και είναι πραγµατικός
αριθµός. ∆ηλαδή

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

Τότε αν πάρουµε το όριο όταν το x → x0 στην ταυτότητα

f (x)− f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)

έχουµε ότι

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
lim
x→x0

(x − x0) = f ′(x0) lim
x→x0

(x − x0) = f ′(x0) 0 = 0

∆ηλαδή limx→x0(f (x) − f (x0)) = 0 ⇒ limx→x0 f (x) = f (x0), συνεπώς η f είναι συνεχής στο
x0.

Το αντίστροφο δεν ισχύει αφού είναι δυνατόν µια συνάρτηση να είναι συνεχής στο x0 ∈
D(f ) χωρίς να είναι η f παραγωγίσιµη στο x0. Το κλασικό παράδειγµα είναι η f (x) = |x| η
οποία είνα συνεχής στο x = 0 αλλά όπως έχουµε δει δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν (σελ.
52, παράδειγµα 5.2). �

5.3.1 Κανόνας παραγώγισης αθροίσµατος

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

Ο κανόνας ισχύει και όταν έχουµε πεπερασµένο πλήθος προσθετέων.

5.3.2 Κανόνας παραγώγισης διαφοράς

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x)
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5.3.3 Κανόνας παραγώγισης γινοµένου (κανόνας του Leibniz)

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) ισχύει

(f (x) g(x))′ = f ′(x) g(x) + f (x) g′(x)

Αν f (x) = c η σταθερή συνάρτηση τότε ο προηγούµενος κανόνας γίνεται (c g(x))′ = c g′(x)

αφού f ′(x) = 0.

5.3.4 Κανόνας παραγώγισης πηλίκου

Για κάθε x ∈ D(f ) ∩ D(g) για το οποίο υπάρχει η f ′(x) και η g′(x) και είναι g(x) 6= 0 ισχύει(
f (x)

g(x)

)′
=
f ′(x) g(x)− f (x) g′(x)

g2(x)

Αν f (x) = 1, τότε ο προηγούµενος κανόνας γίνεται(
1
g(x)

)′
=
− g′(x)

g2(x)

5.3.5 Κανόνας παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης - κανόνας της αλυσίδας

Αν f, g συναρτήσεις για τις οποίες R(g) ∩ D(f ) 6= ∅, τότε ορίζεται η f ◦ g. Για κάθε x για το
οποίο υπάρχει η g′(x) και υπάρχει η f ′(t) µε t = g(x), τότε υπάρχει η (f ◦ g)′(x) και ισχύει

(f ◦ g)′(x) = f ′(t)|t=g(x) g′(x) = f ′(g(x)) g′(x)

Για παράδειγµα αν f (x) = sin(h(x)), τότε

f ′(x) = cos(h(x))h ′(x)

5.3.6 Κανόνας παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης

Για κάθε x για το οποίο υπάρχει η f ′(x) µε f ′(x) 6= 0 υπάρχει και η (f −1(x))′ και ισχύει

(f −1(x))′ =
1
f ′(t)

∣∣∣∣
t=f−1(x)

Για παράδειγµα αν f (x) = sin x, τότε για κάθε x ∈ (−π/2, π/2) έχουµε

(arcsin x)′ =
1

(sin t)′
=

1
cos t

=
1√

1− sin2 t
=

1√
1− sin2(arcsin(x))

=
1√

1− x2

δηλαδή

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
− 1 < x < 1
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Συνάρτηση Παράγωγος Αντίστοιχη σύνθετη
συνάρτηση

Παράγωγος

y = xn, n ∈ N y′ = n xn−1 x ∈ R y = gn(x) n ∈ N y′ = n gn−1(x) g′(x)

y = sin x y′ = cos x x ∈ R y = sin(g(x)) y′ = cos(g(x)) g′(x)

y = cos x y′ = − sin x x ∈ R y = cos(g(x)) y′ = − sin(g(x)) g′(x)

y = ex y′ = ex x ∈ R y = eg(x) y′ = eg(x) g′(x)

y = log x y′ =
1
x

x ∈ R+ y = log(g(x)) y′ =
g′(x)

g(x)

y =
√
x y′ =

1
2
√
x

x ∈ R+ y =
√
g(x) y′ =

1
2
√
g(x)

g′(x)

y = tan x y′ =
1

cos2 x
x 6= kπ +

π

2
y = tan(g(x)) y′ =

1
cos2(g(x))

g′(x)

y = cot x y′ = − 1
sin2 x

x 6= kπ y = cot(g(x)) y′ = − 1
sin2(g(x))

g′(x)

y = xa, a ∈ R y′ = a xa−1 x ∈ R+ y = ga(x) y′ = a ga−1(x) g′(x)

y = arcsin x y′ =
1√

1− x2
− 1 < x < 1 y = arcsin(g(x)) y′ =

1√
1− g2(x)

g′(x)

y = arccos x y′ = − 1√
1− x2

− 1 < x < 1 y = arccos(g(x)) y′ = − 1√
1− g2(x)

g′(x)

y = arctan x y′ =
1

1 + x2 x ∈ R y = arctan(g(x)) y′ =
1

1 + g2(x)
g′(x)

y = arccot x y′ = − 1
1 + x2 x ∈ R y = arccot(g(x)) y′ = − 1

1 + g2(x)
g′(x)

Πίνακας 1: Παράγωγοι των κυριοτέρων στοιχειωδών συναρτήσεων

Επίσης µπορούµε να γνωρίζουµε ότι
• y = ax ⇒ y′ = ax log a, ∀x ∈ R και a > 0

• y = loga x ⇒ y′ =
1

x log a
, ∀x ∈ R+ και a > 0, a 6= 1.

Πράγµατι, y = ax ⇒ log y = log ax ⇒ log y = x log a ⇒ (log y)′ = log a ⇒ y′/y =

log a ⇒ y′ = y log a ⇒ y′ = ax log a.
Επιπλέον y = loga x ⇒ ay = x ⇒ log ay = log x ⇒ y log a = log x ⇒ (y log a)′ =

(log x)′ ⇒ y′ log a = 1/x ⇒ y′ =
1

x log a
.
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5.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f (x) = |x − 1|+ 2 δεν έχει παράγωγο για x = 1.

΄Ασκηση 2. Αν f (x) = |x2 − 4 x + 3| να ϐρεθεί η f ′(0) και να εξετασθεί αν υπάρχει η f ′(3).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω η συνάρτηση µε τύπο f (x) = x |x|. Να ϐρεθεί αν υπάρχει η f ′(0).

΄Ασκηση 4. Αν για την συνάρτηση f έχουµε

f (x) =

{
x2 αν x ≤ 2

α x + � αν x > 2

να ϐρεθούν τα α, � ώστε να υπάρχει η f ′(2).

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =

{
2 x2 + q + 1 αν x < 0
a x + b αν x ≥ 0

να ϐρεθούν τα α, � ώστε να υπάρχει η f ′(0) και να υπολογισθεί.

΄Ασκηση 6. Υπολογίστε (αν υπάρχουν) τις παραγώγους καθώς και τις πλευρικές παραγώγους
στο x = 0 των παρακάτω συναρτήσεων

1) f (x) = 2 , 2) f (x) = 3 x2 − 5 x + 3 , 3) f (x) = tan x , 4) f (x) =

{
−2
√
−x αν x < 0

3
√
x αν x ≥ 0

5) f (x) =

{
0 αν x 6= 0
1 αν x = 0

6) f (x) =


1− x αν x > 0

0 αν x = 0
−1− x αν x < 0

΄Ασκηση 7. ΄Εστω η συνάρτηση f µε τύπο

f (x) =


x

1 + e1/x αν x 6= 0

0 αν x = 0

Να ϐρεθεί η παράγωγος της f σε κάθε σηµείο του R για το οποίο υπάρχει.

΄Ασκηση 8. Αν x − x2 ≤ f (x) ≤ x2 + x για κάθε x ∈ R, να δειχθεί ότι υπάρχει το f ′(0) και
να υπολογισθεί.

΄Ασκηση 9. ∆ίνεται η παραβολή y = x2 + 3 x + �. Να ϐρεθεί το σηµείο της παραβολής στο
οποίο η εφαπτοµένη της είναι :
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α) παράλληλη προς τον άξονα των x
ϐ) παράλληλη προς την ευθεία 2 x − y = 3
γ) παράλληλη προς την ευθεία y = x.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της υπερβολής y = a2/x στο
σηµείο M(a, b) µε τον άξονα των x.

΄Ασκηση 11. Να δειχθεί ότι η ευθεία y = −x εφάπτεται στο διάγραµµα της f (x) = x2+3 x+4
και να ϐρεθεί το σηµείο επαφής.

΄Ασκηση 12. Να δειχθεί ότι στην παραβολή f (x) = x2 + a x + b η χορδή που διέρχεται από
το σηµείο µε τετµηµένες x = a και x = b είναι παράλληλη προς την εφαπτοµένη στο σηµείο
M
(
a+b

2 , f (a+b2 )
)
.

΄Ασκηση 13. Αν f (x) = sin x και g(t) = sin(t2 − 1) να υπολογισθεί η g′(1).

΄Ασκηση 14. Να υπολογισθεί η παράγωγος των συναρτήσεων

a) f (x) = xx b) f (x) = (x2 + 1)x
2
, c) f (x) = (log x)x , d) f (x) = 5sin x

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθεί η παράγωγος για καθεµιά από τις παρακάτω συναρτήσεις :

a) f (x) = x3 ex , b) f (x) =
x2

log x
, c) f (x) = ex cos x

d) x3 log x − 1
3
x3 , e) f (x) = (x − 1) 2x , f ) f (x) =

ex

x2 .

΄Ασκηση 16. Να υπολογισθεί η παράγωγος της συνάρτησης

f (x) =
x2 ex cos x

x + 1

΄Ασκηση 17. Αν y = e
√
x + e−

√
x να δειχθεί ότι ισχύει

x y′′ +
1
2
y′ − 1

4
y = 0 .

΄Ασκηση 18. Αν y = a cos(λ x) + b sin(λ x) να δειχθεί ότι ισχύει y′′ + λ2 y = 0 .

΄Ασκηση 19. Αν ey =
1

x + 1
να δειχθεί ότι ισχύει x y′ + 1 = ey.

΄Ασκηση 20. ∆ίνεται η καµπύλη x3 + y3 = 3 x y στο επίπεδο. Να ϐρεθεί η παράγωγος της
y = f (x) ως µια έκφραση των x, y και η εφαπτοµένη στο σηµείο M(3/2,3/2).

60



ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

΄Ασκηση 21. Να ϐρεθούν οι κλίσεις των εφαπτοµένων της καµπύλης y2 − x + 1 = 0 στα
σηµεία M1(2,−1) και M2(2,1).

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η δεύτερη παράγωγος της y = f (x) η οποία δίνεται στην πεπλεγµένη
µορφή 4 x2 − 2 y2 = 9 σε συνάρτηση των x, y.
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6 Εφαρµογές των παραγώγων στον υπολογισµό ορίων α-

προσδιόριστων µορφών - Κανόνες l’ Hopitâl

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε εφαρµογές των παραγώγων συναρτήσεων στον υπολο-
γισµό απροσδιόριστων µορφών ορίων. ΄Ολες οι απροσδιόριστες µορφές µετατρέπονται στις

απροσδιόριστες µορφές του τύπου
0
0
, ή

+∞
+∞

και ο υπολογισµός αυτών των µορφών αυτών
γίνεται αντίστοιχα χρησιµοποιώντας δυο κανόνες που είναι γνωστοί ως κανόνες l’ Hôpital.

Ο πρώτος κανόνας l’ Hôpital αναφέρεται στην απροσδιόριστη µορφή του τύπου
0
0
.

Πρώτος Κανόνας l’ Hôpital: ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f (x) και g(x) είναι παρα-
γωγίσιµες στο διάστηµα I = (a, x0)∪ (x0, b) και ότι g(x) 6= 0, και g′(x) 6= 0 για κάθε
x ∈ I. Υποθέτουµε επίσης ότι limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x) = 0.

Αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, τότε υπάρχει και το όριο lim

x→x0

f (x)

g(x)
και τα δυο αυτά

όρια έχουν την ίδια τιµή, δηλαδή ισχύει :

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f (x)

g(x)

Ο κανόνας ισχύει, µε τις ανάλογες προσαρµογές, και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου:
x → x+0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Επιπλέον ο κανόνας ισχύει ακόµα και στην περίπτωση που lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= ±∞.

Παράδειγµα 6.1. Θα υπολογίσουµε το όριο lim
x→0

ex − 1
sin x

. Στο I = (−π
2 ,0) ∪ (0, π2 ) ισχύει

sin x 6= 0 και (sin x)′ = cos x 6= 0. Επίσης, limx→0 ex − 1 = limx→0 sin x = 0. Οπότε
ισχύουν οι υποθέσεις του πρώτου κανόνα l’ Hôpital και υπολογίζουµε το όριο του λόγου των
παραγώγων:

lim
x→0

(ex − 1)′

(sin x)′
= lim

x→0

ex

cos x
=

limx→0 ex

limx→0 cos x
=

1
1

= 1

Συνεπώς, lim
x→0

ex − 1
sin x

= 1.
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Ο δεύτερος κανόνας l’ Hôpital αναφέρεται στην απροσδιόριστη µορφή του τύπου
+∞
+∞

, ή
ακριβέστερα, σε µια γενίκευσή της.

∆εύτερος Κανόνας l’ Hôpital: ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f (x) και g(x) είναι παρα-
γωγίσιµες στο διάστηµα I = (a, x0)∪ (x0, b) και ότι g(x) 6= 0, και g′(x) 6= 0 για κάθε
x ∈ I. Υποθέτουµε επίσης ότι limx→x0 g(x) = +∞ ή −∞.

Αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, τότε υπάρχει και το όριο lim

x→x0

f (x)

g(x)
και τα δυο αυτά

όρια έχουν την ίδια τιµή, δηλαδή ισχύει :

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f (x)

g(x)

Ο κανόνας ισχύει, µε τις ανάλογες προσαρµογές, και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου:
x → x+0 , x → x−0 , x → +∞, x → −∞.

Επιπλέον ο κανόνας ισχύει ακόµα και στην περίπτωση που lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= ±∞.

Στις υποθέσεις του ∆εύτερου Κανόνα l’ Hôpital δεν αναφέρεται αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f (x)

ούτε ποιά ακριβώς είναι η τιµή του (αν υπάρχει). Εποµένως, οι απροσδιόριστες µορφές ±∞±∞
είναι ειδικές περιπτώσεις του ∆εύτερου Κανόνα l’ Hôpital, όπως διατυπώθηκε προηγουµένως.

Παράδειγµα 6.2. Θα αποδείξουµε ότι

lim
x→+∞

xb

ax
= 0 b > 0, a > 1

Θα αντιµετωπίσουµε πρώτα την περίπτωση b = 1, δηλαδή limx→+∞
x
ax = 0, µε a > 1. Για

κάθε x ∈ R έχουµε ax 6= 0 και (ax)′ = ax log a 6= 0. Επιπλέον έχουµε limx→+∞ x =

limx→+∞ ax = +∞ οπότε έχουµε απροσδιόριστη µορφή +∞
+∞ . Για τον λόγο των παραγώγων

έχουµε ότι
x ′

(ax)′
=

1
ax log a

και έχουµε ότι lim
x→+∞

1
ax log a

= 0

Συνεπώς, εφαρµόζοντας τον δεύτερο κανόνα l’ Hôpital lim
x→+∞

x

(ax)
= 0. Η γενική περίπτωση

αντιµετωπίζεται µε ϐάση την ειδική αφού

xb

ax
=

xb

(a1/b)x b
=

(
x

(a1/b)x

)b
=

(
x

γx

)b
όπου ϑέσαµε γ = a1/b > 1. Οπότε

lim
x→+∞

xb

ax
= lim

x→+∞

(
x

γx

)b
= 0b = 0.
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Παράδειγµα 6.3. Θα δείξουµε ότι

lim
x→+∞

(log x)b

xa
= 0 a > 0, b > 0

Θα αντιµετωπίσουµε πρώτα την περίπτωση b = 1, δηλαδή limx→+∞
log x
xa = 0, µε a > 0.

Για κάθε x ∈ (0,+∞) έχουµε xa 6= 0 και (xa)′ = a xa−1 log a 6= 0. Επιπλέον έχουµε
limx→+∞ log x = limx→+∞ xa = +∞ οπότε έχουµε απροσδιόριστη µορφή +∞

+∞ . Για τον λόγο
των παραγώγων έχουµε

(log x)′

(ax)′
=

1
x

a xa−1 =
1
a xa

και έχουµε ότι lim
x→+∞

1
a xa

= 0 .

Συνεπώς, εφαρµόζοντας τον δεύτερο κανόνα l’ Hôpital συµπεραίνουµε ότι lim
x→+∞

log x

(ax)
= 0.

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό έχουµε ότι για την γενική περίπτωση b > 0, ισχύει

lim
x→+∞

(log a)b

xa
= lim

x→+∞

(
log x

xa/b

)b
= 0b = 0 .

Παρατήρηση 6.4. Το αντίστροφο των κανόνων l’ Hôpital δεν ισχύει. ∆ηλαδή είναι δυνατόν να
έχουµε να υπολογίσουµε µια απροσδιόριστη µορφή ορίου και να µην υπάρχει το όριο των
λόγων των παραγώγων, όµως το όριο του λόγου των συναρτήσεων που ϑέλουµε να υπολο-
γίσουµε να υπάρχει !!

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το limx→+∞
x−cos x

x . Επειδή
x − cos x > x − 1 και limx→+∞(x − 1) = +∞, από γνωστή ιδιότητα των ορίων έχουµε ότι
limx→+∞(x− cos x) = +∞. Επιπλεόν, limx→+∞ x = +∞, άρα έχουµε απροσδιόριστη µορφή
+∞
+∞

. Το όριο όµως υπολογίζεται εύκολα γιατί

x − cos x

x
= 1− cos x

x
και

∣∣∣cos x

x

∣∣∣ < 1
x

∀x ∈ (0,+∞)

κι επειδή limx→+∞
1
x = 0, από γνωστή ιδιότητα των ορίων ϑα είναι και limx→+∞

cos x
x = 0.

΄Αρα limx→+∞
x−cos x

x = 1.
Ας δοκιµάσουµε τώρα να εφαρµόσουµε τον ∆εύτερο Κανόνα l’ Hôpital. Ο λόγος των

παραγώγων είναι (x−cosx)′
x′ = 1+sinx

1 = 1 + sin x και το όριο limx→+∞(1 + sin x) δεν υπάρχει
γιατί δεν υπάρχει το όριο limx→+∞ sin x.

Συνεπώς, υπάρχει περίπτωση το όριο της απροσδιόριστης µορφής που ϑέλουµε να υπο-
λογίσουµε να υπάρχει και οι κανόνες l’ Hôpital να µην µας ϐοηθούν στον υπολογισµό του
ορίου.

Υπάρχουν κι άλλες απροσδιόριστες µορφές, όµως όλες τους µπορούν να αναχθούν στις
απροσδιόριστες µορφές για τις οποίες µπορούν να εφαρµοσθούν οι δυο κανόνες l’ Hôpital.
Πιο συγκεκριµένα, Οι απροσδιόριστες µορφές ορίων είναι :
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α) Για την πρόσθεση: (+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞).

ϐ) Για την αφαίρεση: (+∞)− (+∞), (−∞)− (−∞).

γ) Για τον πολλαπλασιασµό: 0 (±∞), (±∞) 0.

δ) Για την διαίρεση:
±∞
±∞

,
0
0
,

a

0
µε a 6= 0.

ε) Για δυνάµεις : (+∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.

΄Ολες οι απροσδιόριστες µορφές, εκτός από την
a

0
µε a 6= 0, ανάγονται µε κατάλληλους

µετασχηµατισµούς στις απροσδιόριστες µορφές
0
0
,

+∞
+∞

. Πράγµατι :

1. ΄Εστω lim f (x) = 0 και lim g(x) = ±∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x) g(x) = 0 (±∞). Τότε

lim f (x) g(x) = lim
f (x)

1
g(x)

=
0
0

ή lim f (x) g(x) = lim
g(x)

1
f (x)

=
±∞
±∞

2. ΄Εστω lim f (x) = +∞ και lim g(x) = −∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim(f (x) + g(x)) = (+∞) + (−∞). Τότε

lim f (x) g(x) = lim

(
1
f (x)

+
1
g(x)

)
f (x) g(x) = 0 (−∞)

οπότε αναγόµαστε στην προηγούµενη περίπτωση (1) απροσδιόριστης µορφής.

3. ΄Εστω lim f (x) = 0, όπου f (x) > 0 και lim g(x) = 0 και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το
όριο lim f (x)g(x) = 00. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = 0 (−∞)

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).

4. ΄Εστω ότι lim f (x) = +∞ και lim g(x) = 0 και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x)g(x) = (+∞)0. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = 0 (+∞)

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).

5. ΄Εστω ότι lim f (x) = 1 και lim g(x) = ±∞ και ότι έχουµε να υπολογίσουµε το όριο
lim f (x)g(x) = 1±∞. Τότε

lim f (x)g(x) = lim elog f (x)
g(x)

= lim eg(x) log f (x) και lim g(x) log f (x) = (±∞) 0

οπότε και πάλι αναγόµαστε στην περίπτωση (1).
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6.1 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να εξακριβώσετε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις για την εφαρµογή του πρώτου ή
δεύτερου κανόνα l’ Hôpital, και να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0+

x log x, b) lim
x→0+

xx , c) lim
x→0+

(
1

sin x
− 1
x

)
,

d) lim
x→0

1− cos x

x
, e) lim

x→0

x − sin x

x3 , f ) lim
x→2

x2 − 3 x + 2
x2 − 4

,

g) lim
x→0

(
1
x
− 1
ex − 1

)
, h) lim

x→0+
(sin x)x , i) lim

x→0+
x

x
x−1 ,

Απ. a) 0, b) 1, c) 0, d) 0, e) 1
6 , f ) 1

4 , g) 1
2 , h) 1, i) e.

΄Ασκηση 2. Να εξακριβώσετε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις για την εφαρµογή του πρώτου ή
δεύτερου κανόνα l’ Hôpital, και να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0

(sin x)2

x
, b) lim

x→0

log(cos x)

x
, c) lim

x→+∞

(log x)2

x
,

d) lim
x→0

ex − cos x

tan x
, e) lim

x→0

ex + e−x − 2
3 x2 , f ) lim

x→0

tan x − x
x − sin x

.

Απ. a) 0, b) 1, c) 0, d) 1, e) 1
3 , f ) 2.

΄Ασκηση 3. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→+∞

ex

x4 , b) lim
x→0

sin(3x)

1− cos(4 x)
, c) lim

x→1

5 x7 − 6 x6 + x

(x − 1)2 .

Απ. a) +∞, b) δεν υπάρχει, c) 15.

΄Ασκηση 4. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→0

10x − 5x

x
, b) lim

x→+∞

ex

x + log x
, c) lim

x→+∞

log(1 + e2 x)

x
.

Απ. a) log 2, b) +∞, c) 2.

΄Ασκηση 5. Να υπολογισθούν (αν υπάρχουν) τα παρακάτω όρια :

a) lim
x→−∞

1
x2 e2 x , b) lim

x→+∞
x1/x , c) lim

x→0+

(
1
x
− log

1
x

)
.

Απ. a) +∞, b) 1, c) +∞.
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7 Τέσσερα σηµαντικά ϑεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογι-

σµού

Στην ενότητα αυτή ϑα αναφέρουµε τέσσερα σηµαντικά ϑεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού.
Το πρώτο ϑεώρηµα είναι το εξής.

Πρόταση 7.1. (Θεώρηµα του Fermat) ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα

(a, b) και έστω ξ σηµείο στο (a, b). Αν το ξ είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου της y = f (x), τότε

(i) είτε δεν υπάρχει η παράγωγος της y = f (x) στο ξ ,

(ii) είτε υπάρχει η παράγωγος της y = f (x) στο ξ και ισχύει f ′(ξ ) = 0.

Σχήµα 22: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος του Fermat: Αν η y = f (x) είναι ορισµένη
σε ένα ανοιχτό διάστηµα που περιέχει το ξ και το ξ είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου της
y = f (x), τότε είτε υπάρχει εφαπτοµένη ευθεία στο σηµείο (ξ, f (ξ )) και η κλίση της είναι ίση
µε 0 (παράλληλη στον άξονα των x), είτε δεν υπάρχει εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα της
συνάρτησης στο σηµείο (ξ, f (ξ )) (σχήµα δεξιά).

Παράδειγµα 7.2. Το x = 0 είναι το µοναδικό σηµείο
(ολικού) ελαχίστου της συνάρτησης y = x2, η οποία
είναι ορισµένη στο (−∞,+∞), και η παράγωγος της
συνάρτησης στο x = 0 είναι ίση µε µηδέν, πράγµατι,
(x2)′ = 2 x|x=0 = 0.

Παράδειγµα 7.3. Το x = 0 είναι το µοναδικό σηµείο
(ολικού) ελαχίστου της συνάρτησης y = |x|, η οποία
είναι ορισµένη στο (−∞,+∞), αλλά η συνάρτηση δεν
έχει παράγωγο στο x = 0.

Το ϑεώρηµα του Fermat έχει το εξής πόρισµα:
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Υποψήφια σηµεία τοπικού ακροτάτου: Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τα σηµεία τοπικού
ακροτάτου µιας συνάρτησης σε κάποιο διάστηµα, τότε αρκεί να τα ψάξουµε ανάµεσα
στα εξής σηµεία :
(i) τα (πιθανά) άκρα του διαστήµατος,
(ii) τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση δεν έχει παράγωγο και
(iii) τα σηµεία στα οποία η παράγωγος της συνάρτησης είναι ίση µε 0.
Κανένα άλλο σηµείο δεν είναι υποψήφιο σηµείο τοπικού ακροτάτου.

Το δεύτερο σηµαντικό ϑεώρηµα είναι το

Πρόταση 7.4. (Θεώρηµα του Rolle) ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b] και

ότι έχει παράγωγο στο διάστηµα (a, b). Αν είναι f (a) = f (b), τότε υπάρχει κάποιο ξ ∈ (a, b)

ώστε να είναι f ′(ξ ) = 0.

Σχήµα 23: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος του Rolle.

Παράδειγµα 7.5. Η f (x) = x3 + 2 x2 − 7 x − 8 είναι
συνεχής στο διάστηµα [−

√
7,
√

7] και έχει παράγωγο
στο (−

√
7,
√

7) και οι τιµές της στα άκρα είναι f (
√

7) =

f (−
√

7) = 6. ΄Αρα υπάρχει κάποιο ξ ∈ (−
√

7,
√

7),
στο οποίο η παράγωγος f ′(x) = 3 x2 + 4 x − 7 είναι
ίση µε µηδέν. Για να ϐρούµε το ξ λύνουµε την εξίσωση
3 x2 + 4 x − 7 = 0. Οι λύσεις είναι οι x = −7

3 , x = 1
που ανήκουν και οι δύο στο διάστηµα (−

√
7,
√

7), αφού
−
√

7 ≈ −2.65 < −2.33 ≈ −7
3 και 1 <

√
7 ≈ 2.65.

Παράδειγµα 7.6. Με την ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Rolle ϑα δείξουµε ότι η εξίσωση x3 +

6 x+ 1 = 0 δεν µπορεί να έχει τρεις άνισες πραγµατικές ϱίζες. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι
η εξίσωση έχει τρεις άνισες πραγµατικές ϱίζες ρ1 < ρ2 < ρ3. Τότε στα διαστήµατα [ρ1, ρ2] και

68



ΜΑΣ 001. Μαθηµατικά Ι Α. Τόγκας — Σηµειώσεις ∆ιαλέξεων

[ρ2, ρ3] η συνάρτηση f (x) = x3 + 6 x + 1 είναι συνεχής και έχει παράγωγο στα διαστήµατα
(ρ1, ρ2) και (ρ2, ρ3) και είναι f (ρ1) = f (ρ2) = 0 και f (ρ2) = f (ρ3) = 0 αφού οι ρi είναι ϱίζες
της f (x) = 0. ΄Αρα από το ϑεώρηµα του Rolle υπάρχουν ξ1 ∈ (ρ1, ρ2) και ξ2 ∈ (ρ2, ρ3) έτσι
ώστε f ′(ξ1) = 0 και f ′(ξ2) = 0.

΄Οµως, f ′(x) = 3 x2 + 6 και η εξίσωση 3 x2 + 6 = 0 ⇒ x2 + 2 = 0 δεν έχει ϱίζες στο R.
΄Ατοπο ! και στο άτοπο ϕτάσαµε υποθέτοντας ότι η f (x) = 0 έχει τρεις άνισες πραγµατικές
ϱίζες, άρα δεν µπορεί να συµβαίνει αυτό.

Παράδειγµα 7.7. Με την ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Rolle ϑα δείξουµε ότι η εξίσωση 6 x5−
4 x + 1 = 0 έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο διάστηµα (0,1). Θεωρούµε την συνάρτηση f (x)

την οποία όταν την παραγωγίσουµε µας δίνει την εξίσωση 6 x5−4 x+ 1, δηλαδή f (x) = x6−
2 x2 +x+c. Η f (x) είναι συνεχής στο [0,1] και έχει παράγωγο στο (0,1) και f (0) = f (1) = c.
΄Αρα από το ϑεώρηµα του Rolle υπάρχει ξ ∈ (0,1) τέτοιο ώστε f ′(ξ ) = 0 ή ισοδύναµα υπάρχει
ένα ξ ∈ (0,1) που ικανοποιεί την εξίσωση 6 x5 − 4 x + 1 = 0.

Πρόταση 7.8. Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού (Lagrange) ΄Εστω ότι η

y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b] και έχει παράγωγο στο διάστηµα (a, b). Τότε

υπάρχει κάποιος ξ στο (a, b) ώστε

f ′(ξ ) =
f (b)− f (a)

b − a

Σχήµα 24: Γεωµετρική ερµηνεία του ϑεωρήµατος µέσης τιµής Lagrange: Ο αριθµός f (b)−f (a)
b−a

είναι η κλίση του ευθύγραµµου τµήµατος που συνδέει τα σηµεία (a, f (a)) και (b, f (b)).
Οπότε το ϑεώρηµα µέσης τιµής (Lagrange) έχει την γεωµετρική ερµηνεία ότι η κλίση της
εφαπτόµενης ευθείας στο γράφηµα της y = f (x) σε κάποιο σηµείο (ξ, f (ξ )) έχει την ίδια
κλίση, δηλαδή είναι παράλληλη µε το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία (a, f (a))

και (b, f (b)).

Το ϑεώρηµα του Rolle είναι ειδική περίπτωση του ϑεωρήµατος Μέσης Τιµής (Lagrange),
αφού αν f (a) = f (b) τότε από το ϑεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange) συµπεραίνουµε ότι για
κάποιον ξ στο (a, b) είναι f ′(ξ ) = f (b)−f (a)

b−a = 0. ΄Αρα το ϑεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange)
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συνεπάγεται το ϑεώρηµα του Rolle. Από την άλλη το ϑεωρήµατος Μέσης Τιµής (Lagrange)
αποδεικνύεται εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle στην συνάρτηση h(x) = (b − a)f (x) −
(f (b)− f (a))x στο διάστηµα [a, b], οπότε τα δυο αυτά ϑεωρήµατα είναι ισοδύναµα.

Παράδειγµα 7.9. Η y = sin x είναι συνεχής στο [0, π2 ] και έχει παράγωγο στο διάστηµα (0, π2 ).
΄Αρα υπάρχει ξ στο (0, π2 ) ώστε να είναι sin′ ξ = cos ξ =

sin( π2 )−sin 0
π
2−0 = 2

π , (ξ ≈ 0.880689).

Το τελευταίο σηµανατικό ϑεώρηµα είναι το

Πρόταση 7.10. Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού (Cauchy) ΄Εστω ότι οι f (x)

g(x) είναι συνεχείς στο διάστηµα [a, b] και παραγωγίσιµες στο διάστηµα (a, b), έτσι ώστε (i) να

είναι g(a) 6= g(b) και (ii) σε κανένα x του (a, b) να µην ισχύει f ′(x) = g′(x) = 0. Τότε υπάρχει

κάποιος ξ στο (a, b) ώστε

f ′(ξ )

g′(ξ )
=
f (b)− f (a)

g(b)− g(a)

Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής Cauchy αποδεικνύεται εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle
στην συνάρτηση h(x) = (g(a) − g(b))f (x) − (f (b) − f (a))g(x) στο διάστηµα [a, b]. Το Θε-
ώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange) είναι ειδική περίπτωση του Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Cauchy)
παίρνοντας για g(x) = x. Προηγουµένως είδαµε ότι το ϑεώρηµα του Rolle είναι ειδική πε-
ϱίπτωση του Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange). Οπότε το συµπέρασµα είναι ότι τα τρία
ϑεωρήµατα Rolle-Lagrange-Cauchy είναι ισοδύναµα.
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8 Ακρότατα και µονοτονία

Πρόταση 8.1. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε

κάθε εσωτερικό σηµείο του I.

1. Η y = f (x) είναι σταθερή στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) = 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο

του I.

2. Η y = f (x) είναι αύξουσα στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο

του I.

3. Η y = f (x) είναι ϕθίνουσα στο I αν και µόνο να είναι f ′(x) ≤ 0 για κάθε εσωτερικό

σηµείο του I.

Μια παραλλαγή της προηγούµενης πρότασης είναι η παρακάτω

Πρόταση 8.2. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε

κάθε εσωτερικό σηµείο του I.

1. Αν είναι f ′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I, τότε η y = f (x) είναι γνησίως αύξουσα

στο I.

2. Αν είναι f ′(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I, τότε η y = f (x) είναι γνησίως

ϕθίνουσα στο I.

Παρατήρηση 8.3. Στις προηγούµενες προτάσεις όταν γράφουµε f ′(x) ≥ 0 ή f ′(x) > 0 περι-
λαµβάνουµε και την περίπτωση f ′(x) = +∞, και όµοια όταν γράφουµε f ′(x) ≤ 0 ή f ′(x) < 0
περιλαµβάνουµε και την περίπτωση f ′(x) = −∞.

Παρατήρηση 8.4. ∆εν ισχύουν τα αντίστροφα των 1., 2. της πρότασης (8.2). ∆ηλαδή αν η
y = f (x) είναι γνησίως αύξουσα, τότε το µόνο γενικό συµπέρασµα είναι αυτό που προκύπτει
από το γεγονός ότι είναι αύξουσα δηλαδή ότι f ′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο του I.
Ανάλογα ισχύουν, κι αν η y = f (x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.
Για παράδειγµα η y = x3 είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞) αλλά δεν ισχύει ότι f ′(x) > 0
σε κάθε σηµείο στο (−∞,+∞), αφού (x3)′ = 3 x2 και είναι > 0 για κάθε x 6= 0, αλλά είναι
µηδέν για x = 0.

Παρατήρηση 8.5. Οι προηγούµενες προτάσεις ισχύουν σε διάστηµα. Αν οι υποθέσεις ισχύουν
σε ένωση κάποιων διαστηµάτων τότε ενδέχεται τα συµπεράσµατα να µην ισχύουν στις ενώσεις
των διαστηµάτων.
Για παράδειγµα: 1) η f (x) = |x|

x έχει παράγωγο µηδέν στο πεδίο ορισµού της D(f ) =

(−∞,0) ∪ (0,+∞) αλλά δεν είναι σταθερή στο D(f ). Είναι σταθερή −1 στο (−∞,0) και
σταθερή 1 στο (0,+∞).
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2) Η f (x) = 1
x έχει παράγωγο − 1

x2 < 0 στο πεδίο ορισµού της D(f ) = (−∞,0) ∪ (0,+∞)

αλλά δεν είναι γνησίως ϕθίνουσα στο D(f ). Είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (−∞,0) και γνησίως
ϕθίνουσα στο (0,+∞).

Υπάρχει ένας εύχρηστος τρόπος για να χαρακτηρίζουµε τα υποψήφια σηµεία τοπικών
ακροτάτων ξi µιας συνάρτησης y = f (x) µε ϐάση το πρόσηµο της παραγώγου f ′(x) δεξιά κι
αριστερά των ξi.

Πρόταση 8.6. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο ανοιχτό διάστηµα I και είναι

συνεχής σε κάποιο υποδιάστηµα (a, b) ⊂ I και ο ξ ανήκει στο (a, b).

1. Αν είναι f ′(x) ≥ 0 για κάθε σηµείο x στο (a, ξ ) και f ′(x) ≤ 0 για κάθε σηµείο x στο (ξ, b),

τότε ο ξ είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της y = f (x).

2. Αν είναι f ′(x) ≤ 0 για κάθε σηµείο x στο (a, ξ ) και f ′(x) ≥ 0 για κάθε σηµείο x στο (ξ, b),

τότε ο ξ είναι σηµείο τοπικού ελαχίστου της y = f (x).

Σχήµα 25: ∆ιαστήµατα µονοτονίας και σηµεία τοπικού ακροτάτου.

Χαρακτηρισµός υποψήφιων σηµείων τοπικών ακροτάτων: ΄Εστω ότι µας δίνεται µια
συνεχής συνάρτηση y = f (x) σε κάποιο διάστηµα (οποιουδήποτε τύπου) κι ας υπο-
ϑέσουµε ότι έχουµε ϐρεί όλα τα υποψήφια σηµεία ξ1, ξ2, . . . ξn τοπικού ακροτάτου
(συµπεριλαµβανοµένων και των πιθανών άκρων του διαστήµατος) και η παράγωγος
f ′(x) έχει σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα ανοιχτά υποδιαστήµατα που χωρίζον-
ται από τα σηµεία ξ1, ξ2, . . . ξn. Τότε :
(i) τα (πιθανά) άκρα του διαστήµατος είναι σηµεία τοπικού ακροτάτου,
(ii) κάθε ξi που χωρίζει υποδιαστήµατα στα οποία η παράγωγος είναι ετερόσηµη είναι
σηµείο τοπικού ακροτάτου,
(iii) κάθε ξi που χωρίζει υποδιαστήµατα στα οποία η παράγωγος είναι οµόσηµη δεν
είναι σηµείο τοπικού ακροτάτου.
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Παράδειγµα 8.7. Η f (x) = 2 x3 − 9 x2 + 12 x + 5
είναι συνεχής στο διάστηµα [0,4] και έχει παράγωγο
f ′(x) = 6 x2 − 18 x + 12 = 6(x − 1)(x − 2) στο (0,4).
Η παράγωγος είναι ϑετική στο διάστηµα (0,1) και στο
(2,4), και είναι αρνητική στο διάστηµα (1,2). ΄Αρα
η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] και στο
[2,4] και είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [1,2]. Συνεπώς
τα x = 0 και x = 2 είναι σηµεία τοπικού ελαχίστου
της f (x) και τα σηµεία x = 1 και x = 4 είναι σηµεία
τοπικού µεγίστου.

Παράδειγµα 8.8. Η f (x) = x + 1
x είναι συνεχής στα

διαστήµατα (−∞,0) και (0,+∞). Η παράγωγος είναι
f ′(x) = 1 − 1

x2 = x2−1
x2 = (x−1)(x+1)

x2 και είναι ϑετική
στα διαστήµατα (−∞,−1) και (1,+∞) και αρνητική
στα διαστήµατα (−1,0) και (0,1). ΄Αρα η συνάρτηση
είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,−1) και στο (1,+∞),
και είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [−1,0) και στο (0,1].
Συνεπώς το x = −1 είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της
f (x) και το σηµείο x = 1 και είναι σηµεία τοπικού
ελαχίστου.
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8.1 Ασκήσεις στις ενότητες 7 και 8

΄Ασκηση 1. Μπορεί η εξίσωση x3 − 12 x = c να έχει δυο διαφορετικές λύσεις στο διάστηµα
[−2,2]; στο (∞,−2]; στο [2,+∞);

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε την συνάρτηση y = 2− 5
√
x2 και παρατηρούµε ότι έχει την ίδια τιµή

1 για x = 1 και x = −1. Υπάρχει κάποιος ξ στο διάστηµα (−1,1) στον οποίο να µηδενίζεται
η παράγωγος της συνάρτησης ;

΄Ασκηση 3. Αποδείξτε ότι η εξίσωση x2 = x sinx + cos x έχει ακριβώς δυο λύσεις. Να προσ-
διορίσετε την ϑέση των λύσεων σε σχέση µε το x = 0.

΄Ασκηση 4. Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση ex = 1; Η εξίσωση ex = 1 + x;

΄Ασκηση 5. Να αποδειχτεί ότι : (i) ex ≥ 1 + x για κάθε x ∈ R , (ii) log x ≤ x − 1 για κάθε x
ϑετικό πραγµατικό. (iii) (1 + x)a > 1 + a x , αν x > 0 και a > 1.

΄Ασκηση 6. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα µέσης τιµής (Lagrange) να δειχθεί ότι

n bn−1 <
an − bn

a − b
< n an−1

όπου a, b ϑετικοί πραγµατικοί µε b < a και n ϕυσικός n > 1.

΄Ασκηση 7. Να αποδειχθεί ότι arcsin x + arccos x = π
2 για κάθε x ∈ [−1,1].

΄Ασκηση 8. ∆ίνεται η συνάρτηση

f (x) =

{
a x2 + x + 1 µε x ≥ 1

2a x + 1 µε x < 1

Για ποιές τιµές του πραγµατικού a η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το R;

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και τα σηµεία τοπικών ακροτάτων στο
πεδίο ορισµού καθεµιάς απο τις παρακάτω συναρτήσεις :

i) y = (x − 1)
3
√
x2 , (ii) y =

√
x

x + 4
, (iii) y = x2 e−x .

΄Ασκηση 10. Βρείτε τα σηµεία τοπικού ακροτάτου των παρακάτω συναρτήσεων στα αντίστοιχα
διαστήµατα

(i) y = (x − 1) |x| στο [−1,3] (ii) y = x +
1
x

στο
[

1
3
,3
]

(iii) y = ex sin x στο [0,2 π] .
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΄Ασκηση 11. Να ϐρεθούν τα τοπικά ακρότατα της y = x2−75
x−10 στο διάστηµα [0,10). Ποιά είναι

η µέγιστη τιµή της συνάρτησης στο διάστηµα αυτό ;

΄Ασκηση 12. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + a x2 + b x + c. Να δειχθεί ότι η f δεν παρου-
σιάζει τοπικό ακρότατο στο (−∞,+∞) αν και µόνο αν a2 ≤ 3 b.

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ορθογώνια µε σταθερή περίµετρο 2a, το τετράγωνο
έχει το µεγαλύτερο εµβαδό.

΄Ασκηση 14. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ορθογώνια µε σταθερό εµβαδό k2, το τετράγωγο έχει
την ελάχιστη περίµετρο.

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθούν τα µήκη των πλευρών ορθογώνιου παραλληλογράµµου µέγιστου
εµβαδού, που δυο πλευρές του να ϐρίσκονται πάνω στους ϑετικούς ηµιάξονες ορθογωνίου
συστήµατος και µια από τις κορυφές του πάνω στην ευθεία x + y = 2.

΄Ασκηση 16. Να δειχθεί ότι απ΄ όλα τα ισοσκελή τρίγωνα σταθερής περιµέτρου a, το ισόπλευ-
ϱο έχει το µεγαλύτερο εµβαδό.
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9 ∆εύτερη παράγωγος κι εφαρµογές

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο διάστηµα το οποίο περιέχει τον x0 και ότι
η f ′(x) η οποία ορίζεται στο διάστηµα αυτό έχει µε την σειρά της παράγωγο στο x0, δηλαδή
υπάρχει το όριο limx→x0

f ′(x)−f ′(x0)
x−x0

. Τότε το όριο αυτό ονοµάζεται δεύτερη παράγωγος της
y = f (x) και συµβολίζεται ως εξής

f ′′(x) ή
d2f (x)

dx2

∣∣∣
x0

ή
d2y

dx2

∣∣∣
x0

= lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x − x0

9.1 Τοπικά ακρότατα

Κριτήριο δεύτερης παραγώγου: ΄Εστω ότι η συνάρτηση y = f (x) έχει πρώτη
παράγωγο στο διάστηµα (a, b), ο x0 ανήκει στο (a, b) και η y = f (x) έχει δεύτερη
παράγωγο στον x0. Τότε :
(1) Αν f ′(x0) = 0 και f ′′(x) > 0, τότε ο x0 είναι σηµείο τοπικού ελαχίστου της
y = f (x).
(2) Αν f ′(x0) = 0 και f ′′(x) < 0, τότε ο x0 είναι σηµείο τοπικού µεγίστου της y = f (x).

9.2 Κυρτές και κοίλες συναρτήσεις

Η y = f (x) χαρακτηρίζεται ως κυρτή στο διάστηµα I αν για κάθε x1 και x2 στο I µε x1 < x2

το µέρος του γραφήµατος της συνάρτησης το οποίο αντιστοιχεί στο διάστηµα [x1, x2] δεν έχει
κανένα σηµείο του πάνω από το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία (x1, f (x1)) και
(x2, f (x2)). Οµοίως, η y = f (x) χαρακτηρίζεται ως κοίλη στο διάστηµα I αν για κάθε x1

και x2 στο I µε x1 < x2 το µέρος του γραφήµατος της συνάρτησης το οποίο αντιστοιχεί στο
διάστηµα [x1, x2] δεν έχει κανένα σηµείο του κάτω από το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα
σηµεία (x1, f (x1)).

Σχήµα 26: Κυρτή συνάρτηση (αριστερά) και κοίλη συνάρτηση (δεξιά).
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Αυστηρά οι έννοιες της κυρτότητας και της κοιλότητας διατυπώνονται ως εξής :
α) Η y = f (x) είναι κυρτή στο διάστηµα I αν για κάθε x1, x2 ∈ I µε x1 < x2 ισχύει

f ((1− t) x1 + t x2) ≤ (1− t) f (x1) + t f (x2) (0 ≤ t ≤ 1).

ϐ) Η y = f (x) είναι κοίλη στο διάστηµα I αν για κάθε x1, x2 ∈ I µε x1 < x2 ισχύει

f ((1− t) x1 + t x2) ≥ (1− t) f (x1) + t f (x2) (0 ≤ t ≤ 1).

Με τις παρακάτω προτάσεις µπορούµε να χαρακτηρίζουµε πότε µια συνάρτηση είναι κυρτή
ή κοίλη σε κάποιο διάστηµα I.

Πρόταση 9.1. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα I και έχει παράγωγο σε κάθε

εσωτερικό σηµείο του I.

1) Η y = f (x) είναι κυρτή στο I αν και µόνο αν η παράγωγος είναι αύξουσα στο εσωτερικό του I

2) Η y = f (x) είναι κοίλη στο I αν και µόνο αν η παράγωγος είναι ϕθίνουσα στο εσωτερικό του

I.

Η προηγούµενη πρόταση έχει την εξής γεωµετρική ερµηνεία : ΄Εστω ότι η y = f (x) έχει
παράγωγο σε κάθε σηµείο σε ένα διάστηµα I και ας συµβολίσουµε µε λx την εφαπτόµενη
ευθεία στο γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο (x, f (x)). Η κλίση της λx είναι ίση µε f ′(x).Η
συνάρτηση y = f (x) είναι κυρτή στο διάστηµα I αν καθώς το x αυξάνεται η κάθε εφαπτόµενη
ευθεία περιστρέφεται µε ϕορά αντίθετη από την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού. Ανάλογα,
η y = f (x) είναι κοίλη στο διάστηµα I αν καθώς το x αυξάνεται η κάθε εφαπτόµενη ευθεία
περιστρέφεται µε ίδια µε την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

Σχήµα 27: Αύξουσες κλίσεις των εφαπτόµενων ευθειών : κυρτή συνάρτηση (αριστερά).
Φθίνουσες κλίσεις των εφαπτόµενων ευθειών : κοίλη συνάρτηση (δεξιά).

Μια παραλλαγή της προηγούµενης πρότασης είναι η ακόλουθη

Πρόταση 9.2. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι συνεχής στο διάστηµα I και έχει δεύτερη παράγωγο

σε κάθε εσωτερικό σηµείο του I.
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1) Η y = f (x) είναι κυρτή στο I αν και µόνο αν ισχύει f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x εσωτερικό σηµείο

του I.

2) Η y = f (x) είναι κοίλη στο I αν και µόνο αν ισχύει f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x εσωτερικό σηµείο

του I.

9.3 Σηµεία καµπής

΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ότι ο ξ ανήκει στο (a, b). Αν
η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ τότε υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα της
y = f (x) στο σηµείο (ξ, f (ξ )). Ο ξ είναι σηµείο καµπής της y = f (x) αν το µέρος του
γραφήµατος που είναι κοντά στο σηµείο (ξ, f (ξ )) και δεξιά του και το µέρος γραφήµατος
που είναι κοντά στο σηµείο (ξ, f (ξ )) κι αριστερά του είναι στα ίδια ηµιεπίπεδα που ορίζει η
εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα στο (ξ, f (ξ )). Επίσης, και συµβαίνει το ίδιο και η παράγωγο
f ′(ξ ) είναι +∞ ή −∞ ϑα λέµε και πάλι ότι το ξ είναι σηµείο καµπής της y = f (x). Με

Σχήµα 28: Σηµείο καµπής όταν η παράγωγος f ′(ξ ) είναι αριθµός.

Σχήµα 29: Σηµείο καµπής όταν η παράγωγος f ′(ξ ) είναι +∞ ή −∞.

τις παρακάτω προτάσεις έχουµε διάφορα κριτήρια για να αποφασίζουµε αν ο ξ είναι σηµείο
καµπής της y = f (x).
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Πρόταση 9.3. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ο ξ ανήκει στο

(a, b) και η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ . Αν η y = f (x) είναι κυρτή σε κάποιο διάστηµα

(c, ξ ] και κοίλη σε κάποιο διάστηµα (ξ, d) ή αντίθετα, αν είναι κοίλη σε κάποιο διάστηµα (c, ξ ]

και κυρτή σε κάποιο διάστηµα (ξ, d), τότε ο ξ είναι σηµείο καµπής της συνάρτησης y = f (x).

Πρόταση 9.4. ΄Εστω ότι η y = f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (a, b) και ο ξ ανήκει στο (a, b)

και η y = f (x) είναι παραγωγίσιµη στον ξ . Αν είναι f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα

(c, ξ ) και f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα (ξ, d) ή αντίθετα, αν είναι f ′′(x) ≤ 0 για

κάθε x σε κάποιο διάστηµα (c, ξ ) και f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x σε κάποιο διάστηµα (ξ, d), τότε ο ξ

είναι σηµείο καµπής της συνάρτησης y = f (x).

Παράδειγµα 9.5. Η f (x) = x3 έχει παράγωγο f ′(x) = 3 x2 και δεύτερη παράγωγο f ′′(x) = 6 x.
Επειδή είναι f ′′(x) ≤ 0 στο (−∞,0) και f ′′(x) ≥ 0 στο (0,+∞), ο x = 0 είναι σηµείο καµπής
της συνάρτησης.

9.4 Ασύµπτωτες

Ορισµός 9.6. Η ευθεία x = ξ χαρακτηρίζεται κατακόρυφη ασύµπτωτη του γραφήµατος της
y = f (x) σε οποιαδήποτε από τις τέσσερις περιπτώσεις limx→ξ± f (x) = ±∞.

Σχήµα 30: limx→ξ+ f (x) = +∞, limx→ξ− f (x) = +∞, limx→ξ f (x) = +∞ κατακόρυφη
ασύµπτωτος στο +∞.

Σχήµα 31: limx→ξ+ f (x) = −∞, limx→ξ− f (x) = −∞, limx→ξ f (x) = −∞ κατακόρυφη
ασύµπτωτος στο −∞.
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Ορισµός 9.7. Μια ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν χαρακτηρίζεται ως (πλάγια) ασύµπτωτη

στο +∞ του γραφήµατος της y = f (x) αν η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο διάστηµα
(a,+∞) και

lim
x→+∞

(
f (x)− µ x − ν

)
= 0

Ορισµός 9.8. Μια ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν χαρακτηρίζεται ως (πλάγια) ασύµπτωτη

στο −∞ του γραφήµατος της y = f (x) αν η y = f (x) είναι ορισµένη σε κάποιο διάστηµα
(−∞, b) και

lim
x→−∞

(
f (x)− µ x − ν

)
= 0

Σχήµα 32: Πλάγιες ασύµπτωτες ευθείες στο +∞ (αριστερά) και στο −∞ (δεξιά). Το γράφηµα
της y = f (x) προσεγγίζει την ευθεία ` κοντά στο +∞ (−∞).

Τρόπος εύρεσης πλάγιας ασύµπτωτης ευθείας: ΄Εστω η συνάρτηση y = f (x) είναι
ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,+∞) (αντίστοιχα (−∞, b)). Αν υπάρχει το όριο

lim
x→+∞

f (x)

x
= µ ∈ R

(
αντίστοιχα lim

x→−∞

f (x)

x
= µ ∈ R

)
και στην συνέχεια για τον συγκεκριµένο αριθµό µ ∈ R, το όριο

lim
x→+∞

(
f (x)− µ x

)
= ν ∈ R

(
αντίστοιχα lim

x→−∞

(
f (x)− µ x

)
= ν ∈ R

)
τότε η ευθεία ` µε εξίσωση y = µ x + ν είναι πλάγια ασύµπτωτη ευθεία στο +∞ (αντίστοιχα
στο −∞ ) στο γράφηµα της y = f (x).

Η οριζόντια ασύµπτωτη ευθεία στο γράφηµα της y = f (x) είναι µια ειδική περίπτωση
πλάγιας ασύµπτωτης ευθείας. Πράγµατι, µια οριζόντια ασύµπτωτη ευθεία είναι µια πλάγια
ασύµπτωτη ευθεία µε κλίση ίση µε 0, ή ισοδύναµα µ = 0, και ν 6= 0, ν ∈ R.
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