
1. Η έννοια του χώρου

Η  Ειδική  Θεωρία  της  Σχετικότητας  είναι  µια  φυσική  θεωρία,  µε  την  ακόλουθη  διπλή  έννοια.

Αποτελεί, πρώτ’  απ’  όλα µιαν εικόνα για τον τρόπο µε τον οποίο κινούνται και αλληλεπιδρούν τα

φυσικά  αντικείµενα, δηλαδή τα στοιχεία του υλικού κόσµου  ή της φύσης. Από την άλλη, είναι µια

εικόνα  για  τον  υλικό  κόσµο  από  εκείνες  που  κατασκευάζει  η  επιστήµη  της  Φυσικής,  σε

αντιδιαστολή  προς  την  εικόνα  για  τον  ίδιο  κόσµο  που  δίνει  γ.π.  οποιαδήποτε  από  τις  γνωστές

θρησκείες.

Αυτό  σηµαίνει  ότι  η  Θεωρία  της  Σχετικότητας  συγκροτείται  από  φυσικές  έννοιες,  όπως

εκείνες  της  ταχύτητας,  της  ενέργειας,  της  δύναµης  και  άλλων  παρόµοιων,  αλλά  πρώτα  και  κύρια

από τις έννοιες του χώρου και του χρόνου. ´Ολες αυτές οι έννοιες είναι δισυπόστατες.  Από τη µια

µεριά,  είναι  έννοιες  που  διαµορφώνονται  στη  βάση  της  άµεσης  εµπειρίας  του  ανθρώπου  από  τη

ζωή  και  τη  δράση  του  στο  φυσικό  περιβάλλον  που  του  έλαχε  να  αναπτυχθεί  ως  βιολογικό  είδος.

Από  την  άλλη,  οι  έννοιες  της  φυσικής  έχουν  µια  µαθηµατική  έκφραση  ή  διατύπωση  και  άρα  είναι

µαθηµατικά αντικείµενα συγκεκριµένου είδους.

Αυτός  ο  διπλός  χαρακτήρας  των  φυσικών  εννοιών  έχει  τις  ακόλουθες,  ανάµεσα  σε  άλλες,

συνέπειες.  Για  να  παρουσιαστούν  και  να  γίνουν  κατανοητές  απαιτούν  τη  συνοδεία  των

Μαθηµατικών.  ∆εύτερο,  η  µαθηµατική  τους  έκφραση  αλλάζει  µε  την  πάροδο  του  (ιστορικού)

χρόνου.  Συνακόλουθα,  αυτό  που  ονοµάζουµε  χρόνο  ή  ενέργεια  κ.λ.π.  µπορεί  να  έχει  διαφορετική

σηµασία σε µια νεότερη  φυσική θεωρία απ’  ότι σε µια παλιότερη.

Οι  τελευταίες  παρατηρήσεις  ισχύουν  αναγκαστικά  και  για  την  Ειδική  Θεωρία  της

Σχετικότητας.  Γι’  αυτό,  η  συζήτησή  µας  θα  ξεκινήσει  µε  την  υπενθύµιση  κάποιων  µαθηµατικών

εννοιών  που συνδέονται  άµεσα  µε  τις  θεµελιακές  φυσικές  έννοιες  του  χώρου, του  χρόνου  και της

κίνησης  των  σωµάτων.  Με  αυτό  τον  τρόπο  θα  εξοικειωθούµε  και  µε  το  συµβολισµό  που  θα

χρησιµοποιηθεί συστηµατικά στα επόµενα κεφάλαια.

1.1 Σύνολα  

H καθιερωµένη  αντίληψη  είναι  ότι  ο  (φυσικός)  κόσµος  απαρτίζεται  από  ξεχωριστά  κοµµάτια  που

ονοµάζουµε  (φυσικά)  αντικείµενα.  Μία  πέτρα,  ένα  δέντρο,  ένας  άνθρωπος,  η  γη,  ο  ήλιος  και  τ’

άλλα αστέρια είναι παραδείγµατα της έννοιας του (φυσικού) αντικείµενου. 

Συχνά,  διάφορα  αντικείµενα  τα  βάζουµε  µε  το  νου  µας  να  αποτελούν  µια  παρέα  ή  οµάδα.

Μια  τέτοια  οµάδα  την  ονοµάζουµε  σύνολο  και  τα  αντικείµενα  που  την  απαρτίζουν  στοιχεία  του

συνόλου. 



Παραδείγµατα:  Οι  καρέκλες  του  δωµάτιου  όπου  βρίσκεστε  αυτή  τη  στιγµή.  Τα  βιλία  της

βιβλιοθήκης σας. Οι επιβάτες ενός αυτοκίνητου, πλοίου ή αεροπλάνου. Οι κάτοικοι µιας χώρας.

Ωστόσο, ακριβώς επειδή πρόκειται για το αποτέλεσµα µιας νοητικής ενέργειας, ένα σύνολο

δεν  απαρτίζεται  αναγκαστικά  από  οµοειδή  αντικείµενα.  ´Ετσι,  µπορούµε  να  µιλήσουµε  για  το

σύνολο των τροφίµων που περιέχει αυτή τη στιγµή το ψυγείο µας. Μπορούµε επίσης να µιλήσουµε

για το σύνολο των αντικειµένων που περιέχει το διαµέρισµα ή το σπίτι µας, από τις καρέκλες µέχρι

την οδοντόβουρτσά µας. Τέλος, αν διαθέτουµε τη φαντασία ενός Σαίξπηρ (Shakespeare), µπορούµε

να φτιάξουµε ένα σύνολο µε στοιχεία ... έναν βασιλιά, έναν ψαρά κι ένα σκουλίκι.

Επιπλέον,  τα  ίδια  τα  στοιχεία  ενός  συνόλου  µπορεί  να  είναι   παράγωγα  της  σκέψης  µας,

δηλαδή  έννοιες  που  να  έχουν  ή  και  να  µην  έχουν  σχέση  µε  τον  φυσικό  κόσµο.  Αντίστοιχα

παραδείγµατα: Το σύνολο που αποτελείται από τους αριθµούς ένα µέχρι δώδεκα και το σύνολο που

αποτελείται από τους δώδεκα θεούς του Ολύµπου.

Ορισµένα  σύνολα  είναι  εύκολο  να  τα  περιγράψουµε  σε  γραπτή  µορφή.  Ας  πούµε  γ.π.  ότι

θέλουµε  να  θεωρήσουµε  τα  ψηφία  3,  6  και  9  ως  σύνολο.  Αυτό  έχει  καθιερωθεί  να  το  δηλώνουµε

γράφοντας  {3,6,9}.  Ανάλογα,  η  έκρφαση  {α,  β,  γ}  σηµαίνει  ότι  αποφασίσαµε  να  θεωρήσουµε  τα

γράµµατα α, β και γ ως ένα σύνολο. Η σειρά µε την οποία γράφουµε τα στοιχεία του συνόλου µέσα

στα  άγκιστρα  δεν  έχει  καµία  σηµασία.  Με  άλλα  λόγια,  οι  εκφράσεις  {α,  β,  γ}  και  {  β,  γ,  α}

δηλώνουν το ίδιο ακριβώς σύνολο.

Αφού προσδιορίσουµε το σύνολο που µας ενδιαφέρει, µπορούµε να ανεφόµαστε σ' αυτό µε

µια λέξη, ένα γράµµα, ή όποιο άλλο σύµβολο βρίσκουµε βολικό.  Για παράδειγµα, στο σύνολο των

ανθρώπων  αναφερόµαστε  µε  τη  λέξη  ανθρωπότητα.  Το  σύνολο  που  περιέχει  όλα  ανεξαιρέτως  τα

φυσικά  αντικείµενα  το  λέµε  σύµπαν.  Το  σύνολο  {α,  β,  γ}  µπορούµε  να  το  ονοµάσουµε  Α.  Τότε

γράφουµε Α={α, β, γ} και το γεγονός ότι το γράµµα β είναι ένα από τα στοιχεία του το δηλώνουµε

µε την έκφραση β œ Α. 

Μια έκφραση που θα χρησιµοποιήσουµε πολύ συχνά στα επόµενα είναι η x œ Α, όπου το Α

συµβολίζει  κάποιο  γνωστό  σύνολο.  Με  αυτή  την  έκφραση  θα  δηλώνουµε  ότι  το  x  παριστάνει

κάποιο  από  τα  στοιχεία  του  Α,  χωρίς  να  µας  ενδιαφέρει  για  το  ποιο  ακριβώς  στοιχείο  πρόκειται.

Ισοδύναµα, η έκφραση x œ Α σηµαίνει ότι το x συµβολίζει  το τυχαίο στοιχείο του σύνολου  Α. Σ’

αυτή  την  περίπtωση  το  x  ονοµάζεται  µεταβλητή.  Αν  γ.π.  Α={α,  β,  γ},  τότε  η  έκφραση  x œ Α

σηµαίνει είτε ότι x = a, είτε ότι x = b, είτε ότι x = g - όποια από τις τρεις εκδοχές µας αρέσει!

Το  σύνολο  Β={α,  γ} περιέχει  µόνο  στοιχεία που  βρίσκουµε  και  στο Α={α,  β, γ}. Σ’  αυτή

την  περίπτωση  λέµε  ότι  το  Β  είναι  υποσύνολο  του  Α  και  γράφουµε  ΒÕΑ.  Σε  κάθε  περίπτωση,

ΑÕΑ. Επειδή το Α={α, β, γ} περιέχει όλα ανεξαιρέτως τα στοιχεία του   Β={α,γ} αλλά και κάποιο

διαφορετικό απ’  αυτά, λέµε ότι το Β είναι γνήσιο υποσύνολο του Α. 

Τα  κοινά  στοιχεία  δύο  συνόλων  Α,  Β  απαρτίζουν  το  σύνολο  που  ονοµάζουµε  τοµή  των  Α

και  Β και  το  συµβολίζουµε  µε   Α›Β.  Αν  γ.π.  Α={α,  β,  γ},  και  Β={β,  γ,  δ}, τότε  Α›Β={β,  γ}.

Στην  περίπτωση  όπου  Α={ρ,  σ}  και   Β={τ,  υ},  η  τοµή  Α›Β  δεν  περιέχει  κανένα  στοιχείο.

Ισοδύναµα,  λέµε  ότι  το  σύνολο  Α›Β  είναι  κενό.  Το  κενό  σύνολο  συµβολίζεται  µε  {  }  ή  µε  ¯.
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´Αρα στην περίπτωση που τα Α, Β δεν έχουν κοινό στοιχείο γράφουµε Α›Β = ¯. Τότε λέµε ότι τα

Α, Β είναι ξένα µεταξύ τους. 

Με  τον  όρο  ένωση  των  συνόλων  Α,  Β  εννοούµε  το  σύνολο  που  περιέχει  τόσο  τα  στοιχεία

του  Α  όσο  κι  εκείνα  του  Β.  H  ένωση  των  Α,  Β  συµβολίζεται  µε  Α‹Β.  ´Ετσι,  αν  Α={ρ,  σ}  και

Β={τ, υ}, τότε Α‹Β = 8r, s, t, u<. Αν πάλι Α={ρ, 2} και  Β={#, ›}, τότε Α‹Β = 8r, 2, #, ›<.

1.2  Αριθµοί  

Αφού ξεχωρίσουµε τον κόσµο σε φυσικά αντικείµενα, προχωράµε στο να βρούµε σχέσεις ανάµεσά

τους.  Η  πρώτη  σχέση  αφορά  συγκεκριµένα  υποσύνολα  του  φυσικού  κόσµου  και  διατυπώνεται  µε

την  έννοια  των  αριθµών.  ´Ετσι,  καταλήγουµε  να  πιστεύουµε  ότι  υπάρχει  κάτι  κοινό  ανάµεσα  στα

µάτια όλων των ανθρώπων και αυτό το κοινό το αποδίδουµε λέγοντας πως τα µάτια κάθε ανθρώπου

είναι δύο. Το ίδιο ισχύει και µε τα χέρια και τα πόδια µας. Αυτή η διαπίστωση περιγράφεται και µε

το  ότι  µπορούµε  να  σκεφτούµε  µιαν  αντιστοιχία  ανάµεσα  στα  χέρια  και  τα  µάτια  µας.  ∆ηλαδή,

συνδέουµε µε το νου µας ένα µάτι µε ένα χέρι. Στο πλαίσιο αυτής της νοητικής πράξης καθένα, από

τα  στοιχεία  του  ενός  συνόλου  αντιστοιχείται  σε  ένα  µόνο  στοιχείο  του  άλλου  και  κανένα  στοιχείο

δεν µένει χωρίς το ταίρι του. 

Επειδή, όπως τονίσαµε, τα στοιχεία ενός συνόλου δεν είναι αναγκαστικά οµοειδή, η έννοια

του αριθµού είναι τόσο γενική που δηλώνει ότι υπάρχει κάτι κοινό ακόµα και ανάµεσα στο σύνολο

των χεριών µας από τη µια µεριά και στο σύνολο που αποτελείται από µία πέτρα και ένα µήλο από

την άλλη. Είναι και πάλι ο αριθµός δύο. Yπάρχει, επίσης, κάτι κοινό ανάµεσα στα σύνολα 83, 6, 9<,
8a, b, g< και { #, ›, Ú } που εκφράζεται από τον αριθµό  τρία. Μια ένα-προς-ένα (1-1) αντιστοιχία

ανάµεσα στα στοιχεία αυτών των συνόλων - αντιστοιχία που πιστοποεί την ισοδυναµία τους - είναι

εύκολο να κατασκευαστεί: 

                       3õaõ#,      6õbõ›,      9õgõÚ. 

Yπάρχουν και πολλοί άλλοι τρόποι για την κατασκευή µιας 1-1 αντιστοιχίας ανάµεσα στα στοιχεία

των πιο πάνω συνόλων, όπως ο

                                  9õbõ#,      6õaõÚ,        3õgõ›.  

Αντίθετα, είναι αδύνατο να κατασκευάσουµε µιαν 1-1  αντιστοιχία ανάµεσα στα σύνολα {κ,

λ} και { #, ›, Ú }.´Οποιο συνδυασµό  κι αν σκεφτούµε, ένα από τα στοιχεία του δεύτερου  συνόλου

θα  µένει  χωρίς  ταίρι  -  θα  περισσεύει.  Λέµε,  λοιπόν,  ότι  το  σύνολο  8 #, ›, Ú <  έχει  περισσότερα

στοιχεία από το 8k, l<. Ανάλογα, το σύνολο { #, ›, Ú, * }, που ανήκει στην κατηγορία των συνόλων

που χαρακτηρίζονται από τον αριθµό τέσσερα, έχει ένα στοιχείο παραπάνω από το  { #, ›, Ú }. 

Γενικά,  µπορούµε  να  σκεφτούµε  σύνολα  φυσικών  αντικειµένων  που  έχουν  όλο  και

περισσότερα  στοιχεία.  Από  το  σύνολο  των  καθισµάτων  του  σπιτιού  µας  ως  το  σύνολο  των

καθισµάτων ενός µεγάλου στάδιου. Από το σύνολο των φυτών της βεράντας µας ως το σύνολο των

δέντρων  του  Μαύρου  ∆άσους.  Από  το  σύνολο  των  κατοίκων  της  Ελλάδας  ως  το  σύνολο  του

πληθυσµού της γης και των σύνολο των αστεριών ενός γαλαξία. Για όλα αυτά τα σύνολα υπάρχει ο

αντίστοιχος  αριθµός  που  εκφράζεται  από  µια  από  τις  λέξεις  {ένα,  δύο,  τρία,  τέσσερα,  ...,

δεκατέσσερα, ..., εκατό τέσσερα, ..., ένα εκατοµµύριο, ..., ένα δισεκατοµµύριο, ....}. 
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´Ολα  τα  παραπάνω  σύνολα  φυσικών  αντικειµένων,  αλλά  και  παρόµοια  σύνολα  που

απαρτίζονται  από  σύµβολα,  ανήκουν  στην  κατηγορία  των  πεπερασµένων  συνόλων.  Το  βασικό

χαρακτηριστικό  ενός  πεπερασµένου  συνόλου  Α  είναι  τούτο:  Είναι  αδύνατο  να  κατασκευάσουµε

µιαν 1-1 αντιστοιχία ανάµεσα στα στοιχεία του και τα στοιχεία ενός γνήσιου υποσύνολού του.

´Οπως τονίσαµε επανειληµµένα, η κατασκευή συνόλων είναι µια καθαρά νοητική ενέργεια.

Και  οι  νοητικές  ενέργειες  δε  γνωρίζουν  φραγµούς.  Μπορεί  να   είναι   ατέρµονες.  ´Ετσι,  όποιο

σύνολο  και  αν  σκεφτούµε  αρχικά,  µπορούµε  αµέσως  να  κατασκευάσουµε  µε  το  µυαλό  µας  ένα

δεύτερο σύνολο που περιέχει όλα τα στοιχεία του πρώτου κι ακόµα ένα - µια τελεία, ας πούµε. Αν

λοιπόν  το  αρχικό  σύνολο  χαρακτηριζόταν  από  τον  αριθµό  µε  το  όνοµα  µ,  στο  καινούργιο  σύνολο

θα  πρέπει  να  αποδοθεί  ένας  άλλος  αριθµός  µε  το  όνοµα,  ας  πούµε  ν.  Γίνεται  έτσι  φανερό  ότι  το

σύνολο  των  αριθµών   που  χρησιµοποιούµε  για  να  χαρακτηρίσουµε  τα  πεπερασµένα  σύνολα

αποκτάει όλο και περισσότερα µέλη, για να γίνει τελικά άπειρο. Μιλάµε, προφανώς, για το σύνολο

των φυσικών αριθµών,  �.

Το σύνολο, λοιπόν, � αποτελείται από καθαρά νοητικά αντικείµενα. Τέτοιου είδους σύνολα

θα κάνουν συχνά την εµφάνισή τους στη συνέχεια. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι το σύνολο

των  πραγµατικών  αριθµών,  το  Ευκλείδειο  επίπεδο  και  άλλες  γεωµετρικές  κατασκευές,  οι

συναρτήσεις κ.λ.π. Γι’  αυτό, σπεύδουµε να επισηµάνουµε το ακόλουθο πρόβληµα.  Πολλές φορές

τα  στοιχεία  των  πιο  πάνω   συνόλων  συγχέονται  µε  τα  σύµβολα  που  έχει  καθιερωθεί  να

χρησιµοποιούνται  για  την  παράστασή  τους.  Για  παράδειγµα,  τα  ψηφία  1,  2,  3,  κ.λπ.

χρησιµοποιούνται  ως  σύµβολα  των  στοιχείων  ένα,  δύο,  τρία  κ.λ.π.  του  συνόλου  �.  Θα  πρέπει  να

διακρίνουµε  συστηµατικά  τα  (υλικά  ή  νοητικά)  αντικείµενα  στα  οποία  αναφερόµαστε  κάθε  φορά

από  τα  σύµβολα  που  χρησιµοποιούµε  ως  αντιπρoσώπους  τους.  ∆ιαφορετικά,  κινδυνεύουµε  να

βγάζουµε λάθος συµπεράσµατα. 

Θα µπορούσε γ.π. κάποιος µας ρωτήσει  αν το V είναι ένας από τους φυσικούς  αριθµούς  κι

εµείς  να  απαντήσουµε  όχι.  Αντίθετα,  να  βεβαιώσουµε  αµέσως  τον  συνοµιλητή  µας  ότι  το  5  είναι

φυσικός  αριθµός.  Στην  πραγµατικότητα,  τόσο  το  5  όσο  και  το  V  και  είναι  και  δεν  είναι  αριθµοί.

Γιατί είναι απλώς σύµβολα, κι ενώ σε ένα κάποιο σύστηµα συµβολισµού των αριθµών το 5 δηλώνει

τον αριθµό πέντε, σ’  ένα άλλο σύστηµα ο ίδιος αριθµός  δηλώνεται µε το V. 

Με  φυσικό  τρόπο  οδηγούµαστε  στις  έννοιες  της  πρόσθεσης  και  της  αφαίρεσης.  Αν  η

παρέα µας που πήγε για φαγητό είναι µεγάλη, τότε µετακινούµε µερικές καρέκλες από ένα διπλανό

τραπέζι του εστιατόριου, ώστε  να υπάρχει 1-1  αντιστoιχία των µελών της παρέας µε τις  καρέκλες

που  θα  βρίσκονται  γύρω  από  το  τραπέζι  µας.  ´Οσες  καρέκλες  προσθέτουµε  στο  δικό  µας  τραπέζι

τόσες αφαιρούµε από το διπλανό.  

Το  αποτέλεσµα  της  πρόσθεσης  των  φυσικών  αριθµών  x, y  λέγεται  άθροισµα  και

συµβολίζεται  µε  x + y.  Ο  αριθµός  x  λέγεται  µεγαλύτερος  του  y  αν  υπάρχει  ένας  τρίτος  αριθµός

a œ �, τέτοιος που x = y + a. Τότε ο a γράφεται σαν x- y και λέγεται διαφορά του y από τον x.

H πρόσθεση του x στον ευατό του a φορές λέγεται πολλαπλασιασµός. Το αποτέλσµα αυτής

της πράξης είναι το γινόµενο των a, x που συµβολίζεται µε a x. ´Οταν x, y, z œ �  και z = x y, τότε

λέµε ότι ο αριθµός  z διαιρείται  µε τον x, µε  αποτέλεσµα το πηλίκο  x, που γράφεται σαν  x = z ê y.

Λέµε επίσης ότι ο αριθµός z διαιρείται µε τον y, µε αποτέλεσµα το πηλίκο y = z ê x. 
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Εύκολα διευρύνουµε τους φυσικούς αριθµούς µε τρόπο ώστε να έχει νόηµα και η αφαίρεση

ενός  φυσικού  αριθµού,  x,  από  κάποιον  άλλον,  y,   που  είναι  µικρότερος  ή  ίσος  µε  αυτόν.  Aν

x = y+ a, τότε το αποτέλσµα της αφαίρεσης y- x είναι ένας αρνητικός αριθµός που συµβολίζεται

µε -a.  Στην περίπτωση που  x = y,  η διαφορά τους είναι ο αριθµός µηδέν που συµβολίζεται µε το

ψηφίο 0. Το διευρυµένο  σύνολο που προκύπτει από την παραπάνω διαδικασία λέγεται σύνολο των

ακεραίων αριθµών και συµβολίζεται µε �.

Η παραπέρα διεύρυνση οδηγεί στο σύνολο των ρητών αριθµών, �. Αυτή η διεύρυνση δίνει

νόηµα  στη  διαίρεση  οποιωνδήποτε  δύο  ακεραίων,  µε  την  προϋπόθεση  ότι  ο  δεύτερος  είναι

διάφορος  του  µηδενός.  ´Ετσι,  µπορούµε  να  πούµε  ότι  ο  αριθµός  2  διαιρείται  µε  τον  3.  Ο  αριθµός

που  προκύπτει  από  αυτή  τη  διαίρεση  συµβολίζεται  µε  2/3.  Γενικότερα,  κάθε  ρητός  αριθµός  x

γράφεται µε τη µορφή x = z ên, όπου z œ � και n œ �.

Οι  ρητοί  αριθµοί  παρουσιάζουν  κενά.  Αυτό  φαίνεται  από  την  ακόλουθη  διαπίστωση.  Το

τετράγωνο  ενός  αριθµού  x  έχει  πάντα  νόηµα  και  είναι  ο  αριθµός  x x  που  συµβολίζεται  µε  x2.  Mε

τετραγωνική ρίζα του x, 
è!!!

x , εννοούµε το θετικό αριθµό y µε την ιδιότητα ότι y2 = x. Για πολλούς

ρητούς  είναι  εύκολο  να  βρούµε  την  τετραγωνική  τους  ρίζα  στη  µορφή  ενός  άλλου  ρητού:è!!!!
1 = 1,

è!!!!
4 = 2,

è!!!!
9 = 3,

è!!!!!!!!!
1 ê 4 = 1 ê 2,

è!!!!!!!!!
4 ê 9 = 2 ê 3.  ´Οµως,  δεν  υπάρχει  ρητός  αριθµός  y

τέτοιος  που y =
è!!!!

2 . Γεµίζουµε τα κενά µε την υπόθεση ότι ανάµεσα σε δύο ρητούς, όσο µικρή κι

αν  είναι  η  διαφορά  τους,  υπάρχει  κάποιος  αριθµός  που  µπορεί  να  είναι  άρρητος.  Το  διευρυµένο

σύνολο συµβολίζεται µε � και τα στοιχεία του ονοµάζονται πραγµατικοί αριθµοί.

Στα επόµενα θα χρησιµοποιήσουµε συχνά τα υποσύνολα των πραγµατικών αριθµών, �, που

ονοµάζονται διαστήµατα. Ο ορισµός τους, καθώς και το αντίστοιχο σύµβολο, έχουν ως εξής:

(i) H-¶, aL :=8x œ � : x < a<.
(ii) H-¶, aD :=8x œ � : x § a<.
(iii) Ha, bL :=8x œ � : a < x < b<≡  Το ανοιχτό διάστηµα ανάµεσα στους αριθµούς a και b.   

(iv) [a, b):=8x œ � : a § x < b<.
(v) Ha, bD :=8x œ � : a < x § b<.
(vi) @a, bD :=8x œ � : a § x § b<≡  Το κλειστό διάστηµα ανάµεσα στους αριθµούς a και b > a.   

(vii) Hb, ¶L := 8x œ � : x > b<.
(viii) @b, ¶L := 8x œ � : x ¥ b<.

Yπάρχουν  πολλοί  τρόποι  για  να  κατασκευάσουµε  νέα  σύνολα  από  άλλα  γνωστά.  Ο

σηµαντικότερος  είναι  αυτός  που,  µε  βάση  δύο  γνωστά  σύνολα,  ας  πούµε  τα  Α  και  Β,  οδηγεί  στο

σύνολο που συµβολίζεται  µε  ΑäΒ και ονοµάζεται Καρτεσιανό  γινόµενο  του Α επί  το Β, µε αυτή

ακριβώς τη σειρά. Πρόκειται για το σύνολο που έχει για στοιχεία ζευγάρια της µορφής (α, β), όπου

το a œ Α και το b œ Β.

Σηµειώστε  ότι  τα  σύνολα  Α,  Β  δεν  είναι  απαραίτητο  να  είναι  διαφορετικά.  ´Οταν  Α=Β,  το

Καρτεσιανό γινόµενο ΑäΒ γράφεται και σαν Α2.
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Παραδείγµατα

(i)   �ä�={Hm, nL : m œ �, n œ �}

(ii)  �ä�={Hm, xL : m œ �, x œ �}

(iii)  [a, b]ä�={H x, yL : x œ �, y œ �, a § x § b}

(iv) [a, b]ä (c, d)={H x, yL : x œ �, y œ �, a § x § b, c < y < d}

(v) �2 ª �ä�={Hm, nL : m œ �, n œ �}

(vi) �2 ª �ä�={Hx, yL : x œ �, y œ �}

Mε ανάλογο τρόπο ορίζεται το Καρτεσιανό γινόµενο τριών ή περισσότερων συνόλων.

Παραδείγµατα

(i)   �ä�ä�=8Hm, n, xL : m œ �, n œ �, x œ �<
(ii)  �2ä� ª �ä�ä� = 8Hm, n, , xL : m œ �, n œ �, x œ �<
(iii) �ä�2 ª �ä�ä� = 8Hm, x, yL : m œ �, x œ �, y œ �<
(iv) �3 ª �ä�ä� = 8Hx, y, zL : x œ �, y œ �, z œ �<.

1.3 Απεικονίσεις  ή συναρτήσεις

Ας  ονοµάσουµε   f  την  αντιστοιχία  που  έχουµε  κατασκευάσει  ανάµεσα  στα  στοιχεία  του  σύνολου

X  προς  στοιχεία  του  σύνολου  Y .  Αν  η  f  είναι  τέτοια  που  η  γνώση  του  στοιχείου  x œ X

προσδιορίζει  µονοσήµαντα  το  αντίστοιχο  στοιχείο  f HxL  του  Y ,  τότε  η  αντιστοιχία  ονοµάζεται

απεικόνιση του X  στο Y . Αυτό δηλώνεται µε την έκφραση  f : X Ø Y . 

Το  στοιχείο  f HxL œ Y  ονοµάζεται  εικόνα  του  x œ X .  Το  υποσύνολο  του  Y  που  αποτελείται

από  τις  εικόνες  όλων  των  στοιχείων  του  X  συµβολίζεται  µε  f HX L.  Mε  άλλα  λόγια

f HX L = 8y œ Y : y = f HxL, x œ X <.
Μια απεικόνιση f : X Ø Y  ονοµάζεται και συνάρτηση. Σ’  αυτό το πλαίσιο, το σύνολο X

ονοµάζεται  πεδίο  ορισµού  της  συνάρτησης,  η  εικόνα  f HxL  του  στοιχείου  x  λέγεται  τιµή  της

συνάρτησης στο σηµείο x και το υποσύνολο f HX L  του Y  πεδίο τιµών της συνάρτησης.  

Συνήθως, τα σύνολα X , Y  που συνδέονται σε µια απεικόνιση f : X Ø Y   είναι υποσύνολα

των  πραγµατικών  αριθµών  �,  ή  των  Καρτεσιανών  γινοµένων  �n,  όπου  n  κάποιος  συγκεριµένος

φυσικός  αριθµός.  Σ’  αυτές  τις  περιπτώσεις  η  αντιστοιχία  f : X Ø Y  προσδιορίζεται  αναλυτικά

µέσω ενός "τύπου". 

Ας  υποθέσουµε  γ.π.  ότι  µε  το  σύµβολο  x  δηλώνουµε  κάποιον  πραγµατικό  αριθµό.  Τότε  η

έκφραση   x2  έχει  σαφές  νόηµα  και  για  κάθε  συγκεκριµένο  x  µας  δίνει  κάποιον  άλλο  πραγµατικό

αριθµό.  Αν  γ.π.  x = 3, τότε  x2 = 9, αν   x = 4, τότε  x2 = 16 κ.λ.π.   Αν  λοιπόν πούµε  ότι  "θεωρούµε
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την απεικόνιση f : � Ø � µε τύπο f HxL = x2", τότε είµαστε σε θέση να υπολογίσουµε αµέσως την

εικόνα f HxL οποιουδήποτε x œ �.

Σαν  δεύτερο  παράδειγµα,  ας  θεωρήσουµε  την  απεικόνιση  f : I Ø �  µε  τύπο

f HxL = 5 
è!!!!!!!!!!!!!

1- x2  και  I = @-1, 1D.  Είναι  φανερό  ότι,  µε  βάση  τις  πράξεις  που  έχουµε  ορίσει  στο

σύνολο  των  πραγµατικών  αριθµών,  η  έκφραση  5 
è!!!!!!!!!!!!!

1- x2  έχει  σαφές  νόηµα  για  κάθε  x  στο

διάστηµα I .

Θα πρέπει να τονιστεί ότι ο τύπος της συνάρτησης  δεν είναι υποχρεωτικό να είναι ίδιος  σε

όλο  το  πεδίο  ορισµού  της.  Σαν  παράδειγµα  θεωρείστε  τη  συνάρτηση  g : I Ø �,  µε  το  ίδιο   I  η

προηγούµενη f : I Ø � , αλλά µε τύπο 

                                               gHxL = 9 -x 
è!!!!!!!!!!!!!

1 - x2 , -1 § x § 0

x 
è!!!!!!!!!!!!!

1 - x2 , 0 § x § 1
   

Mε  ανάλογο  τρόπο  προσδιορίζονται  οι  συναρτήσεις  δύο  ή  και  περισσότερων  µεταβλητών.

Σαν παραδείγµατα θεωρείστε

(i)  Tη συνάρτηση f : �ä� Ø �, µε τύπο f Hn, xL = Hn + 1L x2,

(ii) Tη συνάρτηση f : �2 Ø �, µε τύπο f Hx, yL = x2 y3,

(iii) Tη συνάρτηση f : D Ø �, µε τύπο f Hx, yL = è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - x2 - y2 ,  όπου

                                 D = 8Hx, yL œ �2 : x2 + y2 § 1<,      
(iv) Tη συνάρτηση f : B Ø �, µε τύπο f Hx, y, zL = 1 ê Hx2 + y2 + z2L,  όπου
                                  B = 8Hx, y, zL œ �3 : x ∫ 0, y ∫ 0, z ∫ 0<.   

Θεµελιακής  σηµασίας  στην  ανάλυση  και  στις  εφαρµογές  των  συναρτήσεων  είναι  η  έννοια

του  ορίου.  Για  να  την  ορίσουµε,  υπενθυµίζουµε  αρχικά  ότι  απόλυτη  τιµή  του  αριθµού  x œ �
ονοµάζεται  ο  µη  αρνητικός  αριθµός  » x »,  όπου  » x » := -x,  αν  x § 0  και  » x » := x,  x ¥ 0.  Αν

x, y œ �, τότε ο αριθµός » x - y » λέγεται απόσταση των x, y. 

Οι  απεικονίσεις  της  µορφής  f : � Ø �  ονοµάζονται  ακολουθίες  (πραγµατικών  αριθµών)

και  η  εικόνα  f HnL  του  τυχαίου  φυσικού  αριθµού  n  συνήθως  συµβολίζεται  µε  fn.  Ας

θεωρήσουµε,  λοιπόν,  την  ακολουθία  fn = H2 - nL ê n2.  Θα  λέµε  ότι  "η  (τιµή  της  )  fn  τείνει  στον

αριθµό  L,  καθώς  το  n  τείνει  στο  άπειρο"  και  θα  γράφουµε  limnØ¶ fn = L,  αν  ισχύει  η  ακόλουθη

πρόταση:  Για  δοσµένο  ¶ > 0, οσοδήποτε  µικρό,  υπάρχει   ένας  φυσικός  αριθµός  N  τέτοιος  που,  αν

n > N , τότε » f HnL - L » < ¶. Ο αριθµός L ονοµάζεται όριο της ακολουθίας fn.

Ας  θεωρήσουµε  στη  συνέχεια,  την  απεικόνιση  f : Ha, bL Ø �  κι  ας  υποθέσουµε  ότι  ο

αριθµός x0 œ @a, bD. Λέµε ότι η (τιµή της ) f  τείνει στον αριθµό L καθώς το x πλησιάζει τον x0  και

γράφουµε  limxØx0
f HxL = L,  αν  µπορούµε  να  αποδείξουµε  το  εξής:  Για  δοσµένο  ¶ > 0,  οσοδήποτε

µικρό,  υπάρχει  θετικός  αριθµός  d  τέτοιος  ώστε,  αν  x œ Ha, bL  και  » x- x0 » < d,  τότε

» f HxL- L » < ¶. Ο αριθµός L ονοµάζεται όριο της συνάρτησης f  καθώς το x τείνει στο x0.
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1.4  Το Ευκλείδειο επίπεδο

´Ολοι  οι  άνθρωποι  έχουµε  µιαν  αίσθηση  της  έννοιας  του  χώρου  και  τη  χρησιµοποιούµε  σε

καθηµερινές  µας  εκφράσεις:  ∆ε  µε  χωράει  ο  τόπος,  είµαι  στενοχωρηµένος,  το  διαµέρισµά  τους

είναι ευρύχωρο, το αυτοκίνητό µου έχει µεγάλους χώρους ... Με τον ένα ή τον άλλο τρόπο, η λέξη

χώρος  χρησιµοποιείται  για  να  δηλώσει  σχέσεις  διαφόρων  αντικειµένων  του  περιβάλλοντός  µας,

αλλά  και  τη  δική  µας  σχέση  προς  αυτά.  ´Ενα  δωµάτιο  είναι  µεγαλύτερο  από  ένα  άλλο  όταν

µπορούµε  να  τοποθετήσουµε  µέσα  σ’  αυτό  περισσότερα  αντικείµενα  ενός  είδους,  γ.π.  καρέκλες,

από  όσες  στο  δεύτερο.  Συνεπώς,  η  έννοια  του  χώρου  είναι  αλληλένδετη  µ’  εκείνη  του  µεγέθους

των υλικών αντικειµένων.

Ο  χώρος  είναι  τρισδιάστατος.  Για  να  καταλάβουµε  το  τι  εννοούµε  µ’  αυτή  την  πρόταση,

θα ξεκινήσουµε τη µελέτη µας από το µαθηµατικό χώρο των δύο διαστάσεων που όλοι γνωρίζουµε

από τα µαθητικά µας χρόνια, δηλαδή από το Ευκλείδειο επίπεδο. Η επιφάνεια ενός  τραπεζιού ένας

πίνακας,  η  επιφάνεια  του  γραφείου  µας,  το  δάπεδο,  το  ταβάνι  και  οι  τοίχοι  ενός  δωµάτιου

αποτελούν φυσικές επιφάνειες που οδηγούν στη µαθηµατική έννοια του (Ευκλείδειου) επίπεδου.

Στο  σχήµα  που  ακολουθεί  δείχνουµε  ένα  τµήµα  της  επιφάνειας  αυτής  της  σελίδας  µέσα  σ'

ένα  πλαίσιο.  Θα  το  ονοµάσουµε  επίπεδο  τµήµα  και  θα  το  αναφέρουµε  σαν  το  σύνολο  P.   Τα

στοιχεία  του  επίπεδου  τµήµατος  θα  τα  λέµε  σηµεία  και  θα  τα  παριστάνουµε  µε  µαύρες  κουκίδες.

Για να τα διακρίνουµε, θα χρησιµοποιούµε κάποιο γράµµα, όπως στο σχήµα.

 

A Β

Γ

P

 

Θεωρείστε  δύο  τυχαία  σηµεία  Α,  Β  του  επίπεδου  τµήµατος  P  κι  ένα  τεντωµένο  νήµα  που

τα ενώνει, όπως φαίνεται στο σχήµα.

Τα  σηµεία  του  P  που  καλύπτει  το  νήµα  αποτελούν  αυτό  που  ονοµάζουµε  ευθύγραµµο

τµήµα.  Με  άλλα  λόγια,  κάθε  ζευγάρι  (Α,  Β)  διαφορετικών  σηµείων  ενός  επίπεδου  τµήµατος  P

ορίζει  ένα  γνήσιο  υποσύνολο  του  P  που  το  λέµε  ευθύγραµµο  τµήµα  ΑΒ  ή  ΒΑ.  Με  βάση  το

επόµενο σχήµα, δεχόµαστε αξιωµατικά την ακόλουθη ιδιότητα των ευθυγράµµων τµηµάτων: 

´Ενα τρίτο σηµείο Γ, διαφορετικό από τα Α και Β, ανήκει στο ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, εάν και µόνο

όταν τα ευθύγραµµα  τµήµατα ΑΓ και ΓΒ περιέχονται στο ΑΒ, το οποίο και συναποτελούν, ενώ το

µόνο κοινό τους σηµείο είναι το ίδιο το Γ. Με  συνολοθεωρητικές εκφράσεις αυτό σηµαίνει ότι
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             ΓœΑΒ   ñ  ΑΓÕΑΒ,  ΓΒÕΑΒ,   ΑΓ‹ΓΒ=ΑΒ,    ΑΓ›ΓΒ={Γ}. 

                                     

A Β
Γ

P

Αν το Γ δεν ανήκει στο ΑΒ, τότε υπάρχουν τα εξής ενδεχόµενα.

(α)  Το  ΑΒ  περιέχεται  στο  τµήµα  ΓΒ.  Τότε  το  τµήµα  ΓΑ  λέγεται  επέκταση  του  ΑΒ  προς  την

πλευρά του Α.

(β)  Το  ΑΒ  περιέχεται  στο  τµήµα  ΑΓ.  Τότε  το  τµήµα  ΒΓ  ονοµάζεται  επέκταση  του  ΑΒ  προς  την

πλευρά του Β. 

                                

                                 

A
Β

Γ

P

(γ)  Καµία  από  τις  δύο  προηγούµενες  περιπτώσεις  δεν  ισχύει.  Σ’  αυτή  την  περίπτωση  λέµε  ότι  τα

τµήµατα ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ σχηµατίζουν ένα τρίγωνο. 
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A Β

Γ

P

Μπορούµε, τώρα, µε το νου µας να κατασκευάσουµε 8 αντίγραφα του επίπεδου τµήµατος P

και να τα τοποθετήσουµε   δίπλα στο P  µε τον τρόπο που δείχνουµε στο επόµενο σχήµα.

Μ’  αυτό  τον τρόπο  καταλήγουµε σ’  ένα καινούργιο επίπεδο τµήµα P £  που περιέχει το P

και  έχει  όλες  τις  ιδιότητες  του  τελευταίου.  Αυτή  η  διαδικασία  µπορεί  να  επαναληφθεί  όσες  φορές

θέλουµε  και  µάλιστα  "επ’  άπειρον",  αφού  είναι  καθαρά  νοητική.  ´Ετσι  καταλήγουµε  στην  εικόνα

αυτού  που  ονοµάζεται  Ευκλείδειο  επίπεδο.  Κάθε  επίπεδο  τµήµα,  σαν  τα  παραπάνω  P  και   P £,  θα

θεωρείται  από  εδώ  και  στο  εξής  σαν  αντιπροσωπευτικό  υποσύνολο  του  Ευκλείδειου  επίπεδου,   µε

την έννοια ότι έχει όλες τις ιδιότητες του υπερσύνολου στο οποίο ανήκει.

´Ολες  οι  δυνατές  επεκτάσεις  ενός  ευθύγραµµου  τµήµατος  ΑΒ  προς  την  πλευρά  του  Β

αποτελούν ένα υποσύνολο  του  Ευκλείδειου επίπεδου το οποίο ονοµάζουµε  ηµιευθεία (γραµµή) µε

αρχή το σηµείο Α. Ανάλογα, όλες οι δυνατές επεκτάσεις του ΑΒ προς την πλευρά του Α αποτελούν

µιαν ηµιευθεία µε αρχή το σηµείο Β. Η ένωση αυτών των δύο ηµιευθειών, δηλαδή όλες οι δυνατές

επεκτάσεις του ΑΒ,  ονοµάζεται  ευθεία γραµµή που ορίζεται από τα σηµεία Α και Β. 

´Οπως  φαίνεται  στο  επόµενο  σχήµα,  µια  ευθεία  ε  χωρίζει  το  επίπεδο  τµήµα  P (άρα  και  το

Ευκλείδειο επίπεδο) σε τρία ξένα  µεταξύ τους  υποσύνολα:  Την ίδια την ευθεία  ¶  και τα τµήµατα

P+,  P- του P που βρίσκονται από τη µια µεριά και την άλλη της ευθείας.

                                   

A Β

P

P+

P−

ε

Προφανώς,  P- › P+ = ¯ και  P = P- ‹ ¶‹ P+.

Aνάλογα, ένα σηµείο Ο που ανήκει σε µια ευθεία ε χωρίζει την ε σε τρία ξένα µεταξύ τους

υποσύνολα: Τα τµήµατα   ¶+ και ¶ - της ε που βρίσκονται από τη µια µεριά της και που, µαζί µε το

Ο,  αποτελούν  τη  δοσµένη  ευθεία  (βλ.  σχήµα).  Με  άλλα  λόγια,  ¶+ › ¶- = ¯  και
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¶ = ¶ - ‹ 8Ο< ‹ ¶+.  Προφανώς,  τα  υποσύνολα  ¶ - ‹ 8Ο<  και  8Ο< ‹ ¶+  της  ε  αποτελούν  ηµιευθείες

µε κοινή αρχή το σηµειό Ο.

                                     

Ο

ε− ε+

ε

P

Ας θεωρήσουµε, τώρα, δύο τυχαίες ευθείες ¶, z   κι ας σηµειώσουµε ότι υπάρχουν τρία µόνο

ενδεχόµενα.

(i)  Οι  ¶,  z  έχουν  δύο  σηµεία  κοινά,  ας  πούµε  τα  Α  και  Β.  Τότε  προφανώς  οι  ¶  και  z  ταυτίζονται,

αφού αποτελούν την ευθεία που ορίζεται από τα σηµεία Α και Β.

(ii)  Οι  ¶,  z  έχουν  ένα  µόνο  κοινό  σηµείο,  ας  το  πούµε  Ο,  οπότε  λέµε  ότι  οι   ¶,  z  τέµνονται  στο

σηµείο Ο. Σ’  αυτή την περίπτωση οι ευθείες ¶ και z  χωρίζουν το επίπεδο σε τέσσερα ξένα µεταξύ

τους τµήµατα, όπως στο επόµενο σχήµα. Καθένα από αυτά τα τµήµατα, µαζί µε τις δυο ηµιευθείες

που το περιβάλλουν, λέγεται γωνία.

                               

Οε

ζ

P1P2

P3 P4

P

(iii)  Οι  ¶,  z   δεν  έχουν  κοινό  σηµείο.  Τότε  οι  ευθείες  ¶  και  z  χωρίζουν  το  επίπεδο  σε  τρία  ξένα

µεταξύ τους τµήµατα, όπως στο επόµενο σχήµα, και λέγονται παράλληλες.

Βασικό αξίωµα της Ευκλείδειας γεωµετρίας του επίπεδου είναι ότι, 

Από ένα σηµείο Α που δεν ανήκει σε δοσµένη ευθεία ¶ διέρχεται µία µόνο ευθεία 

που είναι παράλληλη προς την ¶.

H έννοια της απόστασης δύο σηµείων

Ας θεωρήσουµε δύο τυχαία ευθύγραµµα τµήµατα, σαν τα ΑΒ και ΑΓ του επόµενου σχήµατος. 

Ch_1.nb 11



A Β

Γ

Αµέσως  έχουµε την αίσθηση ότι το ΑΒ είναι µεγαλύτερο  από το ΑΓ. Η  σύγκριση  αυτών  των δύο

τµηµάτων γίνεται πιο αναλυτική µε τον ακόλουθο τρόπο.

Ανοίγουµε  ένα  διαβήτη  και  στηρίζουµε  το  ένα  σκέλος  του  στο  Α  και  το  άλλο  στο  Γ.  Στη

συνέχεια,  σηκώνουµε  το  σκέλος  που  στηριζόταν  στο  Γ  και,  διατηρώντας  το  άνοιγµα  του  διαβήτη

σταθερό,  το  φέρνουµε  πάνω  στο  ευθύγραµµο  τµήµα  ΑΒ.   Ας  ονοµάσουµε  το  σηµείο  στο  οποίο

ακουµπάει η ακίδα του διαβήτη ∆ (βλ. επόµενο σχήµα) 

                                    

A Β

Γ

∆

P

∆ιατηρώντας  πάντα  το  άνοιγµα  του  διαβήτη  σταθερό,  κρατάµε  τη  µια  ακίδα  του  στο  ∆  και

φέρνουµε την άλλη πάνω στο τµήµα ΑΒ προς τη µεριά του σηµείου Β. ´Ετσι ορίζεται το σηµείο Ε.

Επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία, καταλήγουµε στο επόµενο σχήµα, όπου το σηµείο Η

ανήκει στην ευθεία που ορίζεται από το ΑΒ.

                              

A Β

Γ

∆ Ε Ζ
Η

P
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Σε  µια  τέτοια  περίπτωση  λέµε  ότι  το  ΑΒ  είναι  µεγαλύτερο  από  τρεις  φορές  και  µικρότερο  από

τέσερες φορές το ΑΓ.  

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο "µετράµε" και κάθε άλλο ευθύγραµµο τµήµα, ας πούµε το ΜΝ.

Εξετάζουµε, δηλαδή, πόσες φορές χωράει το ΑΓ στο ΜΝ. Το συγκεκριµένο ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ

που  χρησιµοποιούµε  στη  µέτρηση  όλων  ανεξαιρέτως  των  ευθύγραµµων  τµηµάτων  του  επίπεδου

ονοµάζεται µονάδα µήκους.

´Οπως  συνέβη  στο  παράδειγµά  µας,  τις  περισσότερες  φορές  η  µονάδα  µήκους  δεν

περιέχεται  ακριβώς  n  φορές  σε  ένα  τυχαίο  ευθύγραµµο  τµήµα.  ´Ετσι,  για  να  δώσουµε  ένα

ακριβέστερο  µέτρο  σύγκρισης  ενός  ευθύγραµµου  τµήµατος  µε  τη  µονάδα  µήκους,  οδηγούµαστε

στην υποδιαίρεση της µονάδας σε µικρότερα τµήµατα. 

Αν  γ.π.  θέλουµε  να  υποδιαιρέσουµε  τη  µονάδα  µήκους  σε  τρία ίσα  τµήµατα,  ακολουθούµε

τη  διαδικασία  που  επεξηγείται  στο  επόµενο  σχήµα  και  στηρίζεται  στο  θεώρηµα  ότι  οι  ευθείες  που

είναι  παράλληλες  προς  τη  βάση  ενός  τριγώνου  τέµνουν  τις  άλλες  δύο  πλευρές  του  σε  ανάλογα

µεταξύ τους τµήµατα.

Πιο συγκεκριµένα, ενώνουµε το σηµείο Ζ που απέχει τρεις µονάδες µήκους από το Α µε το

άκρο Γ της µονάδας µήκους ΑΓ. Στη συνέχεια, από τα σηµεία ∆ και Ε, που απέχουν αντίστοιχα µία

και  δύο  µονάδες  µήκους  από  το  Α,  φέρνουµε  παράλληλες  προς  το  ΖΓ.  Αυτές  τέµνουν  το  ΑΓ  στα

σηµεία  ∆´  και  Ε´,  αντίστοιχα.  Τα  ευθύγραµµα  τµήµατα  Α∆£,  ∆£ Ε£  και  Ε£ Γ  είναι  ίσα  µεταξύ  τους

και άρα το καθένα τους είναι ίσο προς το 1/3 της µονάδας µήκους.

Μια  µονάδα  µήκους  που  χρησιµοποιείται  συχνά  σε  πρακτικές  εφαρµογές  είναι  είναι  το

λεγόµενο  µέτρο  που  συµβολίζεται  µε  m.  To εκατοστόµετρο,  cm,  είναι  ίσο  προς  το  ένα  εκατοστό

του µέτρου. Πρόκειται για ένα τµήµα σαν το 

                                                     
A Γ

Ο  θετικός  αριθµός  r  που  προκύπτει  από  τη  διαδικασία  της  µέτρησης  ενός  ευθύγραµµου  τµήµατος

ΑΒ  ονοµάζεται  µήκος  του  ΑΒ.  Λέγεται  και  απόσταση  των  σηµείων  Α,  Β.  Προσωρινά,  θα

υποθέτουµε ότι ο r œ �.

Ο κύκλος

Θεωρούµε  ένα  ευθύγραµµο  τµήµα  ΑΒ  µήκους  r.  Το  υποσύνολο  των  σηµείων  του  Ευκλείδειου

επίπεδου  που  έχουν  την  ίδια  απόσταση  r  από  κάποιο  σηµείο  Α  oνοµάζεται  κύκλος  µε  κέντρο  το  Α

και ακτίνα r. Τα σηµεία που απέχουν από το Α λιγότερο από r αποτελούν το εσωτερικό του κύκλου.

Εκείνα  που  έχουν  απόσταση µεγαλύτερη από r  αποτελούν το  εξωτερικό  του  κύκλου.  Το εσωτερικό

ενός κύκλου µε κέντρο ένα σηµείο Α ονοµάζεται (ανοιχτή) γειτονιά του Α.
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A B

O

P

Οποιοδήποτε σηµείο Ο του Ευκλείδειου επίπεδου P έχει µια γειτονιά που περιέχεται στο P.  

Θεωρούµε  τα  ευθύγραµµα  τµήµατα  ΑΒ  και  Γ∆  που  τέµνονται  στο  σηµείο  Ο,  όπως  στο

ακόλουθο σχήµα.

´Ενας  κύκλος  µε  κέντρο  το  Ο  και  αρκετά  µικρή  ακτίνα  r  θα  περιέχει  ένα  τµήµα  Α£ Β£

µήκους  2 r  του  ΑΒ   και  ένα  τµήµα  Γ£ ∆£   µήκους  2 r  του   Γ∆.   Είναι  φανερό  ότι,  αν  κόψουµε  το

επίπεδο τµήµα P του χαρτιού και το διπλώσουµε κατά µήκος της ευθείας που ορίζει το ΑΒ, τότε το

ευθύγραµµο  τµήµα  Γ£ Ο  δε  θα συµπέσει  µε  το  Ο∆£.  Αν  πάλι διπλώσουµε  το  χαρτί  κατά µήκος  της

ευθείας που ορίζει το Γ∆, τότε το ευθύγραµµο τµήµα Α£ Ο δε θα συµπέσει µε το ΟΒ£.   

Η σύµπτωση  των  Γ´Ο  και Ο∆£   θα εµφανιστεί µόνο  στην περίπτωση που τα  ευθύγραµµα

τµήµατα ΑΒ και Γ∆  τέµνονται στο σηµείο Ο, όπως στο επόµενο  σχήµα. 

                                

A B
O

Γ

∆

P

A΄ B΄

∆΄

Γ΄

Σε  µια  τέτοια περίπτωση,  λέµε  ότι τα  ΑΒ και  Γ∆ είναι  µεταξύ  τους κάθετα.  Κάθετες µεταξύ  τους

λέγονται τότε και οι δύο ευθείες που ορίζουν τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆.

∆ύο ευθείες που είναι κάθετες σε µια τρίτη είναι µεταξύ τους παράλληλες.

Υποθέτουµε  ότι  τα  σηµεία  A,  B,  Γ  και  ∆  έχουν  τη  διάταξη  που  δείχνουµε  στο  επόµενο

σχήµα:  Καθένα  από  τα  ευθύγραµµα  τµήµατα  ΑΒ,  ΒΓ,  Γ∆  και  ∆Α  είναι  κάθετο  στο  επόµενο,  ενώ

εκείνα που είναι παράλληλα έχουν το ίδιο µήκος. Σ’  αυτή την περίπτωση λέµε ότι τα ευθύγραµµα

τµήµατα  ΑΒ,  ΒΓ,  Γ∆  και  ∆Α  σχηµατίζουν  ένα  ορθογώνιο  παραλληλόγραµµο.  Τα  ίδια  τα  τµήµατα
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ΑΒ,  ΒΓ,  Γ∆  και  ∆Α  ονοµάζονται  πλευρές  του  παραλληλογράµµου.  Στην  ειδικότερη  περίπτωση  που

όλες οι πλευρές έχουν το ίδιο µήκος το σχήµα λέγεται τετράγωνο.

                             

A Β

Γ∆

P

Το τµήµα του επίπεδου που περικλείεται από ένα τετράγωνο λέγεται τετραγωνική περιοχή. Ωστόσο,

συχνά  χρησιµοποιούµε  τη  λέξη  τετράγωνο  τόσο  για  το  οµώνυµο  τετράπλευρο  σχήµα,  όσο  και  για

το µέρος του επίπεδου που περιέχεται σ' αυτό το σχήµα.

´Ολοι µας έχουµε την αίσθηση ότι το τµήµα του επίπεδου που περιέχεται σ’  ένα τετράγωνο

πλευράς b είναι µεγαλύτερο  από εκείνο που περιέχεται σ’  ένα άλλο τετράγωνο µε πλευρά µήκους

a < b.  H  ποσοτική  έκφραση  αυτής  της  σύκρισης  υλοποιείται  µε  τον  ακόλουθο  τρόπο.

Κατασκευάζουµε  αρχικά  ένα  τετράγωνο  που  η  κάθε  πλευρά  του  είναι  ίση  προς  το  ευθύγραµµο

τµήµα που έχουµε  υιοθετήσει ως µονάδα µήκους HmmL. Η αντίστοιχη τετραγωνική περιοχή ορίζεται

τότε  ως  µονάδα  µέτρησης  όλων  των  τετραγώνων.  Προφανώς,  σ’  ένα  τετράγωνο  Τ  µε  πλευρά

µήκους a = n µµ, όπου ν œ �,  χωράνε n2  τετράγωνα µε πλευρά 1 mm. Σ’  αυτή την περίπτωση λέµε

ότι το εµβαδόν, Ε(Τ), του τετράγωνου  Τ  είναι  n2  τετραγωνικές µµ και γράφουµε ΕHΤL = n2  HmmL2.

Ανάλογα, σ' ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο Π µε πλευρές µήκους a = k  µµ και b = l  µµ,  όπου

κ,  λ œ �,   χωράνε  k l  τετράγωνα  µε  πλευρά  1µµ.  ´Αρα  το  εµβαδόν  του  Π  είναι  ίσο  µε

ΕHΠL = k l HmmL2.

Για να µετρήσουµε παραλληλόγραµµα που οι πλευρές τους δεν έχουν µήκος ίσο µε ακέραιο

πολλαπλάσιο  της  µµ,  κατασκευάζουµε  µικρότερα  τετράγωνα  των  οποίων  η  πλευρά  έχει  µήκος

κάποια υποδιαίρεση της µµ.

Το  µέγεθος  άλλου  είδους  περιοχών  του  επίπεδου,  δηλαδή  περιοχών  οι  οποίες  δεν

περικλείονται σε  ορθογώνια  παραλληλόγραµµα,  προσδιορίζεται  µόνο  στο  βαθµό  που  µπορούµε  να

τις  "σπάσουµε"  (διαµερίσουµε)  σε  τετραγωνικές  περιοχές  ή  να  τις  αναγάγουµε  σε  κλάσµατα

περιοχών που περικλείονται σε ορθογώνια παραλληλόγραµµα. 

Θεωρείστε  γ.π.  ένα  ορθογώνιο  τρίγωνο,  δηλαδή  ένα  τρίγωνο  µε  δυο  πλευρές  κάθετες

µεταξύ τους, σαν αυτό του επόµενου σχήµατος. (Η τρίτη πλευρά ενός ορθογώνιου τρίγωνου λέγεται

υποτείνουσα).
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A Β

Γ

P

Οι  ευθείες  που  διέρχονται  από  τα  σηµεία  Α  και  Γ  και  είναι  παράλληλες  προς  τα  τµήµατα  ΒΓ  και

ΑΒ, αντίστοιχα,  τέµνονται  σε  κάποιο  σηµείο, ας  το πούµε  ∆. Είναι  φανερό  ότι το  ΑΒΓ∆ είναι  ένα

ορθογώνιο παραλληλόγραµµο. Είναι το ίδιο φανερό ότι το τρίγωνο ΑΒΓ περικλείει τη µισή περιοχή

απ'  αυτή  που  περιέχεται  στο  ΑΒΓ∆.  Αν  λοιπόν η  πλευρά  ΑΒ έχει  µήκος  a  και  η  ΒΓ  έχει  µήκος  b,

τότε  το  εµβαδόν  του  ορθογώνιου  παραλληλόγραµµου  είναι  a b  κι  εκείνο  του  τριγώνου  ΑΒΓ  είναι

H1 ê 2L a b. 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα

Αν η υποτείνουσα ενός ορθογώνιου τρίγωνου έχει µήκος c και οι κάθετες πλευρές του έχουν µήκος a

και  b,  αντίστοιχα,  τότε  το  τετράγωνο  πλευράς  c  έχει  εµβαδό  ίσο  µε  το  άθροισµα  των  εµβαδών  δύο

τετραγώνων πλευράς  a και b, αντίστοιχα: c2 = a2 + b2.

Αυτό  το  θεµελιακό  θεώρηµα  έχει  ως  άµεση  συνέπεια  την  εισαγωγή  των  άρρητων  αριθµών

στη  γεωµετρία.  Κι  αυτό  γιατί  µπορεί  να  αναδιατυπωθεί  έτσι  που  να  αναφέρεται  σε  µήκη

ευθύγραµµων τµηµάτων, αντί σε εµβαδά  τετραγώνων:

Αν  τα  µήκη  των  κάθετων  πλευρών  ενός  ορθογώνιου  τρίγωνου  είναι  a  και  b,  αντίστοιχα,  τότε  το

µήκος της υποτείνουσας είναι  c =
è!!!!!!!!!!!!!!!

a2 + b2 .  

Αν  γ.π.  a = 3 mm  και  b = 4 mm,  τότε  c = 5 mm.  Αν,  πάλι,   a = H3 ê 5L mm  και  b = H4 ê 5L mm,  τότε

c = 1 mm. Τέλος, αν  a = b = 1 mm , τότε c =
è!!!!

2  mm. 

Aν  θυµηθούµε  ότι  ο  αριθµός  
è!!!!

2 είναι  άρρητος,  θα  καταλάβουµε  και  την  ταραχή  που

ένοιωσαν ο  Πυθαγόρας  και  οι µαθητές  του  όταν  συνειδητοποίησαν  ότι το θεµελιακό θεώρηµα  που

οι  ίδιοι  απέδειξαν  οδηγούσε  αναπότρεπτα στην εισαγωγή  των άρρητων  αριθµών, τη  στιγµή που  το

αξίωµα της σχολής τους ήταν πως όλοι οι αριθµοί είναι ρητοί.  

Βέβαια, θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι στο πρακτικό επίπεδο οι Πυθαγόρειοι έχουν απόλυτο δίκιο.

Κάθε πραγµατική διαδικασία µέτρησης δίνει σαν αποτέλεσµα έναν ρητό αριθµό. (Γιατί;)

Η πραγµατική ευθεία

Ας  υποθέσουµε  ότι  έχουµε  επιλέξει  τη  µονάδα  µήκους  κι  ας  θεωρήσουµε  µιαν  ευθεία  x  και  το

σηµείο Ο που τη χωρίζει σε δυο ηµιευθείες. Πάνω στη µια ηµιευθεία ξεχωρίζουµε τα σηµεία Α, ∆,

Γ  κ.λ.π  που  απέχουν  1 mm,  2 mm  ,  3 mm  κ.λ.π.  ,  αντίστοιχα,  από  το  σηµείο  Ο.  Κάνουµε  το  ίδιο  και
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στην  άλλη  ηµιευθεία,  ορίζοντας  τα  σηµεία  Α£,  Β£,  Γ£  κ.λ.π.  ,  όπως  στο  επόµενο  σχήµα.  Στη

συνέχεια,  αντιστοιχούµε  το  σηµείο  Ο  στον  αριθµό  µηδέν,  τα  Α,  ∆,  Γ  κ.λ.π  στους  θερικούς

ακέραιους 1, 2, 3 κ.λ.π. και τα Α£, Β£, Γ£ κ.λ.π. στους αρνητικούς -1, -2, -3 κ.λ.π.

   

-3 -2 -1 0 1 2 3

Γ΄ Β΄ Α΄ Ο Α Β Γ
x

Αυτή  η  διαδικασία  ορίζει  µιαν  1-1  αντιστοιχία  του  συνόλου  των  ακεραίων,  �,  προς  το

υποσύνολο {Ο, Α, Α£, Β, Β£, Γ, Γ£, ...} της ευθείας x. Θεωρώντας τα σηµεία του τµήµατος ΟΑ που

απέχουν (1/n)µµ, όπου n τυχαίος φυσικός αριθµός, από το Ο,  ορίζουµε αµέσως και την αντιστοιχία

των  ρητών  αριθµών  που  περιέχονται  στο  διάστηµα  H0, 1D  προς  ένα  υποσύνολο  του  ευθύγραµµου

τµήµατος ΟΑ. Με τον ίδιο τρόπο ορίζουµε και την αντιστοιχία των ρητών αριθµών που περιέχονται

στο  διάστηµα  @-1, 0L  προς  ένα  υποσύνολο  του  ευθύγραµµου  τµήµατος  ΟΑ£.  Η  επανάληψη  αυτής

της διαδικασίας στα υπόλοιπα µοναδιαία τµήµατα ΑΒ, ΒΓ κ.λ.π. οδηγεί µε προφανή τρόπο σε µιαν

1-1 αντιστοιχία  ενός  γνήσιου  υποσύνολου  της   ευθείας  x  προς  τους  ρητούς  αριθµούς,  �.   Τελικά,

καταλήγουµε σε µιαν 1-1 αντιστοιχία της ευθείας x προς το σύνολο  των  πραγµατικών αριθµών, �,

υιοθετώντας  το  ακόλοθο  αξίωµα:  Για  κάθε  πραγµατικό  αριθµό  p  υπάρχει  ένα  σηµείο  P   της

ευθείας  x  και  αντίστροφα.  Το  P   απέχει   » p »  mm  από  το  Ο  και  βρίσκεται  στην  ηµιευθεία  που

περιέχει το σηµείο Α αν ο p είναι θετικός, ενώ βρίσκεται στην ηµιευθεία που περιέχει το σηµείο Α£

αν ο αριθµός p είναι αρνητικός.

´Οταν,  µε  τον  παραπάνω  τρόπο,  έχουµε  ορίσει  τα  σηµεία  µιας  ευθείας  x  που  αντιστοιχούν

στα στοιχεία του σύνολου �, θα λέµε ότι η δοσµένη ευθεία είναι βαθµονοµηµένη.

Στο  σηµείο  αυτό  σπεύδουµε  να  τονίσουµε  ότι  για  κάθε  συγκεκριµένη  ευθεία  υπάρχουν  άπειροι

τρόποι  βαθµονόµησης,  ακόµα  και  όταν  η  µµ  είναι  ίδια.  Αυτό  γίνεται  φανερό  αν  σκεφτούµε  ότι

µπορούµε  να  επιλέξουµε  οποιοδήποτε σηµείο  θέλουµε  ως  αντίστοιχο του  αριθµού  µηδέν. Κι  αφού

επιλέξουµε αυτό το σηµείο, ας το πούµε Ο£, µπορούµε να  θεωρήσουµε ως αντίστοιχα των θετικών

αριθµών τα σηµεία της ευθείας που βρίσκονται σ' οποιαδήποτε πλευρά του Ο£. Στο επόµενο σχήµα

δείχνουµε δυο διαφορετικούς τρόπους βαθµονόµησης της ίδιας ευθείας.
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-2-101234
x

Με  βάση  αυτή  την  παρατήρηση,  θα  πρέπει  να  είµαστε  ιδιαίτερα  προσεκτικοί  όταν  ακούµε  ή

χρησιµοποιούµε τη φράση " θεωρείστε την πραγµατική ευθεία �".  Αυτή η φράση έχει καθιερωθεί

στη  βάση  της  δυνατότητας  ορισµού   αµφιµονοσήµαντης  αντιστοιχίας  ανάµεσα  στα  σηµεία  µιας

ευθείας γραµµής από τη µια και τα στοιχεία του � από την άλλη, όπως δείξαµε παραπάνω. ´Οµως ,

όπως  µόλις  επισηµάναµε,  δεν  υπάρχει  ένας  και  µοναδικός  τρόπος  για  την  κατασκευή

αµφιµονοσήµαντης  αντιστοιχίας  ανάµεσα στους  πραγµατικούς αριθµούς  �  και σε δοσµένη  ευθεία,

ούτε ξεχωρίζει  κάποιος από τους άπειρους δυνατούς τρόπους ως φυσικότερος ή πιο ταιριαστός από

τους άλλους.

1.5 Συστήµατα συντεταγµένων του Ευκλείδειου επίπεδου

Θεωρούµε  δύο  ευθείες  x,  y  που  τέµνονται  στο  σηµείο  O.  Από  ένα  τυχαίο  σηµείο  p  φέρνουµε  µια

ευθεία  παράλληλη προς την y. Αυτή τέµνει την ευθεία x  σ’  ένα σηµείο, ας το πούµε p1.  Aπό το

ίδιο σηµείο p φέρνουµε και µια µια ευθεία παράλληλη προς την x. Αυτή τέµνει την ευθεία y σ' ένα

σηµείο, ας το πούµε p2. (Bλ. σχήµα). 

x
O

y

p1

p2
p

Με  τον  παραπάνω  τρόπο  κατασκευάζεται  µια  αντιστοιχία  κάθε  σηµείου  p  του  επίπεδου  προς  ένα

ζευγάρι σηµείων (p1, p2) του ίδιου επίπεδου, τα οποία περιέχονται στις ευθείες x και y, αντίστοιχα.
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Η  αντιστοιχία  p Ø Hp1, p2L   είναι  µονοσήµαντη.  Το  ίδιο  ισχύει  και  για  την  αντίστροφή  της,

Hp1, p2L Ø p,  που  ορίζεται  µε  τον  ακόλουθο  τρόπο.  Από  δοσµένο  σηµείο  p1  της  ευθείας  x

φέρνουµε  παράλληλη  προς  την  y.  ´Οµοια,  από  δοσµένο  σηµείο  p2  της  ευθείας  y  φέρνουµε

παράλληλη προς την x. Αυτή θα τέµνει αναγκαστικά την προηγούµενη σε κάποιο σηµείο p. 

Σε  µια  τέτοια  κατασκευή οι  ευθείες  x,  y  ονοµάζονται  άξονες  και  το  σηµείο  τοµής  τους,  O,

αρχή των αξόνων.     

Ας  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι  οι  άξονες  έχουν  βαθµονοµηθεί,  ότι  έχουµε  δηλαδή  ορίσει  την

αντιστοιχία  τους  προς  τους  πραγµατικούς  αριθµούς.  Τότε  το  σηµείο  p1  αντιστοιχεί  στον

πραγµατικό  αριθµό  xHp1L,  ενώ  το  σηµείο   p2  αντιστοιχεί  στον  πραγµατικό  αριθµό  yHp2L.  ´Αρα  το

ζευγάρι  Hp1, p2L αντιστοιχεί στο ζευγάρι των πραγµατικών αριθµών   H xHp1L, yHp2L L . Αλλά, όπως

είδαµε  λίγο  παραπάνω,  υπάρχει  µια  αµφιµονοσήµαντη  αντιστοιχία  ανάµεσα  στο  ζευγάρι   Hp1, p2L
και το σηµείο  p.  Συνακόλουθα, µπορούµε  να πούµε ότι το σηµείο  p αντιστοιχεί στο    ζευγάρι των

πραγµατικών  αριθµών   H xHp1L, yHp2L L και  αντίστροφα.  Γι  αυτό,  το  ζευγάρι  H xHp1L, yHp2L L µπορεί
να γράφεται και σαν H xHpL, yHpL L.

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι αποδείξαµε την ακόλουθη 

Πρόταση

Κάθε  σύστηµα  βαθµονοµηµένων  αξόνων  ορίζει  µιαν  αµφιµονοσήµαντη  αντιστοιχία,  C : P Ø �2,  του

Ευκλείδειου επίπεδου P προς το σύνολο των διαταγµένων ζευγαριών πραγµατικών αριθµών, �2.

Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο λέµε ότι το Ευκλείδειο επίπεδο είναι δισδιάστατο.

Αν  το  p œ P  και  C : p Ø H xHpL, yHpL L,  τότε  οι  αριθµοί   xHpL, yHpL  ονοµάζονται

συντεταγµένες του σηµείου p ως προς το σύστηµα (των αξόνων) x-y.

Σε  ότι  ακολουθεί  υποθέτουµε  ότι  οι  άξονες  έχουν  βαθµονοµηθεί  µε  τρόπο  ώστε  οι

συντεταγµένες της αρχής τους να είναι το ζευγάρι (0, 0).

´Ενα  σύστηµα  ορθογώνιων  αξόνων,  σαν  αυτό  του  επόµενου  σχήµατος,  ονοµάζεται

Καρτεσιανό  (από  τον  Γάλλο  φιλόσοφο  και  θεµελιωτή  της  αναλυτικής  γεωµετρίας  Descartes

(Nτεκάρ), που στα ελληνικά έχει καθιερωθεί να λέγεται Καρτέσιος). 

Το βασικό πλεονέκτηµα ενός Καρτεσιανού συστήµατος αξόνων είναι ότι οι  συντεταγµένες

ενός  σηµείου  p   καθορίζουν  µε  απλό τρόπο  και  την  απόστασή  του  από την  αρχή των  αξόνων.  Με

βάση το Πυθαγόρειο θεώρηµα, αυτή η απόσταση δίνεται από την έκφραση 
"###########################

xHpL2 + yHpL2 . To ίδιο

εύκολα  προσδιορίζεται  και  η  απόσταση  δύο  τυχαίων  σηµείων,  p1  και  p2,  του  επίπεδου  µε

συντεταγµένες   Hx1, y1L ª H xHp1L, yHp1L L  και  Hx2, y2L ª H xHp2L, yHp2L L,  αντίστοιχα.  Αν

ονοµάσουµε αυτή την απόσταση  dHp1, p2L, τότε
(5. 1)                                        dHp1, p2L ="############################################Hx1 - x2L2 + Hy1 - y2L2 .     

Aξίζει να σηµειωθεί ότι, αν εισαγάγουµε τις διαφορές των συντεταγµένων 

(5. 2)                                          ∆ x := x2 - x1,          ∆ y := y2 - y1,   

Ch_1.nb 19



των σηµείων  p1 και p2,   τότε η έκφραση για την απόστασή τους γίνεται

(5. 3)                                            dHp1, p2L ="#############################H∆ xL2 + H∆ yL2  .     

Θα  πρέπει  τώρα  να  σηµειώσουµε  ότι  στο  ίδιο  επίπεδο  P  µπορούµε  να  εισαγάγουµε  δύο  ή

και  περισσότερα  συστήµατα  αξόνων.  Στο  επόµενο  σχήµα  παρουσιάζουµε  δύο  διαφορετικά

συστήµατα, τα x – y και x£ - y£, που έχουν την ίδια αρχή. Στο µεθεπόµενο, τα συστήµατα x- y και

x£ - y£ έχουν διαφορετική αρχή.

Με  βάση  το  σύστηµα  x - y  ορίζεται  η  αντιστοιχία   C : p Ø CHpL = Hp1, p2L.  Ανάλογα,  ένα

διαφορετικό  σύστηµα  αξόνων,  το  x£ - y£,  οδηγεί  στην   αντιστοιχία   C £ : p Ø C £ HpL = Hp1
£, p2

£L.
´Οταν οι άξονες  βαθµονοµηθούν, οι παραπάνω αντιστοιχίες µετατρέπονται αµέσως  σε αντιστοιχίες

του σηµείου p προς δύο, πλέον, ζευγάρια πραγµατικών αριθµών, τα  H xHpL, yHpL L ª H xHp1L, yHp2L L
και   H x £ HpL, y £ Hp L L ª H x £ Hp1

£L, y £ Hp2
£L L.

Είναι  φανερό  ότι,  αφού  καθένα  από  τα   ζευγάρια  Hx, yL ª H xHpL, yHpL L  και

Hx £, y £L ª H x £ HpL, y £ Hp L L  ξεχωριστά  αντιστοιχεί  µονοσήµαντα  στο  ίδιο  σηµείο  p,  δεν  µπορεί

παρά  το  ένα  καθορίζεται  πλήρως  από  το  άλλο.  ∆εν  είναι  δύσκολο  ν’  αποδειχτεί  ότι  η  σχέση

ανάµεσα στα ζευγάρια Hx, yL και Hx £, y £L  εκφράζεται από εξισώσεις της µορφής

(5. 4α)                                                  x £ = a x + b y+ m,   

(5. 4β)                                                  y £ = c x+ d y+ n,    

όπου  η  εξάδα  των  πραγµατικών  αριθµών  Ha, b, c, d, m , nL   καθορίζεται  από  τον  τρόπο  που

επιλέγονται οι άξονες  Hx, yL και   Hx £, y £L. 
Οι  εξισώσεις  αυτής  της  µορφής  λέγονται  γραµµικές  και  χαρακτηρίζονται  από  την  εξής

θεµελιακή  ιδιότητα.  Για  ένα  συγκεκριµένο  ζευγάρι  τιµών  των  µεταβλητών  x, y,  ας  πούµε  για  το

Hx, yL = Hx1, y1L έχουµε 
(5. 5α)                                                x1

£ = a x1 + b y1 + m,   

(5. 5β)                                                 y1
£ = c x1 + d y1 + n    

Για ένα δεύτερο  ζευγάρι τιµών, ας πούµε για το Hx, yL = Hx2, y2L, οι δοσµένες εξισώσεις γίνονται
(5. 6α)                                               x2

£ = a x2 + b y2 + m,    

(5. 6β)                                                y2
£ = c x2 + d y2 + n.

Συνεπώς,                                        

(5. 7α)                                             ∆ x£ := x2
£ - x1

£ = a∆ x + b ∆ y,    

(5. 7β)                                             ∆ y£ := y2
£ - y1

£ = c∆ x + d ∆ y.       

Αυτές  οι  σχέσεις  µας  επιτρέπουν  να  βρούµε  τις  συνθήκες  που  πρέπει  να  ικανοποιούν  οι

συντελεστές  a, b, c  και  d,  όταν  και  τα  δυο  συστήµατα  αξόνων,   Hx, yL  και    Hx £, y £L,  είναι

Καρτεσιανά. Γιατί σ' αυτή την περίπτωση θα πρέπει να συµφωνούν οι εκφράσεις  
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(5. 8α)                                           dHp1, p2L ="#############################H∆ xL2 + H∆ yL2      

και  

(5. 9β)                                       dHp1, p2L ="###################################H∆ x ´L2 + H∆ y ´L2   

για  την   απόσταση  των  σηµείων   p1  και  p2  που  έχουν  συντεταγµένες  Hx1, y1L  και   Hx2, y2L,
αντίστοιχα, στο σύστηµα Hx, yL και  Hx1

£, y1
£L,  Hx2

£, y2
£L  στο σύστηµα x£ - y£.

´Οµως,        

(5. 10)      H∆ x £L2 + H∆ y £L2 = Ha2 + c2L H∆ xL2 + Hb2 + d2L H∆ yL2 + 2 Ha b + c dL H∆ xL H∆ yL.
Kατά συνέπεια, θα έχουµε     

(5. 11)                                     H∆ x £L2 + H∆ y £L2 = H∆ xL2 + H∆ yL2    

εάν και µόνο όταν     

(5. 12α)                                              a2 + c2 = 1 = b2 + d2     

(5. 12β)                                                a b + c d = 0.   

Η θεµελιώδης ταυτότητα

(5. 13)                                              cos2 q + sin2 q = 1,                                                     

που είναι ισοδύναµη µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα, µας επιτρέπει αµέσως να πούµε ότι οι δυο πρώτες

από τις παραπάνω συνθήκες θα ικανοποούνται αυτόµατα αν θέσουµε   

(5. 14)                                                    a = cos q, b = sin q ,    

και                                                 

(5. 15)                                                  c = siny, d = cosy .     

Η  αντικατάσταση  αυτών  των  εκφράσεων  στη  συνθήκη   a b + c d = 0  δίνει  το  ακόλουθο

αποτέλεσµα.   

(5. 16)                                      cos q siny + sin q cosy = 0.  

Είναι  προφανές  ότι  αυτή  η  συνθήκη  ικανοποιείται  αυτόµατα  όταν  y = - q.   Τότε  οι  παράµετροι

a, b, c kai d δίνονται από τις

(5. 17)                  a = cos q, b = sin q,     c = -sin q , d = cos q .    

Ωστόσο, η παραπάνω συνθήκη ικανοποιείται και για y = p - q. Σ' αυτή την περίπτωση, 

(5.  18)                        a = cos q, b = sin q ,     c = sin q , d = -cos q .
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Συνοψίζοντας, καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι, αν Hx, yL και Hx £, y £L είναι οι συντεταγµένες ενός

σηµείου p του Ευκλείδειου επίπεδου ως προς δύο τυχαία συστήµατα Καρτεσιανών συντεταγµένων,

τότε είτε

(5. 19α)                                   x £ = cos q x + sin q y + m,     

(5. 19α)                                    y £ = -sin q x+ cos q y+ n,

όπου 0 § q § 2 p, είτε   

(5. 20α)                                                x £ = cos q x+ sin q y+ m,   

(5. 20β)                                                y £ = sin q x- cos q y + n.       

Σηµειώστε ότι, για θ=0, οι παραπάνω σχέσεις γίνονται 

(5. 21α)                                                 x £ = x +m,     

(5. 21β)                                                 y £ = y + n,  

και  

(5. 22α)                                                x £ = x+ m,   

(5. 22β)                                                 y £ = -y + n    

αντίστοιχα.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  στην  πρώτη  περίπτωση  και  για  q = 0,  οι  άξονες  του  συστήµατος

x£ - y£  είναι παράλληλοι κι έχουν την ίδια φορά προς εκείνους του συστήµατος x - y, αλλά η αρχή

τους  βρίσκεται  στο  σηµείο  Ο´  που  έχει  συντεταγµένες  Hx, yL = H-m, -nL.  Το  ίδιο  ισχύει  και  στη

δεύτερη περίπτωση, µε τη διαφορά ότι ο άξονας y £ έχει αντίθετη φορά από τον x.

Ανάλογα,  όταν  οι  παράµετροι  m  και  n  µηδενίζονται,  οι  σχέσεις  των  συντεταγµένων   Hx, yL
και Hx£, y£L γίνονται
(5. 23α)                                     x £ = cos q x + sin q y,   

(5. 23β)                                     y £ = -sin q x+ cos q y,  

και 

(5. 24α)                                              x £ = cos q x+ sin q y,   

(5. 24β)                                              y £ = sin q x- cos q y,   

αντίστοιχα.  Στην  πρώτη  περίπτωση,  η  σχέση  των  αξόνων   x£ - y£  προς  τους  άξονες   x- y

αντιστοιχεί στο επόµενο σχήµα. Πιο συγκεκριµένα, το σύστηµα  x£ - y£ προκύπτει από το  x- y  αν

στρίψουµε  το τελευταίο κατά γωνία θ αντίθετα από τη φορά  των δεικτών ενός ρολογιού  γύρω  από

το σηµείο γύρω από το σηµείο Ο.     

Στην δεύτερη  περίπτωση,  η σχέση των αξόνων  x£ - y£  προς  τους άξονες   x - y αντιστοιχεί

στο σχήµα που προκύπτει από το προηγούµενο όταν αντιστρέψουµε τη φορά του άξονα y£.  
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Στο  σύνολο  �2  µπορούµε  να  ορίσουµε  την  πράξη  της  πρόσθεσης  ,  στη  βάση  της

συνηθισµένης  πρόσθεσης  δύο  πραγµτατικών  αριθµών.  Πιο  συγκεκριµένα,  αν  Hx, yL,  Hz, wL œ �2,

τότε

(5. 25)                                           Hx, yL+ Hz, wL := Hx+ z, y +wL.  
Mπορούµε  επίσης  να  ορίσουµε  τον  πολλαπλασιασµό  ενός  στοιχείου  του   �2  µ’  έναν  πραγµατικό

αριθµό. Πιο συγκεκριµένα, αν a œ � και Hx, yL œ �2, τότε ως γινόµενό τους ορίζεται το στοιχείο

(5. 26)                                                      aHx, yL := Ha x, a yL 
του   �2.  ´Οταν  νοείται  ως  εφοδιασµένο  µε  αυτές  τις  δυο  πράξεις,  το  σύνολο   �2  λέγεται

διανυσµατικός χώρος και τα στοιχεία του διανύσµατα.  

Από  αυτούς  τους  ορισµούς  έπεται  αµέσως  ότι  Hx, yL = Hx, 0L+ H0, yL  και  Hx, 0L = xH1, 0L,
H0, yL = yH0, 1L. Κατά συνέπεια, 

(5. 27)                                                  Hx, yL = xH1, 0L+ yH0, 1L.
Συχνά,  τα  διανύσµατα  συµβολίζονται  µε  ένα  µόνο  γράµµα,  πάνω  στο  οποίο  τοποθετείται  κι  ένα

βέλος. Αν, λοιπόν, θέσουµε 

(5. 28)                                               u
z
= Hx, yL,   ez1 = H1, 0L,   ez2 = H0, 1L,  

Τότε η (5. 27) παίρνει την ακόλουθη µορφή  

(5. 29)                                                          u
z
= x e

z

1 + y e
z

2.   

´Οταν,  µε  βάση  ένα  Καρτεσιανό  σύστηµα  αξόνων  x-y,  το  σύνολο  �2  έχει  αντιστοιχηθεί

προς  το  Ευκλείδειο  επίπεδο P,  τότε  µπορούµε  να  παριστάνουµε  το  στοιχείο  u
z
= Hx, yL  του  �2  είτε

µε  το  σηµείο  p  που  έχει  συντεταγµένες  Hx, yL,  είτε  µε  ένα  βέλος  που  έχει  ως  βάση  την  αρχή  των

αξόνων  και  κορυφή  το  σηµείο  p.  Αυτό  το  βέλος  δεν  είναι  παρά  ένα  προσανατολισµένο

ευθύγραµµο τµήµα. 

Η  αντιστοιχία  των  διανυσµάτων  µε  προσανατολισµένα  ευθύγραµµα  τµήµατα  του

Ευκλείδειου  επίπεδου  µας  οδηγεί  στο  να  εισαγάγουµε  την  έννοια  του  εσωτερικού  τους  γινόµενου.

Πιο  συγκεκριµένα,  ως  εσωτερικό  γινόµενο  των  διανυσµάτων  u
z
= Hx, yL  και  wz = Hz, wL  ορίζεται  ο

πραγµατικός αριθµός

(5. 30)                                           u
z
ÿw
z

:= x z + y w.    

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µηδενίζεται εάν και µόνο όταν τα αντίστοιχα ευθύγραµµα

τµήµατα  είναι  µεταξύ  τους  κάθετα.  Γιαυτό,  όταν  u
z
ÿw
z
= 0,  τα  διανύσµατα  u

z
,  w

z
 λέγονται

ορθογώνια. Παράδειγµα ορθογώνιων διανυσµάτων αποτελούν τα  e
z

1 και e
z

2 που ορίσαµε παραπάνω.

Η  ίδια  αντιστοιχία  που  αναφέραµε  πιο  πάνω,  µας  οδηγεί  στο  να  ορίσουµε  ως  µήκος  του

διανύσµατος u
z
= Hx, yL τον µη αρνητικό αριθµό

(5. 31)                                           … uz … :=
"#########
u
z
ÿ u
z
=
è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 .  
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Aς  υποθέσουµε  ότι,  στο  Καρτεσιανό  σύστηµα  x- y,  τα  σηµεία  p1  και  p2  έχουν  συντεταγµένες

Hx1, y1L και Hx2, y2L , αντίστοιχα. Τότε τα διανύσµατα u
z

1 = Hx1, y1L και uz2 = Hx2, y2L διαφέρουν κατά 

(5. 32)          u
z

:= u
z

2 - u
z

1 = Hx2, y2L - Hx1, y1L = Hx2 - x1L+ Hy2 - y1L ª ∆ x +∆ y.    

Κατά συνέπεια, 

(5. 33)                            … uz … ="#############################H∆ xL2 + H∆ yL2 ª dHp1, p2L.                                  
Από  αυτές  τις  παρατηρήσεις  συνάγεται  το  συµπέρασµα  ότι  ,εφοδιασµένος  µε  την  έννοια  του

εσωτερικού  γινόµενου  δύο  στοιχείων  του  και  του  µήκους  ενός  διανύσµατος,  ο  διανυσµατικός

χώρος  �2  είναι  καθ' όλα ισοδύναµος  µε  το  Ευκλείδειο επίπεδο.  Γι’  αυτό, ο �2  συχνά αναφέρεται

σαν Ευκλείδειος χώρος (δύο διαστάσεων). 

1.6  Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων µιας µεταβλητής

H  γραφικές  παραστάσεις  συναρτήσεων  αποτελούν  βασικά  εργαλεία  τόσο  για  την  απόκτηση

εποπτείας  των  ποιοτικών  χαρακτηριστικών  κάθε  συνάρτησης  ξεχωριστά,  όσο  και  για  τη

µαθηµατική  ανάλυση  αυτών  των  χαρακτηριστικών.  Στην  περίπτωση  των  συναρτήσεων  µιας

µεταβλητής,  δηλαδή  για  απεικονίσεις  της  µορφής   f : I Ø J ,   όπου  I , J υποσύνολα  των

πραγµατικών αριθµών �, δύο από τις συνηθέστερες µεθόδους αναπαράστασης είναι οι εξής.

Ας υποθέσουµε γ.π. ότι έχουµε να κάνουµε µε τη συνάρτηση f : � Ø � µε τύπο f HxL = x2.

Για  να  δώσουµε  µιαν  εικόνα  της  συµπεριφοράς  αυτής  της  συνάρτησης  στο  διάστηµα  I = @-2, 3D,
επιλέγουµε  πρώτα µερικά  σηµεία του  διαστήµατος  I  µιας  βαθµονοµηµένης  ευθείας  x,  ας  πούµε  τα

-2, -1, 0, 1, 2 και 3. Στη σηνέχεια, υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης στα παραπάνω σηµεία

και, τέλος, αναγράφουµε αυτές τις τιµές δίπλα στα αντίστοιχα σηµεία της ευθείας x. 

-2 -1 0 1 2 3

4 1 0 1 4 9
x

´Ενας  άλλος,  ο  καθιερωµένος  θα  ’λέγαµε,  τρόπος  µε  τον  οποίο  γίνεται  η  γραφική

παράσταση  µιας  συνάρτησης  µιας  µεταβλητής  είναι  ο  εξής:  Αν  έχουµε  ονοµάσει  την  ανεξάρτητη

µεταβλητή  x  και  θέλουµε  να  δείξουµε  την  συµπεριφορά  της  συνάρτησης  f HxL  στο  διάστηµα  I ,

αρχικά  επιλέγουµε  ένα  υποσύνολο  σηµείων  του  I ,  ας  πούµε  τα  8x j<,  j = 1, 2 …, m.  Στη  συνέχεια,

κατασκευάζουµε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων x- y και να ξεχωρίζουµε τα σηµεία του

Ευκλείδειου  επίπεδου  που  έχουν  ως  συντεταγµένες  τα  ζευγάρια  Hx j, y jL = Hx j, f Hx jLL,
j = 1, 2 …, m.  Στο  επόµενο  σχήµα  φαίνεται  το  αποτέλεσµα  αυτής  της  κατασκευής  όταν f HxL = x2,

I = @-2, 3D και  x1 = -3,  x2 = -1, x3 = 0, x4 = 1, x5 = 2 και x6 = 3.
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Με  την  βοήθεια  των  σύγχρονων  προσωπικών  υπολογιστών  µπορούµε  να  αυξάνουµε

συνεχώς  το  πλήθος  των  σηµείων  στα  οποία  υπολογίζουµε  την  τιµή  της  συνάρτησης  και

καταγράφουµε  τα  αντίστοιχα  σηµεία  της  περιοχής  του  γραφήµατος.  Οι  επόµενες  εικόνες  δείχνουν

το αποτέλεσµα µιας τέτοιας επεξεργασίας της συνάρτησης που µελετάµε.                                             
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Το ζήτηµα της κλίµακας

Οι  άξονες  x  και  y  βαθµονoµούνται  ανεξάρτητα  ο  ένας  από  τον  άλλο,  ακόµα  και  όταν  τόσο  η

µεταβλητή  x  όσο  και  οι  τιµές  της  συνάρτησης  f HxL  ανήκουν  στην  ίδια  κατηγορία  ποσοτήτων,  γ.π.

είναι  και  οι  δύο  µήκη  µετρηµένα  σε  cm.  Αυτό  επιβάλλεται  από  το  γεγονός  ότι,  στο  διάστηµα  που

εξετάζουµε,  η  συνάρτηση  µπορεί  να  παίρνει  πολύ  µεγάλες  (απόλυτες)  τιµές.  Στην  περίπτωση  της

f HxL = x2, αυτό ισχύει σε διαστήµατα που περιλαµβάνουν αριθµούς µεγαλύτερους σε απόλυτη τιµή

από  το  5.  Αν  θέλαµε  να  δώσουµε  µια  πιστή  αναπαράσταση  της  παραπάνω  συνάρτησης   στο

διάστηµα I = @-10 cm, 10 cmD, η σελίδα αυτού του βιβλίου δε θα τη χωρούσε µε τίποτα. 

To  ίδιο  πρόβληµα  αντιµετωπίζουµε  και  µε  το  γράφηµα  µιας  συνάρτησης  που  δεν  παίρνει

µεγάλες τιµές αλλά θέλουµε να καλύψουµε ένα µεγάλο διάστηµα του πεδίου ορισµού της. Αυτό θα

συνέβαινε γ.π. µε τη συνάρτηση f : � Ø � µε τύπο f HxL = 1 ê H1 + xL2. 

Το  πρόβληµα που  µόλις  περιγράψαµε  αντιµετωπίζεται µε  το να διαλέξουµε  κατάλληλα την

"κλίµακα"  των  αξόνων  x  και  y.  Αυτό  πρακτικά  σηµαίνει  ότι,  σ’  ένα  τµήµα  πραγµατικού  µήκους

ενός cm του άξονα x αντιστοιχούµε ένα διάστηµα τιµών της µεταβλητής x ίσο προς k. Aνάλογα, σ’

ένα  τµήµα  πραγµατικού  µήκους  ενός  cm  του  άξονα  y  αντιστοιχούµε  ένα  διάστηµα  τιµών  της

συνάρτησης  f HxL  ίσο  προς  l.  Oι  αριθµοί   k, l   λέγονται  συντελεστές  κλίµακας  του  διαγράµµατος.

Στο επόµενο διάγραµµα Hk, lL = H1, 10L.
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Tέλος, οι αντιστοιχίες του  τύπου  » ∆ x » = k mm õ 1 cm,   » ∆ y » = l mm õ 1 cm µας  επιτρέπουν

να  κατασκευάσουµε  διαγράµµατα  σαν  το  ακόλουθο,  όπου  η  µεταβλητή  x  παριστάνει  µια  φυσική

ποσότητα  που  µετριέται  σε  µονάδες  sec  και  οι  τιµές  της   f HxL  παριστάνουν  µια  οικονοµική

ποσότητα που µετριέται σε Ευρώ.
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Με  τη  βοήθεια  γραφηµάτων  µπορούµε  να  καταλάβουµε  καλύτερα  και  τον  τρόπο

υπολογισµού  του  µήκους  µιας  καµπύλης του  Ευκλείδειου επίπεδου και του εµβαδού  περιοχών που

δεν  περικλείονται  από  ευθύγραµµα  σχήµατα.  Για  παράδειγµα,  ένας  κύκλος  ακτίνας  r  µπορεί  να

οριστεί  σαν  το  σύνολο  8Hx, yL œ �2 : x2 + y2 = r2<.  ´Αρα  για  τα  σηµεία  του  κύκλου  όπου  y ¥ 0,

y = f HxL ª è!!!!!!!!!!!!!!
r2 - x2 . To εµβαδόν του αντίστοιχου ηµικύκλιου δίνεται από την έκφραση  

     Ε = Ÿ-r

r è!!!!!!!!!!!!!!
r2 - x2  d x = 2 Ÿ0

rè!!!!!!!!!!!!!!
r2 - x2  d x = 2 r2 Ÿ0

1è!!!!!!!!!!!!!
1- x2  d x = 2 r2Hp ê 4L = p r2 ê 2. 

1.7 Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων δύο µεταβλητών

Ας θεωρήσουµε  τη συνάρτηση f : �2 Ø � που έχει ως πεδίο ορισµού ολόκληρο το επίπεδο �2  και

τύπο f Hx, yL = 2 x y. Επειδή τα στοιχεία του � ονοµάζονται και βαθµωτά, η παραπάνω f : �2 Ø �

ονοµάζεται βαθµωτό πεδίο του �2. 

Γενικότερα,  µπορούµε  να  θεωρήσουµε  βαθµωτά  πεδία  που  ορίζονται  µόνο  σε  µια  περιοχή

του  επίπεδου,  αντί  σε  ολόκληρο  τον  �2.   ´Ενα  παράδειγµα  αποτελεί  η  συνάρτηση    h : ΩØ �  µε

τύπο  hHx, yL = 1 + x + y  και  πεδίο  ορισµού  την  ορθογώνια  περιοχή

Ω = 8Hx, yL œ �2 : 0 § x § 2, 0 § y § 1<.  Συχνά,  βαθµωτά  πεδία  αυτού  του  είδους  χρησιµεύουν

για  την  αναπαράσταση  µιας  φυσικής  ποσότητας,  γ.π.  της  θερµοκρασίας,  σε  µια  γεωγραφική

περιοχή που αντιστοιχεί στη γεωµετρική περιοχή Ω.

´Αλλοτε,  πάλι,  ο  περιορισµός  σε  κάποιο  γνήσιο  υποσύνολο  Ω  του   �2  επιβάλλεται  από  το

γεγονός  ότι  ο  τύπος  της  συνάρτησης  που  υπεισέρχεται  στον  ορισµό  του  πεδίου  δεν  έχει  νόηµα  σε

όλα  τα  σηµεία  του  επίπεδου.  Για  παράδειγµα,   ο  τύπος  gHx, yL = 1 ê Hx2 + y2L  δεν  έχει  νόηµα  στο

σηµείο  Hx, yL = H0, 0L.  Συνεπώς,  ο  τύπος  gHx, yL = 1 ê Hx2 + y2L  µπορεί  να  χρησιµοποιηθεί  για  τον

ορισµό  του  βαθµωτού  πεδίου  g : ΩØ �  στην  περιοχή  Ω = �2 \ 8H0, 0L<  ή  σε  κάποιο  τµήµα  αυτής

της  περιοχής,  όχι  όµως  και  σ’  ολόκληρο  τον  �2.  Ανάλογα,  ο  τύπος  jHx, yL = 1 ê Hx- yL  δεν  έχει

νόηµα  κατά  µήκος  της  ευθείας  Γ = 8Hx, yL œ �2 : x = y <.  ´Αρα  µε  βάση  τον  τύπο

jHx, yL = 1 ê Hx- yL  µπορούµε  να  ορίσουµε  ένα  βαθµωτό  πεδίο  στο  υποσύνολο   Ω = �2 \Γ    ή  σε

κάποια µικρότερη περιοχή του �2.
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Yπάρχουν  πολλοί  τρόποι  για  να  δώσουµε  µια  γραφική  αναπαράσταση  ενός  βαθµωτού

πεδίου  µιας  περιοχής  Ω  του  �2.  ´Ενας  απ’  αυτούς  έγκειται  στο  να  καταγράψουµε  την  τιµή  της

συνάρτησης f : Ω Ø � σε ορισµένα από τα σηµεία της Ω, όπως στο ακόλουθο σχήµα που αφορά τη

συνάρτηση f Hx, yL = 2 x y στην περιοχή

                                       Ω = 8Hx, yL œ �2 : -2 § x § 2, -2 § y § 2<
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´Ενας  άλλος  τρόπος  είναι  το  να  καταγράψουµε  τα  σηµεία  της  Ω  στα  οποία  η  συνάρτηση

f : Ω Ø �  παίρνει  ορισµένες  από  τις  τιµές  της.  Για  παράδειγµα,   η  συνάρτηση  f Hx, yL = 2 x y

παίρνει  την  τιµή  2  στο  σηµείο  Hx, yL = H1, 1L,  αλλά  και  σε  όλα  τα  σηµεία  των  οποίων  οι

συντεταγµένες ικανοποιούν τη σχέση x y = 1. Αυτά τα σηµεία βρίσκονται πάνω στις δυο  καµπύλες

(υπερβολές) του επόµενου σχήµατος.
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Στο  σχήµα  που  ακολουθεί  φαίνονται  οι  καµπύλες  της  περιοχής  Ω  κατά  µήκος  των  οποίων  η

f Hx, yL = 2 x y  παίρνει  τις  τιµές  -3, -2, -1, 0, 1, 2  και  3.  (Σηµειώστε  ότι  x y = 0  κατά  µήκος

του άξονα x, όπου y = 0, όσο και κατά µήκος του άξονα y, όπου x = 0).     
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Οι  τελευταίες  παρατηρήσεις  αποτελούν  τη  βάση  για  την  εισαγωγή  στο  Ευκλείδειο  επίπεδο

άλλων  συστηµάτων  συντεταγµένων,  πέρα  των  Καρτεσιανών.  Ας  θεωρήσουµε  για  παράδειγµα  τη

συνάρτηση  f : Ω f Ø �,   Ω f  = �2 \ 8H0, 0L<,  µε  τύπο  f Hx, yL = è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 ,   όπου  οι  x, y
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παριστάνουν  Καρτεσιανές  συντεταγµένες.  Tα  υποσύνολα  του  �2  που  ορίζονται  από  τη  συνθήκη

f Hx, yL = r, είναι οµόκεντροι κύκλοι µε κέντρο την αρχή των Καρτεσιανών αξόνων και ακτίνα r.

Aπό  την  άλλη  µεριά,  η  συνάρτηση  g : Ωg Ø �,  Ωg  = 8Hx, yL œ �2 : x > 0<,  µε  τύπο

gHx, yL = tan-1H y ê xL,  είναι  τέτοια  που  η  συνθήκη  gHx, yL = q  ορίζει  ηµιευθείες  οι  οποίες  ξεκινάνε

αλλά δεν περιέχουν την αρχή των αξόνων και σχηµατίζουν γωνία θ µε τον άξονα x.

Aπό κάθε σηµείο Hx, yL œ �2  διέρχεται µία µόνο ευθεία και ένας µόνο κύκλος, δηλαδή στο

πεδίο  ορισµού  της  η  απεικόνιση  Φ : Ω Ø �2,  Ω = Ω f ›Ωg,  µε  τύπο  ΦHx, yL = H f Hx, yL, gHx, yLL
είναι  αµφιµονοσήµαντη.  Αυτή  µπορεί  να  επεκταθεί σε  αµφιµονοσήµαντη  απεικόνιση  της  περιοχής

�2 \ 8Hx, yL : x § 0, y = 0<  στην  περιοχή  Π := 8Hr, qL œ �2 : r > 0, -p < q < p <  του  �2,  νοούµενου

ως το σύνολο των διαταγµένων ζευγαριών πραγµατικών αριθµών.

Η αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία Φ : ΩØ Π που ορίζεται από τους τύπους

(7. 1α)                               r = f Hx, yL = è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 ,    q = gHx, yL = tan-1H y ê xL    

(7. 1β)                                                  x = r cos q,     y = r sin q   

ισοδυναµεί  µε  την  κατασκευή  των  λεγόµενων  πολικών  συντεταγµένων  Hr, qLτου  Ευκλείδιου

επίπεδου.  Πρέπει  να  σηµειωθεί  ότι  αυτές  οι  συντεταγµένες  δεν  καλύπτουν  όλα  ανεξαιρέτως  τα

σηµεία του επίπεδου.                                      

                                        

-3 -2 -1 1 2 3 4
x

-4

-2

2

4

y

r=1

r=2

r=3

θ=−3πê8

θ=−2πê8

θ=−πê

θ=0

θ=πê8

θ=2πê8

θ=3πê8
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1.8  Ο Ευκλείδειος χώρος

Συγκεντρώστε  την  προσοχή  σας  στο  δωµάτιο  που  βρίσκεστε  αυτή  τη  στιγµή.  Το  το  πάτωµα

(δάπεδο),  το  ταβάνι  (οροφή)  και  οι  τέσσεροι  µεταξύ  τους  τοίχοι  αποτελούν  φυσικά  παραδείγµατα

επίπεδων  τµηµάτων.  Το  επόµενο  σχήµα   αποτελεί  µια  γραφική  αναπαράσταση  του  δωµατίου  σας.

Σηµειώστε  ότι  πρόκειται  για  ένα  επίπεδο  σχήµα  που  κατασκευάζεται  µε  βάση  συγκεκριµένες

συµβάσεις για το πώς παριστάνεται καθένα από τα έξι επίπεδα τµήµατα που αναφέραµε παραπάνω -

δάπεδο, οροφή και 4 τοίχοι.

δάπεδο

οροφή

τοίχος

Tο  δωµάτιό  σας  αποτελεί  παράδειγµα  ενός  τµήµατος  του  φυσικού  χώρου  ή  χωρικού

τµήµατος.  Η  µαθηµατική  αναπαράσταση  ενός  χωρικού  τµήµατος  κατασκευάζεται  κατ’  αναλογία

προς  εκείνη  του  επίπεδου  τµήµατος,  την  οποία  παρουσιάσαµε  στο  προηγούµενο  εδάφιο.

Αναλυτικότερα, τα πράγµατα έχουν ως εξής.

Τα  στοιχεία  ενός  χωρικού  τµήµατος,  S,  λέγονται  κι  αυτά  σηµεία.  Για  να  έχουµε  εποπτεία

του  τυχαίου  σηµείου  p  του  χωρικού  τµήµατος,  µπορούµε  να  το  ταυτίζουµε  µε  ένα  µικρό

αντικείµενο  του  δωµατίου  µας,  γ.π.  µε  έναν  κόκο  σκόνης  που  κάθεται πάνω  στο  τραπέζι µας.  ∆υο

σηµεία p, q του S  ορίζουν το ευθύγραµµο  τµήµα p q, ή q p και την αντίστοιχη ευθεία γραµµή που

περιέχει  το  p q.  Μαζί  µε  ένα  τρίτο  σηµείο  r  που  δεν  ανήκει  στην  ευθεία  των  p, q  ορίζουν  ένα

επίπεδο  -  το  επίπεδο  που  περιέχει  το  τρίγωνο  p q r.  Aν  θεωρήσουµε  και  ένα  τέταρτο  σηµείο  s,  το

οποίο  δεν  περιέχεται  σ’  αυτό  το  επίπεδο,  τότε  ορίζεται  ένα  τµήµα  του  χώρου  που  περιέχεται

ανάµεσα στα τρίγωνα p q r, p q s, q r s, και p r s.
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p

q

r

s

To σχήµα που προκύπτει ονοµάζεται τετράεδρο.

Στο σχήµα που ακολουθεί, τα ευθύγραµµα τµήµατα a b και c d, που τέµνονται στο σηµείο o,

δεν είναι κάθετα µεταξύ τους. Το ευθύγραµµo τµήµα o p δεν περιέχεται στο επίπεδο που ορίζουν τα

a b και c d κι ούτε είναι κάθετο προς αυτά τα δύο.     

οa

b
c d

p

Παρ’  όλ’  αυτά,  οι τρεις  ευθείες  x, y και  z  που ορίζουν  τα  ευθύγραµµα  τµήµατα  a b,  c d, και  o p

(βλ. επόµενο σχήµα) µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως άξονες, δηλαδή ως βάση για την κατασκευή

µιας  αµφιµονοσήµαντης  αντιστοιχίας  ανάµεσα  στα  σηµεία  του  χώρου  και  σε  διαταγµένες  τριάδες

πραγµατικών αριθµών.        
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y

x

z

Αφήνουµε  αυτή  την  κατασκευή  για  άσκηση  του  αναγνώστη  και  προχωράµε  στην

κατασκευή  ενός  Καρτεσιανού  συστήµατος  αξόνων,  αφού  είναι  το  είδος  του  συστήµατος  που

χρησιµοποιείται  συνηθέστερα.  Θεωρούµε  για  τον  σκοπό  αυτό  τις  ευθείες  x, y  και  z  που  είναι  ανά

δύο κάθετες µεταξύ τους, όπως στο σχήµα, και το τυχαίο σηµείο p του χώρου.     

p

q

p1

r

p2

p3

x

y

z

Tο σηµείο p και η ευθεία z oρίζουν ένα επίπεδο. Μέσα σ’  αυτό το επίπεδο και από το p φέρνουµε

παράλληλη  προς  την  ευθεία  z.   Αυτή  τέµνει  αναγκαστικά  το  επίπεδο  που  ορίζουν  οι  x  και  y  σε

κάποιο σηµείο, ας  το πούµε  q. Ανάλογα, το σηµείο  p και η ευθεία  y oρίζουν  ένα δεύτερο  επίπεδο.
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Σ’  αυτό  το  επίπεδο  κι  από  το  σηµείο   p  φέρνουµε  παράλληλη  προς  την  ευθεία  y.   Αυτή  τέµνει

αναγκαστικά το επίπεδο που ορίζουν οι x και z, ας πούµε στο σηµείο r.   

Στη συνέχεια,  από το σηµείο q φέρνουµε  µια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα y κι άλλη

µία   παράλληλη  προς  τον  άξονα  x.  H πρώτη  απ’  αυτές  τέµνει  τον  άξονα  x  σε  κάποιο  σηµείο  p1,

ενώ  η  δεύτερη  τέµνει  τον  άξονα  y  σε  κάποιο  σηµείο  p2.  Tέλος,  από  το  σηµείο   r  φέρνουµε

παράλληλη προς την ευθεία x.  Αυτή θα συναντήσει τον άξονα z σε κάποιο σηµείο p3. Mε αυτό τον

τρόπο  έχουµε  αντιστοιχίσει  το  σηµείο  p  του  χώρου  µε  µια  τριάδα  σηµείων  Hp1, p2, p3L  που

ανήκουν  στους  άξονες  x, y  και  z,  αντίστοιχα.  Αυτή  η  αντιστοιχία  p Ø Hp1, p2, p3L  είναι

µονοσήµαντη. Μάλιστα, εύκολα πείθεται κανείς ότι η παραπάνω διαδικασία αντιστρέφεται αµέσως

και  ορίζει  τη  µονοσήµανταη  αντιστοιχία  µιας  τριάδας  σηµείων  Hp1, p2, p3L  που  ανήκουν,

αντίστοιχα, στους άξονες x, y και z  προς ένα σηµείο  p του χώρου.

Eυθύς  µόλις  βαθµονοµήσουµε  τους  άξονες   x, y  και  z,  η  αντιστοιχία  που  µόλις

κατασκευάσαµε  µετατρέπεται  σε  αντιστοιχία  των  σηµείων  του  χώρου  προς  διαταγµένες  τριάδες

πραγµατικών  αριθµών.  Γιατί  τότε  το  σηµείο  p1  αντιστοιχείται  στον  αριθµό  xHp1L,  το  p2

αντιστοιχείται  στον  αριθµό  xHp2L  και,  τέλος,  το  σηµείο  p3  αντιστοιχείται  στον  αριθµό  xHp3L.  Με

άλλα λόγια, η βαθµονόµηση των αξόνων ορίζει την αντιστοιχία

(8. 1)                                Hp1, p2, p3LØ H xHp1L, yHp2L, zHp3L L œ �3,                             

άρα και την αντιστοιχία

(8. 2)                         p Ø H xHpL, yHpL, zHpL L ª H xHp1L, yHp2L, zHp3L L œ �3.                        

Θα  πρέπει,  βέβαια,  να  σηµειωθεί  ότι  αυτή  η  αµφιµονοσήµαντη  αντιστοιχία  βασίζεται  σε  κάποια

συγκεκριµένη  επιλογή  ενός  συστήµατος  τριών  ορθογώνιων  αξόνων.  Συνακόλουθα,  µπορούµε  να

κατασκευάσουµε  άπειρες  τέτοιες  αντιστοιχίες  του  Ευκλείδειο  χώρου  προς  το  σύνολο  �3,  µία  για

κάθε σύστηµα τριών ευθειών που είναι ανά δύο κάθετες µεταξύ τους.

´Οπως  στο   �2,  έτσι  και  στο  σύνολο  �3  µπορούµε  να  ορίσουµε  την  πράξη  της  πρόσθεσης

δύο  στοιχείων  του,  καθώς  και  του  πολλαπλασιασµού  ενός  στοιχείου  του  µ’  έναν  πραγµατικό

αριθµό.   Πιο  συγκεκριµένα,  αν  Hx, y, zL,  Hr, s, tL œ �3,  τότε  το  άθροισµά  τους  ορίζεται  από  τον

τύπο

(8. 3)                                       Hx, y, zL + Hr, s, tL := Hx + r, y + s, z + tL.   
Αν από την άλλη a œ � και Hx, y, zL œ �3, τότε ως γινόµενό τους ορίζεται το στοιχείο

(8. 4)                                                aHx, y, zL := Ha x, a y, a zL              
του   �3.  ´Οταν  νοείται  ως  εφοδιασµένο  µε  αυτές  τις  δυο  πράξεις,  το  σύνολο   �3  λέγεται

(τρισδιάστατος) διανυσµατικός χώρος και τα στοιχεία του διανύσµατα.  

  Από αυτούς τους ορισµούς έπεται αµέσως ότι

(8. 5)                                      Hx, y, zL = Hx, 0, 0L + H0, y, 0L + H0, 0, zL                                
και

(8. 6)         Hx, 0, 0L = xH1, 0, 0L,    H0, y, 0L = yH0, 1, 0L,   H0, 0, zL = zH0, 0, 1L.                  
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Κατά συνέπεια,

(8. 7)                              Hx, y, zL = xH1, 0, 0L+ yH0, 1, 0L+ zH0, 0, 1L.                             
Αυτή η σχέση παίρνει τη µορφή      

(8. 8)                                                 v
z
= x e

z

1 + y e
z

2 + z e
z

3   

αν θέσουµε 

(8. 9)                     v
z
= Hx, y, zL,   ez1 = H1, 0, 0L,   ez2 = H0, 1, 0L,  ez2 = H0, 0, 1L.   

´Οταν,  µε  βάση  ένα  Καρτεσιανό  σύστηµα  αξόνων  x - y- z,  το  σύνολο  �3  έχει

αντιστοιχηθεί  προς  τον  Ευκλείδειο  χώρο  E,  τότε  µπορούµε  να  παριστάνουµε  το  στοιχείο

v
z
= Hx, y, zL του �3  είτε µε το σηµείο p που έχει συντεταγµένες Hx, y, zL, είτε µε ένα βέλος που έχει

ως  βάση  την  αρχή  των  αξόνων  και  κορυφή  το  σηµείο  p.  Αυτό  το  βέλος  δεν  είναι  παρά  ένα

προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα. 

Ως  εσωτερικό  γινόµενο  των διανυσµάτων  u
z
= Hx, y, zL  και wz = Hr, s, tL  του  �3  ορίζεται  ο

πραγµατικός αριθµός

(8. 10)                                   u
z
ÿw
z

:= x r + y s + z t.                                                 

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µηδενίζεται εάν και µόνο όταν τα αντίστοιχα ευθύγραµµα

τµήµατα  είναι  µεταξύ  τους  κάθετα.  Γιαυτό,  όταν  u
z
ÿw
z
= 0,  τα  διανύσµατα  u

z
,  w

z
 λέγονται

ορθογώνια.  Παράδειγµα  ορθογώνιων  διανυσµάτων  αποτελούν  τα   e
z

1,  e
z

1  και  e
z

3  που  ορίσαµε

παραπάνω.

Aς  υποθέσουµε  ότι,  ως  προς  κάποιο  συγκεκριµένο  Καρτεσιανό  σύστηµα  αξόνων,  οι

συντεταγµένες  ενός  σηµείου  p  είναι  Hx, y, zL.  Τότε,  χρησιµοποιώντας  το  Πυθαγόρειο  θεώρηµα,

είναι εύκολο ν' αποδειχτεί ότι η απόσταση του σηµείου p από την αρχή των αξόνων είναι ίση προςè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 .  Συνακόλουθα,  η  απόσταση  δύο  τυχαίων  σηµείων  p1  και  p2  µε  συντεταγµένες

Hx1, y1, z1L και Hx2, y2, z2L , αντίστοιχα, δίνεται από την έκφραση

(8. 11)              dHp1, p2L ="##############################################H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2
                                       ª

"####################################################################Hx2 - x1L2 + Hy2 - y1L2 + Hz2 - z1L2 .                       

Με  βάση  αυτές  τις  παρατηρήσεις,  ορίζουµε  ως  µήκος  του  διανύσµατος  u
z
= Hx, y, zL  τον  µη

αρνητικό αριθµό

(8. 12)                                           … uz … :=
"#########
u
z
ÿ u
z
=
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 .                                        

Αν λοιπόν τα διανύσµατα u
z

1 = Hx1, y1, z1L και uz2 = Hx2, y2, z2L διαφέρουν κατά 

(8. 13)             u
z

:= u
z

2 - u
z

1 = Hx2, y2, z2L- Hx1, y1, z1L
                                        = Hx2 - x1L+ Hy2 - y1L+ Hz2 - z1L ª ∆ x+ ∆ y +∆ z.     
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τότε 

(8. 14)                                  … vz … ="##############################################H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 ª dHp1, p2L.                             
Από  αυτές  τις  παρατηρήσεις  συνάγεται  το  συµπέρασµα  ότι,  εφοδιασµένος  µε  την  έννοια  του

εσωτερικού γινόµενου δύο στοιχείων του και του µήκους ενός διανύσµατος, ο διανυσµατικός χώρος

�3  είναι  καθ'  όλα  ισοδύναµος  µε  τοv  Ευκλείδειο  χώρο  E.  Γι’  αυτό,  ο  �3  συχνά  αναφέρεται  σαν

τρισδιάτατος Ευκλείδειος χώρος.
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2. Κίνηση 

2.1 Συστήµατα αναφοράς

΄Οπως  έχουµε  τονίσει,  οι  έννοιες  της  φυσικής  αποτελούν  τα  νοητικά  εργαλεία  µε  τα  οποία

προσπαθούµε  να  οικειοποιθούµε,  δηλαδή  να  καταλάβουµε,  τον  υλικό  κόσµο  που  εµείς  οι  ίδιοι

έχουµε  "διασπάσει"  σε  στοιχεία   που  ονοµάζουµε  σώµατα.  Η  έννοια  του  χώρου,  ειδικότερα,  µας

επιτρέπει  να  εκφράσουµε  µια  πρώτη  εικόνα  για  τα  σώµατα  και  τη  µεταξύ  τους   σχέσης.    Πιο

συγκεκριµένα,  η  φυσικο-µαθηµατική  έννοια  του  χώρου  µας  επιτρέπει  να περιγράψουµε  αναλυτικά

το µέγεθος, τη µορφή και την εγγύτητα των σωµάτων. 

Αυτό  επιτυγχάνεται  µε  µια  νοητική  διαδικασία  που  απαρτίζεται  από  δύο  στάδια.  Αρχικά,

ανακατασκευάζουµε  κάθε  σώµα  θεωρώντας  ότι  αποτελείται  από  άπειρα  στοιχεία  που  τα

ονοµάζουµε σωµάτια. Στη συνέχεια ταυτίζουµε αυτά τα στοιχεία 1-1 µε σηµεία µιας περιοχής του

Ευκλείδειου χώρου, �3. Αυτός είναι ο λόγος που τα σωµάτια λέγονται και υλικά σηµεία.

Πολλές  φορές  χρησιµοποιούµε  τα  υλικά  σηµεία  ως  µοντέλα  ολόκληρων  σωµάτων.  Αυτό

γίνεται  όταν  οι  διαστάσεις  του  σώµατος  που  µας  ενδιαφέρει  είναι  αµελητέες  σε  σύγκριση  µ’

εκείνες  άλλων  σωµάτων  που  εµπλέκονται  στο  φυσικό  φαινόµενο  που  αναλύουµε.  ´Αλλες  πάλι

φορές, το µοντέλο του υλικού σηµείου υιοθετείται σαν µια πρώτη προσέγγιση ενός σώµατος µε µη

µηδενικό  όγκο.  Χαρακτηριστικό  παράδειγµα  και  των  δύο  αυτών  προσεγγίσεων  είναι  η

αναπαράσταση της γης ως υλικού σηµείου, όταν µελετάµε την κίνησή της γύρω από τον ήλιο.

Στην  πραγµατικότητα,  κάθε  υλικό  σηµείο  ταυτίζεται  µε  µια  άπειρη  αλυσίδα  από σηµεία  κι

αυτό έχει να  κάνει µε την έννοια του χρόνου.

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, ας σταθούµε στο δωµάτιο στο οποίο βρίσκεστε αυτή τη

στιγµή και ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει ένα σύστηµα Καρτεσιανών αξόνων x y z. Tότε, κάθε

στοιχείο  ενός  από  τα  αντικείµενα  του  δωµατίου  σας  αντιστοιχίζεται  αυτόµατα  σε  κάποιο  σηµείο

του  χώρου.  Για  παράδειγµα,  το  στοχείο  s  αντιστοιχίζεται  στο  σηµείο  p.  Με  τη  σειρά  του,  το  p

αντιστοιχίζεται  στο στοιχείο H xHpL, yHpL, zHpL L του �3. 

´Οµως,  αν  αυτό  ίσχυε  απολύτως,  τότε  ...  ο  κόσµος  δεν  θα  υπήρχε!  Θέλουµε  να  πούµε  ότι,

αν  η  παραπάνω  αντιστοιχία  ήταν  απόλυτη,  τότε  όλα  τα  σώµατα  θα  είχαν  πάντα  το  ίδιο  σχήµα  και

την ίδια µεταξύ τους απόσταση αιωνίως. Θα είχαµε να κάνουµε µε ένα στατικό σύµπαν, έναν νεκρό

κόσµο. Προφανώς, αυτή η εικόνα δεν έχει καµία σχέση µε αυτό που ζούµε καθηµερινά όλοι µας.

Αντίθετα, εκείνο που παρατηρούµε είναι το εξής: Παρόλο που ορισµένα σώµατα φαίνονται

να  διατηρούν  το  σχήµα  τους  και  την  µεταξύ  τους  απόσταση,  τα  περισσότερα   αλλάζουν  συνεχώς

µορφή  και  θέση.  Αυτή  η  παρατήρηση  οδηγεί  στην  έννοια  του  χρόνου.  ΄Αρα,  ως  έννοια,  ο  χρόνος



άρρηκτα  δεµένος  µε  το  χώρο.  Και  οι  δυο  µαζί,  εκφράζουν  την  αντιφατική  διαπίστωση  ότι,  “όλα

τριγύρω αλλάζουνε κι όλο τα ίδια µένουν”.  Τον ακατάλυτο δεσµό του αµετάβλητου µε την διαρκή

αλλαγή  -το  "τα  πάντα  ρει"  του  Ηράκλητου.   Με  άλλα  λόγια,  στην  περιγραφή  του  φυσικού

γίγνεσθαι, τα µέλη του ζευγαριού χώρος-χρόνος υπεισέρχονται όντας σε διαλεκτική σύζευξη κι όχι

σε καθεστώς αυτονοµίας.

Για  να  αποσαφηνίσουµε  την  την  έννοια  του  χρόνου,  θα  πρέπει  προχωρήσουµε  σε  µια

τεχνητή  αναπαράσταση  του  τρόπου  µε  τον  οποίο  αυτή  δηµιουργήθηκε.  Ξεκινάµε  µε  την

παρατήρηση ότι ένα άρρηκτα δεµένο µε την ιστορία του ανθρώπινου είδους σώµα, ο ήλιος, αλλάζει

συνεώς  θέση  στον  ουρανό:  Κάνει  την  εµφάνισή  του  το  πρωί,  στο  σηµείο  του  ορίζοντα  που  λέµε

ανατολή,  για  να  διαγράψει  µιαν  ηµικυκλική  πορεία  στον  ουράνιο  θόλο  και  να  χαθεί  τελικά  πίσω

από το σηµείο που λέµε δύση.  

Αυτή  η  κίνηση,  δηλαδή  η  αλλαγή  θέσης  ως  προς  τα  στοιχεία  της  γης,  λαβαίνει  χώρα

παράλληλα  µε  άλλες  µετακινήσεις,  οι  οποίες  επαναλαµβάνονται  πολλές  φορές  ανάµεσα  στην

ανατολή και τη δύση του ήλιου. Εµείς οι ίδιοι, γ.π., από το πρωί που θα ξυπνήσουµε  ως τη στιγµή

που θα  πέσουµε  για  ύπνο, µετακινούµαστε  επανειληµµένα µέσα  σ’  ένα  δωµάτιο  του  σπιτιού  µας,

από το  ένα δωµάτιο  σε άλλο,  βγαίνουµε  για να  πάµε στη  δουλειά, στο ίδρυµα  όπου σπουδάζουµε,

για  ψώνια  και  για  διασκέδαση,  αλλάζοντας  συνεχώς  θέση  στο  σπίτι  και  στην  πόλη,  ή  κι  έξω  απ'

αυτήν.  Αυτό  το  πήγαιν’-έλα  ολοκληρώνεται  αρκετές  φορές  ανάµεσα  σε  µιαν  ανατολή  του  ήλιου

και  την  επόµενη.  ´Ετσι,  αποκτάµε  την  αίσθηση  ότι,  ορισµένες  µετακινήσεις  µπορούν  να

επαναληφθούν πολλές φορές πριν ολοκληρωθεί η κίνηση του ήλιου στον ουράνιο θόλο. 

Αυτή  η  αίσθηση  αποτυπώνεται  στην  έννοια  του  χρόνου  µε  την  οποία  δίνουµε  ένα

µαθηµατικό  µέτρο  σύγκρισης  των  δύο  κινήσεων.  Για  τον  σκοπό  αυτό,  µια  από  τις

επαναλαµβανόµενες  κινήσεις  υιοθετείται  ως  µονάδα  µέτρησης,  οπότε  όλες  οι  άλλες  αποκτάνε

µέγεθος και γίνονται κλάσµατα ή πολλαπλάσια της πρώτης. 

Για  παράδειγµα,  µια  κίνηση  που  µπορεί  να  επαναληφθεί  ακριβώς  24  φορές  ανάµεσα  σε

µιαν ανατολή του ήλιου και την επόµενη γίνεται, ως χρονικό µέγεθος, το 1/24 της ηµέρας. Αυτό το

λέµε  και  ώρα  και  το  συµβολίζουµε  µε  h  (το  αρχικό  γράµµα  της  αγγλικής  λέξης  hour=ώρα).  Για

κινήσεις  που  επαναλαµβάνονται  πολλές  φορές  µέσα  σε  µιαν  ώρα,  χρησιµοποιούµε  τις

υποδιαιρέσεις του λεπτού, min, και του δευτερόλεπτου, sec: 1min=(1/60)h και 1sec=(1/60)min. 

Αντίθετα,  υπάρχουν   κινήσεις  που  ολοκληρώνονται  αφού  περάσουν  πολλές  ηµέρες,  όπως

είναι  η  περιστροφή  της  γης  γύρω  από  τον  ήλιο  που  συνδέεται  µε  τις  αλλαγές  του  φυσικού  µας

περιβάλλοντος  τις  οποίες   ονοµάζουµε  εποχές.  Σε  τέτοιες  περιπτώσεις,  χρησιµοποιούµε  τα

πολλαπλάσια της ηµέρας που ονοµάζονται 1έτος=365 ηµέρες, 1αιώνας=100έτη κ.λ.π.

Για  τον  αυτόµατο  υπολογισµό  του  χρονικού  µέτρου  µιας  κίνησης  αναπτύχθηκαν  όργανα

µεγάλης  ακρίβειας  που  λέγονται  χρονόµετρα  ή  ρολόγια.   Στην  πραγµατικότητα,  ένα  χρονόµετρο

"µεταγράφει"  κάποια  εσωτερική  του  κίνηση  σε  πραγµατικούς  αριθµούς.  Αυτό  µας  οδηγεί  στο  να

υιοθετήσουµε  µιαν  απόλυτη  εικόνα  για  το  χρόνο  και  να  λέµε  γ.π.  ότι  η  ώρα  είναι  10,  ο  ήλιος

ανέτειλε  στις  7  κ.λ.π.  Με  άλλα  λόγια,  ο  ήλιος  ανέτειλε  όταν  τα  ρολόγια  έδειχναν  τον  αριθµό  8h.

Λέµε  επίσης  ότι,  το  λεωφορείο  ξεκίνησε  στις  9  κι  έφτασε  στο  προορισµό  του  στις  12.  Αυτό

σηµαίνει  ότι,  µε  βάση  τις  αντίστοιχες  ενδείξεις  κάποιου  ρολογιού,  στο  γεγονός  της  αναχώρησης
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αντιστοιχούµε  τον  αριθµό  9h και  στην  άφιξη  στον  προορισµό  του  αντιστοιχούµε  τον  αριθµό  12h.

´Ετσι, η κίνηση  του  λεωφορείου  από την αφετηρία ως  τον τερµατικό σταθµό αποκτάει ως  χρονικό

µέτρο τον αριθµό 3h. 

Τα  κοινά  ρολόγια  είναι  κατασκευασµένα  έτσι  που  η  ένδειξή  τους,  t,  να  περιορίζεται  στο

διάστηµα  0 h § t § 12 h.  Γι’  αυτό,   τις  ενδείξεις  των  ρολογιών  δεν  τις  χρησιµοποιούµε  µε  την

απόλυτη  έννοια  για  να  µετρήσουµε  τη  χρονική  διάρκεια  µιας  κίνησης.  Αν  γ.π.  το  λεωφορείο  που

αναφέραµε  παραπάνω  ξεκινήσει  το  ταξίδι  της  επιστροφής  του  στις  6 h  το  απόγευµα  και  φτάσει

στον  αρχικό  σταθµό  στις  9 h  το  βράδυ,  δεν  θα  πούµε  ότι  η  διάρκεια  του  συνολικού  ταξιδιού  του

είναι  0 h,  απλώς  και  µόνο  επειδή  η  ένδειξη  των  ρολογιών  είναι  ίδια  στην  αρχή  και  στο  τέλος  της

διαδροµής  του.  Θα  προσθέσουµε  τις  12 h  που  "έφαγαν" τα  ρολόγια  µε  το  µεσηµεριανό  µηδενισµό

της  ένδειξής  τους.  Το  ίδιο  θα  κάνουµε  και  για  τα  επόµενα  ταξίδια  του  λεωφορείου,  οπότε  οι

κινήσεις του θα αντιστοιχίζονται σε συνεχώς αυξανόµενους πραγµατικούς αριθµούς, µε άλλα λόγια

στο διάστηµα t ¥ 0 h της πραγµατικής ευθείας �.

Αλλά το λεωφορείο του παραδείγµατός µας υπήρχε και την προηγούµενη ηµέρα από εκείνη

που  το  παρατηρήσαµε  στο  µετ’   επιστροφής  ταξίδι  του,  αυτό  που  διάρκεσε  12 h.  Αν,  λοιπόν,

θεωρήσουµε  το  12 h = 0 h  που  έδειξαν  κάποια  στιγµή  της  ενδιάµεσης   νύχτας  τα  ρολόγια  ως  την

αρχή  του  χρόνου,  τότε  στις  προηγούµενες  κινήσεις  του  λεωφορείου  θα  πρέπει  να  αντιστοιχίσουµε

αρνητικές χρονικές τιµές. 

Με βάση αυτή την παρατήρηση, δεχόµαστε ως αξίωµα την ακόλουθη εικόνα για την έννοια

του χρόνου:

Με την βοήθεια οργάνων τα οποία ονοµάζουµε ρολόγια ή χρονόµετρα, τα γεγονότα 

που συµβαίνουν γύρω µας µπορούν να αντιστοιχηθούν στην πραγµατική ευθεία ����. 

´Οταν βαδίζουµε στην πόλη ή όταν περπατάµε µέσα στο δωµάτιό µας, θεωρούµε ότι κάποια

αντικείµεναι  παραµένουν  ακίνητα.  Στη  δεύτερη  γ.π.  περίπτωση,  για  να  µιλήσουµε  για τη  δική  µας

κίνηση,  πρέπει  να  θεωρήσουµε  το  πάτωµα  και  τους  τοίχους  του  δωµάτιου,  τουλάχιστον,  ως

ακίνητα. ´Ενα τέτοιο σύνολο από αντικείµενα που θεωρούνται ως ακίνητα κατά την περιγραφή της

κίνησης όλων των άλλων σωµάτων ονοµάζεται σύστηµα αναφοράς. 

Στην  πραγµατικότητα,  για  να  ορίσουµε  ένα  σύστηµα  αναφοράς  αρκούν  τέσσερα  µη

συνεπίπεδα  σωµάτια  που  αξιωµατικά  διατηρούν  αµετάβλητη  την  µεταξύ  τους  απόσταση.  Η

απλούστερη διάταξη µιας τέτοιας τετράδας είναι αυτή που µπορούµε να ταυτίσουµε µε τα στοιχεία

(0, 0, 0),  (0, 1, 0),  (0, 1, 0)  και (0, 0, 1) του Ευκλείδειου χώρου �3, όπως στο σχήµα.
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Ως  συγκεκριµένα  παραδείγµατα  της  έννοιας  του  συστήµατος  αναφοράς,  µπορούµε  να

θεωρούµε  το  δωµάτιό  µας,  ένα  αυτοκίνητο,  πλοίο  ή  αεροπλάνο,  µια  περιοχή  πάνω  από  την

επιφάνεια  της  γης,  την  ίδια  την  γη  ή  κάποιο  άλλο  ουράνιο  σώµα,  έναν  διαστηµικό  σταθµό  ή

διαστηµόπλοιο,  ένα  σύµπλεγµα  από  ουράνια  σώµατα  σαν  το  ηλιακό  σύστηµα  ή  το  γαλαξία  µας

κ.λπ.  Σε  κάθε  περίπτωση,  θα  πρέπει  να  µη  µας  διαφεύγει  ότι,  τα  σωµάτια  που  απαρτίζουν  το

σύστηµα  αναφοράς  δεν  συµµετέχουν  στις  διαδικασίες  που  λαβαίνουν  χώρα  στον  εσωτερικό  του

χώρο  ή  στο  υπόλοιπο  φυσικό  περιβάλλον.  Απλώς  χρησιµεύουν  στην  περιγραφή  του  φυσικού

γίγνεσθαι, χωρίς να το επηρεάζουν ή να επηρεάζονται απ’  αυτό.

Στα  επόµενα  θα  θεωρούµε  ότι  κάθε  σύστηµα  αναφοράς,  Σ,  έχει  ορίσει  τους  δικούς  του

Καρτεσιανούς άξονες, µε τη βοήθεια των οποίων προσδιορίζεται η θέση του τυχαίου σωµάτιου, s.

Θα  θεωρούµε  επίσης  ότι  κάθε  σύστηµα  αναφοράς  είναι  εφοδιασµένο  µε  ένα  χρονόµετρο  ή  ρολόι,

µε  τη  βοήθεια  του  οποίου  γίνεται ο  χρονικός προσδιορισµός  των κινήσεων  του  s  και, γενικότερα,

όλων των φυσικών γεγονότων που λαβαίνουν χώρα στο περιβάλλον.
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2.2 Απλά ή στοιχειώδη γεγονότα

Η λέξη  γεγονός χρησιµοποιείται για να δηλώσει απλά, αλλά και σύνθετα, συµβάντα. Η κατάκτηση

του  παγκόσµιου  κυπέλλου  από  την  οµάδα  της   Βραζιλίας  το  2002,  ο  γάµος  του  Μήτσου  µε  την

Κατίνα, η µετωπική σύγκρουση δύο αυτοκινήτων, η καταστροφή της Χιροσίµα και του Ναγκασάκι

από  τις  αµερικανικές  ατοµικές  βόµβες,  η  Οχτωβριανή  επανάσταση  που  ανέτρεψε  το  Τσαρικό

καθεστώς  το  1917,  είναι  γεγονότα  που  ανήκουν  στη  δεύτερη  κατηγορία.  Το  χτύπηµα  του  χεριού

µας   στο  τραπέζι,  το  άναµα  ενός  αναπτήρα,  το  άγγιγµα   ενός  πλήκτρου  του  υπολογιστή  µας,  ένας

χτύπος της καρδιάς µας, θεωρούνται απλά συµβάντα.  Η διάκριση είναι  στην ουσία τεχνητή, αλλά

καταλήγει   να  σηµαίνει  το   εξής.   ´Ενα  γεγονός  είναι   τόσο  απλούστερο   όσο  καλύτερα

περιγράφεται µε το να προσδιορίσουµε το που και πότε έγινε. 

Ας εξετάσουµε αναλυτικότερα το  ακόλουθο  παράδειγµα. Από  τον εκφωνητή του  δελτίου

ειδήσεων   µαθαίνουµε  ότι  στις  4 το  πρωί  στο  37Ο  χιλιόµετρο  της  εθνικής  οδού  Αθήνας  -  Πάτρας

συγκρούστηκαν  δύο  αυτοκίνητα.  Αυτή  η   περιγραφή  ταιριάζει  σε  ένα  απλό   γεγονός,   γιατί  µας

λέει καθαρά το πότε και το πού έλαβε χώρα η σύγκρουση.  Ωστόσο,  η ίδια η σύγκρουση είναι µια

περίπλοκη   φυσική  διαδικασία,  µε  τραγικά  αποτελέσµατα.   Εδώ,  λοιπόν,  έχουµε  ένα  παράδειγµα

του  τρόπου µε τον οποίο ένα σύνθετο γεγονός  ανάγεται σε απλό. 

Το ίδιο ισχύει και για  τα  γεγονότα που θεωρούνται ότι  είναι από τη φύση τους πολύ απλά.

Τέτοια  είναι   οι  πολυάριθµες   συγκρούσεις  που  συµβαίνουν   συνεχώς  µπροστά  στα  µάτια  µας  και

δεν  τις  βλέπουµε!  Εννοούµε  τις  συγκρούσεις  των  µορίων  του  αέρα  που  µας   περιβάλλει  και  τον

αναπνέουµε. Λόγω του πολύ µικρού µεγέθους τους, η  σύγκρουση δύο µορίων  θεωρείται  ένα από

τα απλούστερα δυνατά γεγονότα. Συνακόλουθα,  πιστεύουµε ότι, για την  περιγραφή της,  αρκεί να

πούµε  το  πού  και  πότε  έλαβε  χώρα.   Στην  πραγµατικότητα,  η  σύγκρουση   δύο  µορίων  είναι   µια

πολύ  σύνθετη  διαδικασία,  αφού  η   δοµή  των  µορίων  του  αέρα  είναι  περίπλοκη  και  ακόµα  πιο

περίπλοκος είναι ο τρόπος µε τον οποίο  αλληλεπιδρούν, όταν πλησιάζουν το ένα το άλλο. 

Συνοψίζοντας,  µε  τη  διαδικασία  της  νοητικής  αφαίρεσης,  καταλήγουµε  στήν  έννοια  του

στοιχειώδους γεγονότος που είναι ανάλογη µ’  εκείνη του στοιχειώδους σώµατος ή σωµάτιου.  Πιο

συγκεκριµένα,  µε  τον  όρο  στοιχειώδες  γογονός  θα  εννοούµε  ένα  συµβάν  που  θεωρείται  ότι

περιγράφεται  πλήρως  αν  δοθούν  οι  χωρικές  και  χρονικές  συντεταγµένες  του   ως  προς  κάποιο

σύστηµα  αναφοράς.  Στα  επόµενα,   αντί  για  "στοιχειώδες  γεγονός",  θα   λέµε  απλά  "γεγονός" ,  για

συντοµία.

Ας  υποθέσουµε  γ.π.  ότι  κάθεστε  αναπαυτικά  στην  πολυθρόνα  ενός  δωµάτιου,  στο  οποίο

έχετε  ορίσει  ένα   σύστηµα   Καρτεσιανών  αξόνων  x- y- z.  Με  την   άδειά   σας,  θα  θεωρήσουµε

πως η καρδιά σας είναι ένα σωµάτιο  (υλικό σηµείο) και οι χτύποι της απλά (στοιχειώδη) γεγονότα

που  συµβαίνουν   κάθε  1sec.  Υποθέτουµε  ότι  η   καρδιά  σας   µένει  ακίνητη  στο  σηµείο  µε

συντεταγµένες  Hx, y, zL = H80 cm, 140 cm, 185 cmL.  
Για  ευκολία,  θα  υποθέτουµε  επίσης  ότι  το  ρολόι  σας  είναι  εφοδιασµένο  µε  µετρητή

δευτερολέπτων που  ενεργοποιείται µόλις αρχίσετε να καταγράφετε  τους χτύπους της καρδιάς σας.

H ένδειξη  του  ρολογιού  σας  θα  δηλώνεται  µε  το  γράµµα  t.   Αν  g1,  g2,  g3  κ.λ.π.  είναι   διαδοχικοί

χτύποι  της  καρδιάς  σας,  τότε  µπορούµε  να   πούµε  ότι   στον  πρώτο  χτύπο  το  ρολόι   σας  λέει
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t1 ª tHg1L=0sec,  στον  επόµενο  λέει  t2 ª tHg2L=1sec,  στον  µεθεπόµενο  t3 ª tHg3L=3sec,  κ.λπ.  Με

άλλα λόγια, η χρονική συντεταγµένη των γεγονότων  g1, g2, g3 κ.λπ.. είναι  διαφορετική.

Αντίθετα, οι χωρικές συντεταγµένες των γεγονότων g1, g2, g3  κ.λ.π. είναι ίδιες. Αν θέσουµε

Hx1, y1, z1L ª HxHg1L, yHg1L, zHg1LL,  Hx2, y2, z2L ª HxHg2L, yHg2L, zHg2LL  κ.λπ.,  τότε  Hx1, y1, z1L =
Hx2, y2, z2L =Hx3, y3, z3L =H80 cm, 140 cm, 185 cmL.

Αν   µε  βάση  τα   παραπάνω   στοιχεία  κατασκευάσουµε  ένα  διάγραµµα,  παραλείποντας  τις

συντεταγµένες y και z, θα καταλήξουµε στην ακόλουθη εικόνα.   
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Προφανώς,  όλα  τα  σηµεία  αυτού  του  χωροχρονικού  διαγράµµατος   που  αντιστοιχούν   στα

γεγονότα  g1, g2, ..., g6, βρίσκονται πάνω στo  ευθύγραµµο τµήµα x = 80, 0 § t § 5,  όπως φαίνεται

στο  επόµενο σχήµα.
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Τώρα,  η  ίδια  η   καρδιά  σας  βρίσκεται  στην  ίδια  θέση  ακόµα  και  ανάµεσα  στους  χτύπους

της.   ´Αρα,  το  γεγονός  ότι  η  καρδιά  σας  βρίσκεται  στη   θέση  x = 80 cm τη  στιγµή  t = 0, 1 sec θα

πρέπει   να  παρασταθεί  µε  ένα   σηµείο  στη  θέση  (x, t)=(80,  0,1)  του  διαγράµµατος.  Ανάλογα,  το

γεγονός  ότι  η  καρδιά  σας  βρίσκεται  στη   θέση  x = 80 cm  τη  στιγµή  t = 0, 2 sec  θα  πρέπει   να

παρασταθεί  µε  ένα   σηµείο  στη  θέση  (x, t)=(80,  0,2)  του  διαγράµµατος.  Και  τα   δύο  αυτά  σηµεία

ανήκουν   στο   ευθύγραµµο  τµήµα  x = 80,  0 § t § 5, που  περιέχει  και  τα   γεγονότα   g1,  g2,  ...,  g6.

Γενικότερα, το γεγονός ότι  η καρδιά σας βρίσκεται στη  θέση x = 80 cm τη στιγµή t = bsec, όπου β
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κάποιος   αριθµός  στο  διάστηµα  [0, 5]  αντιστοιχεί  στο  σηµείο    (x, t)=(80,  β)  του  ευθύγραµµου

τµήµατος   x = 80,  0 § t § 5.  Συνακόλουθα,  το   σύνολο  αυτών  των  γεγονότων  ταυτίζεται   µε  το

σύνολο των σηµείων  του ευθύγραµµου τµήµατος x = 80, 0 § t § 5.

Το  σύνολο  των  γεγονότων  που  συναποτελούν  την  ιστορία  ενός  σωµάτιου  s  θα  το   λέµε

κοσµική καµπύλη του σ. Αν το σωµάτιο παραµένει ακίνητο στο σηµείο x = a, τότε η κοσµική του

καµπύλη  είναι  η  ευθεία  x = a, -¶ § t § ¶  του  χωροχρονικού  διαγράµµατος  x- t.  To  τµήµα  της

κοσµικής γραµµής της καρδιάς σας για το χρονικό διάστηµα 0 § t § 5 φαίνεται στο επόµενο σχήµα. 
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κοσµική γραµµή

καρδιάς

2.3 Οµαλή ευθύγραµµη κίνηση 

Θεωρούµε  τώρα  ένα   σωµάτιο   (υλικό  σηµείο)  s  που   κινείται  κατά  µήκος  της  ευθείας  x.

Υποθέτουµε  ότι η x έχει βαθµονοµηθεί και πως η χρονική στιγµή t που το s βρίσκεται στη θέση x

προσδιορίζεται µε  τη βοήθεια ενός χρονόµετρου. To επόµενο σχήµα δείχνει τα αποτελέσµατα των

µετρήσεων ενός συγκεκριµένου πειράµατος. 

0 1 2 3 4 5 6
xHcmL

t=0sec t=1sec t=2sec t=3sec

Με άλλα λόγια, από την κίνηση του συγκεκριµένου  σωµάτιου καταγράφηκαν τα εξής στιγµιότυπα.

Η θέση  του  σωµάτιου  τις  χρονικές στιγµές  t = 0, 1, 2 και  3 sec. Ισοδύναµα, από την κίνηση  του  σ

ξεχωρίσαµε τα εξής γεγονότα.  

g0: το γεγονός της  αναχώρησης του s από το σηµείο x = 0cm τη στιγµή t = 0sec,

g1: το γεγονός της διέλευσης του s από το σηµείο x = 2cm  τη στιγµή  t = 1sec,
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g2: το γεγονός της διέλευσης του s από το σηµείο x = 4cm  τη στιγµή  t = 2sec,

g3: το γεγονός της άφιξης του s στο σηµείο x = 6cm  τη στιγµή  t = 3sec.

Αυτό µας επιτρέπει να κατασκευάσουµε τον πίνακα

         

Γ∂γονός Χωρική συντ∂ταγµένη x Χρονική συντ∂ταγµένη t

γ0 0 cm 0 sec

γ1 2 cm 1 sec

γ2 4 cm 2 sec

γ3 6 cm 3 sec

    

Ο  αριθµός  x j ª xHg jL,  j = 0, 1, 2, 3,   ονοµάζεται  χωρική  συντεταγµένη  του  γεγονότος  g j.

Αντίστοιχα,  ο  αριθµός  t j ª tHg jL   ονοµάζεται  χρονική  συντεταγµένη  του  γεγονότος  g j.  Τις

συντεταγµένες των γεγονότων 8g j< µπορούµε να τις διατάξουµε σε ζευγάρια της µορφής Ht j, x jL και
να  παραστήσουµε  τα  τελευταία  σαν  κουκίδες  σ’  ένα  διάγραµµα  t x,  σαν  αυτό  του  επόµενου

σχήµατος.   

Εναλλκτικά,  µπορούµε  να  διατάξουµε  τις  συντεταγµένες  των  γεγονότων  8g j<   σε  ζευγάρια

της  µορφής  Hx j, t jL  και  να  παραστήσουµε  τα  τελευταία  σαν  κουκίδες  σ’  ένα  διάγραµµα  x t,  σαν

αυτό του επόµενου σχήµατος.   
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Ποια  από  τις  δύο  γραφικές  παραστάσεις  θα  προτιµήσουµε  δεν  έχει  καµία  σηµασία.  Το

σηµαντικό  είναι  µότο  το  εξής:  Από  τα  στοιχεία  του  πίνακα,  αµέσως  φαίνεται  ότι  η  χωρική

συντεταγµένη  x j  του  γεγονότος  g j  είναι  ανάλογη  προς  τη  χρονική  συντεταγµένη  του,  t j:  Αν

παραβλέψουµε τη φυσική  σηµασία των x και t, τότε x j = 2 t j. Στην πραγµατικότητα, η σχέση τους

εκφράζεται από την ισότητα 

 x j = u t j ,   u = 2 cm ê sec.
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Είναι  προφανές  ότι,  για  να  µετακινηθεί  από  την  αρχική  του  θέση,  x = 0 cm,  στην   τελική

του, x = 6 cm, το σωµάτιο s πέρασε από όλα τα ενδιάµεσα σηµεία του  άξονα x. H διέλευση  του s
από καθένα από αυτά τα σηµεία µπορεί να θεωρηθεί ως  ένα ξεχωριστό  γεγονός. Είναι το  σύνολο

αυτών των γεγονότων που περιγράφει  την κίνηση του s. 

Αν,  λοιπόν,  ονοµάσουµε  Hx, tL≡ HxHgL, tHgLL  τις  συντεταγµένες   του  τυχαίου   στοιχείου  g
αυτού  του  συνόλου,  µπορούµε  να  θέσουµε  το   ακόλουθο ερώτηµα.   Υπάρχει  σχέση ανάµεσα  στη

χωρική συντεταγµένη, x, και τη χρονική, t, του γ;

Θα  υποθέσουµε ότι, στην περίπτωση που εξετάζουµε,  η απάντηση στο πιο πάνω ερώτηµα

είναι  καταφατική.  Πιο  συγκεκριµένα,  θα  υποθέσουµε  ότι  αυτή  η  σχέση  είναι  ακριβώς  ίδια  µ’

εκείνη που βρήκαµε ότι ισχύει ανάµεσα στις συντεταγµένες των γεγονότων g j, j = 0, 1, 2, 3.

Με άλλα λόγια, θα υποθέσουµε ότι x = u t, u = 2 cm ê sec, για  κάθε t στο χρονικό διάστηµα

0 sec § t § 3 sec.  Από  γραφική  άποψη,  αυτή   η  υπόθεση   σηµαίνει   το  εξής:  Τα  σηµεία  που

αντιστοιχούν  στα  γεγονότα  τα  οποία  απαρτίζουν  την  µετακίνηση  του   σωµάτιου  s  από  το  χωρικό

σηµείο  x = 0 HcmL  στο  x = 6 HcmL  βρίσκονται  όλα  πάνω  στην   ίδια  ευθεία.  Ακριβέστερα,  αυτά  τα

σηµεία  αποτελούν  το  ευθύγραµµο  τµήµα  που  ενώνει  τα  σηµεία  g0  και  g3  του  διαγράµµατος  x- t,

και το οποίο λέµε κοσµική γραµµή του σωµάτιου s στο επόµενο σχήµα. 
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Η  ποσότητα  u = 2 cm ê sec  που  ορίσαµε  στο  προηγούµενο  παράδειγµα  ονοµάζεται

tαχύτηtα του σωµάtιου σ ως προς  tο σύσtηµα  αναφοράς το οποίο περιγράφει  tην κίνηση tου

σ.

Γενικότερα,  η  ευθύγραµµη  κίνηση  ενός  σωµάτιου  είναι  συχνά  τέτοια  που,  για   κάποιο

χρονικό  διάστηµα  a § t § t,  η  χωρική  συντεταγµένη  του, x,  καθορίζεται  από την  χρονική,  t,  µέσω

µιας  σχέσης της µορφής x = x0 + u t.   Προφανώς, οι σταθερές x0, u  πρέπει έχουν διάσταση cm και

cm/sec, αντίστοιχα. 

Σ’  αυτές  τις  περιπτώσεις,  λέµε  ότι,  κατά  το  χρονικό  διάστηµα  a § t § t,  το  σωµάτιο

κινήθηκε  µε  σταθερή  ταχύτητα  u.  Τότε,  η  "κοσµική  καµπύλη  του  s"  είναι  µια  ευθεία  του

χωροχρονικού  διαγράµµατος x- t,  η  οποία  τέµνει  τον  χωρικό  άξονα  στο  σηµείο  x = x0  κι  έχει

κλίση u ως προς τον ίδιο άξονα.
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Ας  ονοµάσουµε  xa  την  τιµή  της  χωρικής  συντεταγµένης  όταν  t = a.  Με  άλλα  λόγια,  ας

θέσουµε  xa = a + u a.  Τότε, a = xa - u a  και η εξίσωση  x = a + u t  που περιγράφει την κίνηση του

s γίνεται

 (3. 1)                                         x = xa + uHt - aL,       a § t § t.   

Παράδειγµα 1o

(i)  Στο  χρονικό  διάστηµα  0 sec § t § 5 sec,  το  σωµάτιο  s1  κινείται  µε  ταχύτητα  u =5cm/sec  κατά

µήκος µιας ευθείας x. Nα δοθεί η εξίσωση που περιγράφει την κίνηση του  s1  και να παρασταθεί η

κοσµική του γραµµή, υποθέτοντας ότι ξεκίνησε από την αρχή του άξονα x.

(ii)  Στο  ίδιο  χρονικό  διάστηµα,  το  σωµάτιο  s2  κινείται  µε  ταχύτητα  u =3cm/sec  κατά  µήκος  της

ίδιας ευθείας x. Nα γραφτεί  η εξίσωση  κίνησης του s2  και να παρασταθεί η κοσµική του γραµµή,

υποθέτοντας ότι  κι αυτό ξεκίνησε από τo σηµείο x = 0cm του άξονα x. 

(iii) Nα παρασταθούν  οι κοσµικές γραµµές των s1 και s2 στο ίδιο χωροχρονικό διάγραµµα.

Λύση

(i)  H  εξίσωση  που  περιγράφει  την  κίνηση  του  s1  είναι  υποχρεωτικά   της  γενικής  µορφής

x = xa + uHt - aL. Αφού  το χρονικό διάστηµα που µας δίνεται  είναι το [0, 5], έπεται ότι a = 0(sec)

και xa = 0 HcmL. ´Αρα η εξίσωση κίνησης του s1 είναι 

 x = 0 + 5 Ht - 0L = 5 t. 

Στο αντίστοιχο χωροχρονικό διάγραµµα, η κοσµική γραµµή του s1 είναι το ευθύγραµµο τµήµα που

ενώνει  τα σηµεία Hxa, aL = H0, 0L και Hxt, tL = H25, 5L.
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σωµάτιου σ1

(ii) Με ανάλογο  τρόπο βρίσκουµε ότι η εξίσωση κίνησης  του s2 είναι 

                                               x = 0 + 3 Ht - 0L = 3 t, 

οπότε  η  κοσµική  του  γραµµή  είναι  το  ευθύγραµµο  τµήµα  που  δείχνουµε  στο  επόµενο  διάγραµµα.
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(iii)  H  υπέρθεση  των  δύο   προηγούµενων  σχηµάτων   οδηγεί  στο   ακόλουθο   αποτέλεσµα.

Παρατηρείστε  ότι,  η  κοσµική  γραµµή  του  σωµάτιου  µε  την  µικρότερη  ταχύτητα  έχει  και  την

µικρότερη κλίση ως  προς τον  άξονα t. 
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γτH2Lκοσµική γραµµή

σωµάτιου σ2

Παράδειγµα 2o

(i) Στο χρονικό διάστηµα  0 sec § t § 5 sec το σωµάτιο s1  κινείται µε ταχύτητα u = 5 cm ê sec κατά

µήκος  της  ευθείας  x.  Nα δοθεί  η  εξίσωση  που περιγράφει την κίνηση του  s1  και  να παρασταθεί η

κοσµική του γραµµή, υποθέτοντας ότι  ξεκίνησε από τη θέση x = 2 cm.

(ii)  Στο ίδιο  χρονικό  διάστηµα, το σωµάτιο s2  κινείται µε ταχύτητα  u = -3 cm ê sec κατά µήκος

της  ίδιας  ευθείας  x.  Nα  γραφεί   η  εξίσωση   κίνησης  του  s2  και  να  παρασταθεί  η  κοσµική  του

γραµµή, υποθέτοντας ότι  ξεκίνησε από τo σηµείο x = 9 cm.

(iii) Nα παρασταθούν  οι κοσµικές γραµµές των s1 και s2 στο ίδιο  χωροχρονικό διάγραµµα.

Λύση

(i)  H  κίνηση  του  s1  περιγράφεται  από   την  εξίσωση    x = xa + uHt - aL.  Στην   προκείµενη

περίπτωση a = 0 HsecL και x = 2 HcmL. ´Αρα η εξίσωση κίνησης του s1 είναι
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                                            x = 2 + 5 Ht - 0L = 2 + 5 t.       

Η  κοσµική  γραµµή  του  s1είναι  το  ευθύγραµµο  τµήµα  που  ενώνει   τα  σηµεία  Hxa, aL = H2, 0L  και
Hxt, tL = H27, 5L:
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(ii) Με  ανάλογο τρόπο βρίσκουµε  ότι η εξίσωση κίνησης του s2 είναι  

                                             x = 9 + H-3L Ht - 0L = 9 - 3 t, 

οπότε καταλήγουµε στο ακόλουθο διάγραµµα.

-15 -10 -5 5 10
xHcmL

-1

1

2

3

4

5

tHsecL

γαH2L

γτH2L

κοσµική γραµµή

σωµάτιου σ2

(iii) H υπέρθεση των δύο  προηγούµενων διαγραµµάτων  οδηγεί στο  ακόλουθο  αποτέλεσµα:
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γ

Σηµειώστε ότι τα σωµάτια s1 και s2 συναντιώνται σε κάποιο σηµείο xm του άξονα x που βρίσκεται

ανάµεσα στο x = 2 cm, από το οποίο ξεκίνησε το s1, και το x = 9 cm, από το οποίο ξεκίνησε το s2. 

Για  να  προσδιορίσουµε  το   σηµείο  συνάντησης,  θα  πρέπει  να  βρούµε  την  κοινή  λύση  των

εξισώσεων    x = 2 + 5 t   και  x = 9 - 3 t.  Αυτό  είναι  εύκολο  και  οδηγεί  στο  αποτέλεσµα  ότι  τα

σωµάτια  s1  και  s2  συναντιώνται  στο  σηµείο  x = xm = 6, 375 cm,  τη  χρονική  στιγµή

t = tm = H7 ê 8L sec. To γεγονός  της συνάντησής τους δηλώνεται µε g  στο τελευταίο χωρο- χρονικό

διάγραµµα.                                               

Παράδειγµα 3o

´Ενα  σωµάτιο,  το  s1,  κινείται  ευθύγραµµα  µε  ταχύτητα 4 cm ê sec. Κατά µήκος  της   ίδιας  ευθείας,

κινείται  κι  ένα  δεύτερο  σωµάτιο,  το  s2,  ,  που  έχει  ταχύτητα  6 cm ê sec.  Το  s2  διέρχεται  από  το

σηµείο Β  τρία δευτερόλεπτα µετά τη διέλευση του s1  από το σηµείο Α. Αν το Β απέχει από το  Α

15cm,                                   

(i) Nα εξεταστεί αν τα σωµάτια πρόκειται να συναντηθούν µετά τη  διέλευσή τους από τα σηµεία Α

και Β, αντίστοιχα.

(ii) Στο ίδιο χωροχρονικό διάγραµµα, να  κατασκευαστούν οι  κοσµικές γραµµές των s1 και s2 από

τη στιγµή που διέρχονται από τα σηµεία Α και Β, αντίστοιχα, ως τη στιγµή  της συνάντησής τους.

Λύση

(i)  H  κίνηση  καθενός  από  τα  δύο  σωµάτια   περιγράφεται  από   µιαν  εξίσωση  της  µορφής

x = xa + uHt - aL.  Ωστόσο,  τα  δοσµένα  του  προβλήµατος   δεν  προσδιορίζουν  τις  τιµές  των

παραµέτρων   xa,  u  και a  των s1  και  s2.  Γι’  αυτό,   είµαστε  υποχρεωµένοι  να   κάνουµε   κάποιες

υποθέσεις που  διευκολύνουν την  ανάλυση του προβλήµατος,  αλλά δεν αλλάζουν το περιεχόµενό

του. 

Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι το σηµείο Α αντιστοιχεί στο σηµείο x = 0 του άξονα x και πως  το

s1  περνάει   από  αυτό  το  σηµείο  την  στιγµή  t = 0.  ´Ετσι,  η   εξίσωση  κίνησης  του  σωµάτι  ου  s1

γίνεται 

                                                x1 = u1 t,       » u1 » = 4 cm ê sec, 
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όπου » u1 » το µέτρο (η απόλυτη τιµή) της  ταχύτητας  του s1. Είναι φανερό ότι, λέµε πως  το µέτρο

της  ταχύτητάς  του  είναι  4 cm ê sec,  γιατί  δεν  γνωρίζουµε  την  κατεύθυνση  προς  την   κινείται  το

σωµάτιο s1. 

Στη  συνέχεια,  ονοµάζουµε  xΒ  τη  συντεταγµένη  του   σηµείου  Β.   Από  την  διατύπωση  του

προβλήµατος,   µπορούµε  µόνο  να  συµπεράνουµε  ότι  » xΒ » = 15 cm.  Τώρα,  αφού  το  s2  περνάει

από  το  Β  τρία  sec  µετά  τη  διέλευση  του  s1   από  το  σηµείο  Α,  έπεται  ότι  το   s2  βρίσκεται   στο

x = xΒ  την  χρονική  στιγµή  t = 3 sec.  Συνακόλουθα,  η  εξίσωση  κίνησης  του   σωµάτιου  s2  γίνεται

                               x2 = xΒ + u2Ht - 3L,   » xΒ » = 15 cm,    » u2 » = 6 cm ê sec.

Τα  δυο  σωµάτια  θα  συναντηθούν  αν  υπάρχει  κάποια  τιµή  tm > 3 sec  της  χρονικής

παραµέτρου t, για την οποία x1 = x2.  Αυτή η συνθήκη δίνει

                              u1 tm = xΒ + u2Htm - 3L ñ tm = HxΒ - 3 u2L ê Hu1 - u2L. 
Προφανώς,   

                  tm > 3   ñ  xΒ - 3 u2 > 3 Hu1 - u2L  ñ  xΒ > 3 u1,   αν  u1 > u2, 

ενώ

                 tm > 3   ñ  xΒ - 3 u2  3 Hu1 - u2L ñ  xΒ  3 u1,    αν  u1  u2.

Ισοδύναµα, tm > 3 εάν και µόνο όταν   u2  u1  xΒ ê 3,   ή    HxΒ ê 3L u1  u2.

Αφού   u1 = H≤4L,  u2 = H≤6L  και  xΒ ê 3 = H≤5L,  οι  µόνες  δυνατές  περιπτώσεις  είναι  οι

ακόλουθες:   

(α)  xΒ = 15,     u1 = -4,     u2 = -6.  

Τότε   tm = 16, 5 sec,  xm = -66 cm.  

(β)  xΒ = -15,    u1 = 4,     u2 = 6.  

Τότε   tm = 16, 5 sec,  xm = 66 cm.               

(ii) Το χωροχρονικό διάγραµµα για την περίπτωση (α) έχει ως εξής:   
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Η  κατασκευή  του  χωροχρονικού   διαγράµµατος  για  την  περίπτωση  (β)   αφήνεται  για  άσκηση  του

αναγνώστη.       

´Ασκηση

´Ενα  σωµάτιο,  s1,   κινείται  ευθύγραµµα  µε  ταχύτητα  4 cm ê sec.  Κατά  µήκος  της   ίδιας  ευθείας,

κινείται κι ένα δεύτερο σωµάτιο, s2,  που έχει ταχύτητα 6 cm ê sec. Το s2  διέρχεται από το  σηµείο

Β   τρία  δευτερόλεπτα  πριν  από  τη  διέλευση  του  s1  από  το  σηµείο  Α.  Αν  το  Β  απέχει  από  το  Α

12cm,                                  

(i) Nα εξεταστεί αν τα σωµάτια πρόκειται να  συναντηθούν  µετά τη  διέλευσή τους από τα σηµεία

Α και Β, αντίστοιχα.

(ii)  Στο  ίδιο  χωροχρονικό  διάγραµµα,  να   κατασκευαστούν  οι   κοσµικές  γραµµές  των  s1  και  s2,

από  τη  στιγµή  που  διέρχονται  από  τα  σηµεία  Α  και  Β,  αντίστοιχα,  ως  τη  στιγµή   της  συνάντησής

τους.

Παράδειγµα 4o

(i)  Στο  χρονικό  διάστηµα   0 sec § t § 10 sec,  το  σωµάτιο  s1  κινείται  προς  τη  θετική  κατεύθυνση

του   άξονα  x.   Ως  τη  στιγµή  t = 4 sec,  η  ταχύτητά  του  είναι  5cm/sec.   Αµέσως   µετά  αλλάζει  και

γίνεται 8cm/sec. Nα γραφτεί η  εξίσωση κίνησης του s1  και να παρασταθεί η κοσµική του γραµµή,

υποθέτοντας ότι τη στιγµή  t = 0 sec βρισκόταν στο σηµείο x = 0 cm.   

(ii)  Στο  ίδιο  χρονικό  διάστηµα,   το  σωµάτιο  s2  κινείται  αρχικά  µε   ταχύτητα  3 cm ê sec  προς  τη

θετική κατεύθυνση  του άξονα x. Στο σηµείο x = 15 cm χτυπάει  σ’  ένα εµπόδιο µε αποτέ- λεσµα

η ταχύτητά του  ν’  αντιστραφεί,  χωρίς ν’  αλλάξει  το µέτρο της. Nα γραφτεί η εξίσω- ση κίνησης

του  s2  και  να  παρασταθεί  η  κοσµική  του  γραµµή,  υποθέτοντας  ότι   κι  αυτό   ξεκίνησε  από  τo

σηµείο x = 0 cm.

(iii) Nα παρασταθούν  οι κοσµικές γραµµές των s1 και s2 στο ίδιο  χωροχρονικό διάγραµµα.

Λύση

(i)  Επειδή   η  ταχύτητα  του  s1  δεν  είναι   ίδια  σε  όλο  το  χρονικό  διάστηµα  0 sec § t § 10 sec,  η
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κίνησή   του  δεν  µπορεί  να   περιγραφτεί  από  µία   µόνο  εξίσωση  της  µορφής   x = xa + uHt - aL.
Ωστόσο,   µπορούµε   να  χωρίσουµε  το  παραπάνω  διάστηµα  σε  δύο,  µε  τρόπο  ώστε   η  εξίσωση

x = xa + uHt - aL να µπορεί  να χρησιµοποιηθεί  σε καθένα  από αυτά  τα διαστήµατα ξεχω- ριστά.

Πιο   συγκεκριµένα,  για  το  χρονικό  διάστηµα  0 sec § t § 4 sec  η  εξίσωση   κίνησης  του

s1είναι της  µορφής x = xa + uHt - aL µε a = 0, xa = 0 και u = 5. ∆ηλαδή,

                                                         x = 5 t,      0 § t § 4.

´Οµοια,    στο  χρονικό  διάστηµα  4 sec § t § 10 sec  η  εξίσωση   κίνησης  του  s1είναι  της   µορφής

x = xa + uHt - aL µε a = 4, xa = 20 και u = 8. Κι αυτό γιατί στο τέλος του διαστήµατος 0 § t § 4 το

s1 έχει φτάσει στο  σηµείο x = 5 ÿ 4 = 20 HcmL. Συνεπώς,
                                          x = 20 + 8 Ht - 4L = -4 + 8 t, 4 § t § 10.

Συνδυάζοντας  τις  δυο  παραπάνω  εκφράσεις για το x στα διαστήµατα 0 sec § t § 4 sec και

4 sec § t § 10 sec,  αντίστοιχα,  µπορούµε  να  γράψουµε  την  εξίσωση  κίνησης   του  s1  για  όλο   το

χρονικό διάστηµα [0, 10] στη µορφή  

                                         x = 9 5 t, 0 § t § 4

-4 + 8 t, 4 § t § 10
       

H κοσµική γραµµή  του s1 που  ορίζει αυτή η  εξίσωση φαίνεται στο επόµενο σχήµα.
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(ii)  Mε  τον,   ίδιο  τρόπο  αναλύεται   και  η  κίνηση  του  s2.  Αναλυτικότερα,   κατά  το  χρονικό

διάστηµα  0 sec § t § tc sec,  όπου  tc  η  στιγµή   που  το  s2  χτυπάει   στο  εµπόδιο,  η   κίνησή  του

περιγράφεται από την εξίσωση x = xa + uHt - aL µε a = 0, u = 3. ∆ηλαδή,

                                                     x = 3 t,      0 § t § tc.

Tην  στιγµή   t = tc   το  s2  έχει  φτάσει  στο   σηµείο  x = xc = 15 HcmL.  Από  την  xc = 3 tc  αµέσως

έπεται  ότι  tc = 5 HsecL.  Στο  υπόλοιπο  χρονικό  διάστηµα,   δηλαδή   στο   5 sec § t § 10 sec,  το  s2

κινείται  µε  ταχύτητα   u = -3 Hcm ê secL.  ´Αρα  η  κίνησή  του  περιγράφεται  από  την  εξίσωση

x = xa + uHt - aL µε a = 5, xa = 15 και u = -3. ∆ηλαδή,    

                                           x = 15 - 3 Ht - 5L = 30 - 15 t, 5 § t § 10.
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Συνδυάζοντας  τις  δυο  παραπάνω  εκφράσεις για το x στα διαστήµατα 0 sec § t § 5 sec και

5 sec § t § 10 sec,  αντίστοιχα,  µπορούµε  να  γράψουµε  την  εξίσωση  κίνησης  του  s2  για  όλο   το

χρονικό διάστηµα [0, 10] στη µορφή  

                                            x = 9 3 t, 0 § t § 5

30 - 15 t, 5 § t § 10
        

H κοσµική γραµµή  του s2 την οποία ορίζει αυτή η  εξίσωση φαίνεται στο επόµενο  σχήµα.
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(iii)  Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  τις  κοσµικές   γραµµές   και  των  δύο  σωµατίων  σε  κοινό

χωροχρονικό διάγραµµα.
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Για προφανείς  λόγους, η κίνηση των  σωµατίων s1  και s2  που αναλύσαµε στο  τελευταίο

παράδειγµα  ονοµάζεται   τµηµατικά  οµαλή   ευθύγραµµη  κίνηση.   Γενικότερα,   κατά  το  χρονικό

διάστηµα Ι = @a, tD ένα σωµάτιο s εκτελεί tµηµαtικά οµαλή ευθύγραµµη κίνηση,  αν

(α) Σε όλο το διάστηµα Ι το s  κινείται πάνω στη ίδια ευθεία και

(β)  Το   χρονικό  διάστηµα  Ι  µπορεί  να  χωριστεί  σε  n  επιµέρους  διαστήµατα,  Ι1 = @t0, t1D,
Ι2 = @t1, t2D, ..., Ι j = @t j-1, t jD, ..., Ιn = @tn-1, tnD, όπου
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(3. 2)                       a = t0  t1  t2  ...  t j-1  t j  ...  tn-1  tn = t ,

σε καθένα από τα οποία η  εξίσωση κίνησης του σ είναι της µορφής

(3. 3)                 x = x j-1 + v j Ht - t j-1L,        t j-1 § t § t j,      j = 1, 2, ..., n.                       

2.4 Ευθύγραµµη επιταχυνόµενη κίνηση

Στο  επόµενο  σχήµα  φαίνονται  (µε  µαύρες  κουκίδες)  οι  διαδοχικές   θέσεις  ενός  σωµάτιου  s,  το

οποίο κινείται κατά  µήκος της ευθείας x.           

0 2 8 18 32
x

0 1 2 3 4HsecL

HcmL

                                 

Αν ονοµάσουµε

      g0 το γεγονός της διεύλευσης  του s από το σηµείο x0 = 0 τη στιγµή t0 = 0, 

      g1 το γεγονός της διεύλευσης  του s από το σηµείο x1 = 2 τη στιγµή t1 = 1, 

      g2 το γεγονός της διεύλευσης  του s από το σηµείο x2 = 8 τη στιγµή t2 = 2, 

      g3 το γεγονός της διεύλευσης  του s από το σηµείο x3 = 18 τη στιγµή t3 = 3, 

      g4 το γεγονός της διεύλευσης  του s από το σηµείο x4 = 32 τη στιγµή t4 = 4,  

τότε εύκολα θα κατασκευάσουµε και το αντίστοιχο χωροχρονικό διάγραµµα:
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Aπό  τα  δοσµένα  της   κίνησης   και  το  αντίστοιχο  διάγραµµα  συνάγεται   αµέσως  ότι,  το  s
δεν  εκτελεί  οµαλή   κίνηση.  Ισοδύναµα,  οι  χωρικές  συντεταγµένες,  x j  ( j = 0, 1, 2, 3, 4),  δεν  έχουν

γραµµική  σχέση  µε  τις  χρονικές,  t j.  Mε  άλλα   λόγια  δεν   µπορούµε   να  ισχυριστούµε  ότι

x j = x0 + u t j,  όπου u µια σταθερή µε διαστάσεις  ταχύτητας. 

Θα   µπορούσαµε,  βέβαια,   να  υποθέσουµε   ότι  το  s  εκτελεί   τµηµατικά  οµαλή  κίνηση.

Αυτή  η  υπόθεση  ισοδυναµεί   µε  τον  ακόλουθο  ισχυρισµό.   Αν  χωρίσουµε  το  χρονικό  διάστηµα

Ι = @0, 4D   (0 sec § t § 4 sec)   στα  4  υποδιαστήµατα   Ι1 = @t0, t1D = @0, 1D,  Ι2 = @t1, t2D=@1, 2D,
Ι3 = @t2, t3D=@2, 3D και   Ι4 = @t3, t4D=@3, 4D, τότε
(4. 1)                     x = x j-1 + u jHt - t j-1L,           t j-1 § t § t j,     j = 1, 2, 3, 4.              

Αναλυτικότερα, στο πρώτο υποδιάστηµα θα ίσχυε ότι      

(4. 2)                              x = x0 + u1Ht - t0L, t0 § t § t1.   

´Οµως t0 = 0, x0 = 0 και t1 = 1 HsecL. ´Αρα η τελευταία έκφραση γίνεται  

(4. 3)                                  x = u1 t, 0 § t § 1.                                                     

Γνωρίζουµε  επιπλέον  ότι  x = 2 HcmL  όταν  t = 1 HsecL.  Συνεπώς,   αφού  η  σχέση   x = u1 t  ισχύει  και

για  t = 1,  η  τιµή  της  σταθερής  u1  θα  πρέπει   να  είναι  συµβατή  µε  την  συνθήκη  2=u1 ÿ 1.  ´Αρα

u1=2(cm/sec).

Ανάλογα, στο δεύτερο υποδιάστηµα  θα ίσχυε ότι      

(4. 4)                   x = x1 + u2Ht - t1L = 2 + u2Ht - 1L, t1 = 1 § t § 2 = t2.                    

´Οµως,  ήδη  γνωρίζουµε  ότι  x = 8 cm,  όταν  t = 2 HsecL.  ´Αρα  θα  πρέπει  να  τηρείται  η  συνθήκη

8=2 + u2H2 - 1L, από την οποία έπεται ότι  u2 = 6 Hcm ê secL. Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουµε

ότι  u3 = 10 Hcm ê secL και u4 = 14 Hcm ê secL.
Αν  υιοθετήσουµε   την  παραπάνω  υπόθεση  της  τµηµατικά   οµαλής  κίνησης,  η  κοσµική

γραµµή  του  σωµάτιου  s  θα  αποτελείται  από  4  ευθύγραµµα  τµήµατα,  όπως  φαίνεται  στο  επόµενο

σχήµα.
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Ωστόσο,   µια  άλλη  υπόθεση   για  την  εξίσωση  κίνησης  είναι   εξίσου  εύλογη.  Πιο

συγκεκριµένα,  µπορούµε  εύκολα  να  διαπιστώσουµε  ότι  ανάµεσα  στις  χωρικές   συντεταγµένες,  x j,

και τις χρονικές, t j, υπάρχει  η ακόλουθη σχέση:  

(4. 5)                          x j = b t j
2,     b = 2 cm ê sec2,     j = 0, 1, 2, 3, 4.                                

Θα µπορούσαµε, λοιπόν, να  υποθέσουµε  ότι η  τελευταία  σχέση δεν ισχύει µόνο κατά τις στιγµές

t0,..., t4, αλλά καθόλο το χρονικό  διάστηµα [0, 4], ότι δηλαδή

(4. 6)                                x = b t2, b = 2 cm ê sec2,      0 § t § 4.                               

Αν υιοθετηθεί η δεύτερη υπόθεση  για την εξίσωση κίνησης του s,  τότε η κοσµική του  γραµµή θα

είναι η  παραβολική καµπύλη του  επόµενου  σχήµατος.
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Το  ποια   από  τις  δύο  παραπάνω  υποθέσεις  οδηγεί  σε  πιστότερη  αναπαράσταση  της

πραγµατικής κίνησης του σωµάτιου s θα το απαντήσει η πειραµατική ανάλυση. Αν για την  κίνηση

που  εκτέλεσε  το  s  υπάρχουν  λεπτοµερέστερα  στοιχεία,  τότε  η  σύγκριση  των  δύο  υποθέσεων  δεν

είναι δύσκολη. Σε κάθε περίπτωση, µια έγκυρη σύγκριση θα απαιτούσε  να είχαµε καταγράψει την

θέση του  s σε πολύ περισσότερες τιµές της χρονικής παραµέτρου t και όχι µόνο στις στιγµές t0,...,

t4.

Ανεξάρτητα  από  τις  "πειραµατικές"   συνθήκες   του  συγκεκριµένου   παραδείγµατος,

µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  σε  κάποιο  χρονικό  διάστηµα  @a, tD  η  κίνηση  ενός  σωµάτιου

περιγράφεται από την εξίσωση x = b t2,  όπου b µια σταθερή  µε διαστάσεις cm ê sec2.  Γενικότερα,

µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  η  εξίσωση  που  περιγράφει  την  κίνηση  είναι  της  µορφής

x = f Ht » l, m, ...L,  όπου  f Ht » l, m, ...L  µια  συνάρτηση  του  χρόνου,  t,  η  οποία  εξαρτιέται  κι  από  τις

παραµέτρους l, m κ.λ.π.  Για ευκολία, µια συνάρτηση αυτής της µορφής θα την συµβολίζουµε, από

τώρα και στο εξής, απλώς µε f HtL.
Το  απλούστερο  παράδειγµα  δίνεται  από  την  συνάρτηση  f HtL = l + m t + n t2,   µε   v ∫ 0.

(Σηµειώστε ότι, αφού το x έχει διάσταση cm και το t διάσταση sec, η εξίσωση x = l + m t + n t2, οι

παράµετροι  l, m και n  πρέπει να έχουν διαστάσεις cm, cm/sec και cm ê sec2, αντίστοιχα).  
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Μένοντας στο παράδειγµα όπου  x = f HtL ª b t2,  t œ @a, tD, ας υποθέσουµε  ότι οι  τιµές t1
και  t2 = t1 + h  της  χρονικής  παραµέτρου  t  ανήκουν  στο  διάστηµα  [α,  β].  Τότε  οι  αντίστοιχες  τιµές

της   χωρικής  συντεταγµένης  θα   δίνονται   από  τις  εκφράσεις     x1 = f Ht1L ª b t1
2  και

x2 = f Ht2L ª b t2
2 = bHt1 + hL2.  

Κατά συνέπεια,

(4. 7)               x2 - x1 = f Ht2L - f Ht1L
                                    = f Ht1 + hL - f Ht1L ª bHt1 + hL2 - b t1

2 = bH2 t1 + hL h
και άρα 

(4. 8)                         x2-x1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

= f Ht1+hL- f Ht1LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

= bH2 t1 + hL.                    
Aφού η ποσότητα h έχει διάσταση sec, η  Hx2 - x1L ê h θα έχει διάσταση cm/sec, δηλαδή ταχύτητας.

(Πρόκειται  γι’  αυτό  που  ονοµάζεται  µέση  ταχύτητα  του  σωµάτιου  σ  στο  χρονικό  διάστηµα

@t1, t1 + hD ).
Συνακόλουθα,  διάσταση  ταχύτητας   έχει  και   η   ποσότητα   u1  που  δίνει   το  όριο  της

Hx2 - x1L ê h καθώς το h τείνει στο µηδέν:

(4. 9)                  u1 := lim
hØ0

 x2-x1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

= lim
hØ0

 f Ht1+hL- f Ht1LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

= 2 b t1.                      

Αυτό το όριο ονοµάζεται ταχύτητα του σωµάτιου τη χρονική στιγµή t1.

Είναι  φανερό  ότι   η  διαδικασία  που  οδήγησε  στην  έκφραση  για  την   ταχύτητα  του  s  τη

στιγµή t1  µπορεί να  επαναληφθεί αυτούσια για οποιαδήποτε τιµή της  χρονικής παραµέτρου  t  στο

διάστηµα @a, tD. ´ Αρα µπορούµε να ορίσουµε την ποσότητα

(4. 10)                                 u := lim
hØ0

 f Ht+hL- f HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

= 2 b t,        t œ @a, tD,                           

και να  την ονοµάσουµε  στιγµιαία ταχύτητα του s.

Από µαθηµατική άποψη, το όριο

(4. 11)                              f £ HtL := lim
hØ0

 f Ht+hL- f HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

,     t œ @a, tD,                              

όταν  υπάρχει,  ονοµάζεται  παράγωγος  της   συνάρτησης  f : @a, tD Ø �  στο  σηµείο  t  και  συνήθως

συµβολίζεται  µε  Hd f ê d tL HtL.  Σε  ότι  ακολουθεί,   υποθέτουµε  ότι  η  παράγωγος  ("ως  προς  τη

µεταβλητή t") της συνάρτησης f HtL υπάρχει  σε κάθε σηµείο του διαστήµατος @a, tD. Συνακόλουθα,

µε  στιγµιαία  ταχύτητα του s θα  εννοούµε  την  συνάρτηση u = f £ HtL.
Tώρα, είναι  φανερό ότι η εξίσωση                                                       

(4. 12)                                               x = x1 + u1Ht - t1L                                                    
περιγράφει ένα σωµάτιο που κινείται οµαλά  µε ταχύτητα u1 και διέρχεται από  το σηµείο  x = x1 τη

στιγµή t = t1. Αυτή η παρατήρηση στηρίζει  και τη φυσική  ερµηνεία της στιγµιαίας ταχύτητας u1:

Αν το σωµάτιο s  διατηρούσε την ταχύτητα  u1 και µετά  τη στιγµή  t1, τότε η κοσµική του γραµµή

Ch_2.nb 21



θα  ήταν η   ευθεία  που  ορίζεται από την εξίσωση  (4.12) και  όχι η  καµπύλη που ορίζεται  από  την

εξίσωση  x = f HtL,  στη  γενική  περίπτωση,  ή  την   x = f HtL = b t2  στο  ειδικότερο  παράδειγµα  που

εξετάσαµε παραπάνω.

Παράδειγµα

Ας  υποθέσουµε   ότι  στο  πιο  πάνω  παράδειγµα  b = 2 Hcm ê sec2L,  οπότε  x = 2 t2,  και  ότι  @a, tD=[0,

4]. Τότε u = 4 t. Ειδικότερα τη στιγµή t1 = 2 sec το σωµάτιο s βρίσκεται στο σηµείο  x = 8 cm και

η  ταχύτητά  του  είναι   u1 = 8 cm ê sec.  ´Αρα   η  αντίστοιχη   εξίσωση   x = x1 + u1Ht - t1L  γίνεται

x = 8 + 8 Ht - 2L = -8 + 8 t.  

Οι  κοσµικές   γραµµές  που  ορίζονται  από  τις  σχέσεις  x = 2 t2,  t œ @0, 4D  και  x = -8 + 8 t,
t œ @2, 4D,  φαίνονται στο επόµενο σχήµα.                                                    
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† 

Αν  η  εξίσωση  που  περιγράφει  την  κίνηση  ενός  σωµάτιου   s  στο  χρονικό  διάστηµα  @a, tD
είναι της  µορφής  x = f HtL, τότε  µπορούµε  να ονοµάσουµε  gHtL την παράγωγο της  συνάρτησης f

και  να  γράψουµε  τον  ορισµό  της  στιγµιαίας  ταχύτητας  στη  µορφή  u = gHtL.  Μάλιστα,  η  ίδια  η

συνάρτηση  g  µπορεί   να  έχει  παράγωγο   σε  κάποιο  σηµείο  t1  του  διαστήµατος  @a, tD.  Με  άλλα

λόγια, µπορεί  να υπάρχει το όριο

(4. 13)                                            a1 := lim
hØ0

 gHt1+hL-gHt1LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h

.                              

Aυτό το όριο ονοµάζεται επιτάχυνση του s την στιγµή t1.

Από  µαθηµατική   άποψη,  πρόκειται  για  την  παράγωγο  δεύτερης  τάξης  της  συνάρτησης

f : @a, tD Ø �  στο  σηµείο  t1,  η  οποία  συµβολίζεται  µε  Hd2 f êd x2L Ht1L  ή  µε  f ≥ Ht1L.  Στα  επόµενα,

υποθέτουµε  ότι  η  δεύτερη  παράγωγος  της   f : @a, tD Ø �  υπάρχει   σε  κάθε  σηµείο   του   ανοιχτού

διαστήµατος Ha, tL, τουλάχιστον.                                              
Παράδειγµα

Ας υποθέσουµε  ότι η εξίσωση που περιγράφει την κίνηση του  σωµάτιου s στο χρονικό διάστηµα

@a, tD είναι της  µορφής
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(4. 14)                                        x = f HtL ª l + m t + n t2                                      

Σ’  αυτή την περίπτωση, η στιγµιαία ταχύτητα τουs  δίνεται από την  έκφραση

(4. 15)                                          u = f £ HtL ª m + 2 n t                                           

και η στιγµιαία επιτάχυνση από την

(4. 16)                                                 a = f ≥ HtL ª 2 n. 

Σηµειώστε  ότι,  στην  προκείµενη  περίπτωση,  η  επιτάχυνση  είναι  σταθερή  σε  όλο  το  διάστηµα

@a, tD.                                               
 Μπορούµε, τώρα, να δώσουµε και την φυσική  σηµασία  των παραµέτρων l, m  και n. Από

την  τελευταία   εξίσωση  έπεται  ότι   n = a ê 2.  ´Αρα  µπορούµε  να  γράψουµε  την  εξίσωση  της

ταχύτητας   σαν   u = m + a t.  Tην  αρχική  στιγµή  t = a,  η   τελευταία   σχέση   γίνεται   ua = m + a a.

Συνεπώς, m = ua - a a  και η εξίσωση της ταχύτητας γίνεται   

(4. 17)                                       u = ua + aHt - aL.                                                   
Αντίστοιχα, η εξίσωση  x = l + m t + n t2  γίνεται

(4. 18)                                 x = l + Hua - a aL t + H1 ê 2L a t2.                                     

´Οταν t = a, η  τελευταία  γίνεται

(4. 19)                xa = l + Hua - a aL a + H1 ê2L a a2 = l + ua a - H1 ê 2L a a2.                      

´Αρα,   

(4. 20)                                  l = xa - ua a + H1 ê 2L a a2                                                

κι έτσι η    x = l + m t + n t2   γίνεται τελικά

(4. 21)                            x = xa + uaHt - aL + 1ÅÅÅÅ
2
 aHt - aL2.              

† 

Παράδειγµα

´Οταν η  εξίσωση  που  περιγράφει   την  κίνηση  του  σωµάτιου  σ   στο  χρονικό διάστηµα  @a, tD είναι
της µορφής  

(4. 22)                                 x = f HtL ª l + m t + n t 2 + x t3,                         

η στιγµιαία ταχύτητα του σ δίνεται από  την έκφραση

(4. 23)                                  u = f £HtL ª m + 2 n t + 3 x t 2                            

και η στιγµιαία επιτάχυνση από την 

(4. 24)                                   a = f ≥ HtL ª 2 n + 6 x t.                                   
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´Αρα,  σ’  αυτή  την  περίπτωση,  η  επιτάχυνση  δεν  είναι  σταθερή,   παρά  αλλάζει  γραµµικά  µε  το

χρόνο στο διάστηµα @a, tD.                                                                                               
† 

Η  επιτάχυνση   δεν  είναι   σταθερή  και  στην  περίπτωση  που  η  κίνηση  του  σ  περι- γράφεται

από την εξίσωση

(4. 25)                             x = f HtL = Α sinHw tL                                       
και η αντίστοιχη κοσµική γραµµή είναι όπως στο επόµενο σχήµα. 
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Σε τούτη την περίπτωση, η στιγµιαία ταχύτητα περιγράφεται από τη συνάρτηση

(4. 26)                                 u = f £ HtL = Αw cosHw tL,                                  
ενώ η στιγµιαία επιτάχυνση από την

(4. 27)                               a = f ≥ HtL = -Αw2 sinHw tL.                                  
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2.5 Επιταχυνόµενη κίνηση στις 2 και 3 διαστάσεις

Οι  έννοιες  που  εισαγάγαµε  στο  προηγούµενο  εδάφιο  γενικεύονται  αµέσως  για   να  περιγράψουν

γεγονότα   και  κινήσεις  σωµάτων  που  λαβαίνουν  χώρα  σ’  ένα   επίπεδο  ή   στον  τρισδιάστατο

Ευκλείδειο  χώρο.  Για  να   γίνουµε  συγκεκριµένοι,  θα  περιοριστούµε  αρχικά  στο  επίπεδο  και  θα

υποθέσουµε  ότι  το  σύστηµα   αναφοράς  Σ  που   περιγράφει  τα  γεγονότα  έχει  ήδη  ορίσει  ένα

Καρτεσιανό  σύστηµα  αξόνων  x- y   και  διαθέτει  ένα   χρονόµετρο  µε  το  οποίο  προσδιορίζει   τη

χρονική συντεταγµένη tHgL του τυχαίου γεγονότος g. 

Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  µια  πεντάδα  γεγονότων,  (g0,  g1,  g2,  g3,  g4),  που   έχουν

συµβεί στο ίδιο σηµείο Hx, yL=H3 m, 2 mL=(300cm, 200cm) του δαπέδου του δωµατίου σας, αλλά σε

διαφορετικές   χρονικές  στιγµές.  Συγκεκριµένα,  t0 = 0,  t1 = 1,  t2 = 2,  t3 = 3  και   t4 = 4 sec,

αντίστοιχα, όπου t j ª tHg jL.   
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Mπορούµε   να  ερµηνεύσουµε  τα   παραπάνω   γεγονότα   σα  διαδοχικούς  χτύπους  της

καρδιάς   ενός  µυρµηγκιού   που  µένει  ακίνητο   στο  σηµείο  Hx, yL=(3m,  2m)  του  δαπέδου.  Τότε  η

ευθεία  που  τα   ενώνει  αποτελεί  την  κοσµική  γραµµή   της  καρδιάς  ή,  αν  θέλετε,  του   ίδιου  του

µυρµηγκιού.                                            
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Γενικότερα,  η   κοσµική   γραµµή   ενός  ακίνητου  αντικείµενου  είναι  ένα  ευθύγραµµο  τµήµα

παράλληλο προς τον άξονα t.

Aς  υποθέσουµε  τώρα  πως  το  µυρµήγκι  της   ιστορίας   µας  αρχίζει  να  κινείται  πάνω  στο

δάπεδο.  Τότε   οι  χωρικές  συντεταγµένες  του   αλλάζουν  µε  το  χρόνο,  ας  πούµε,  σύµφωνα  µε  τις

εξισώσεις

(5. 1)                              x = f Ht » l, m, ...L,   y = gHt » l, m, ...L,                                   
όπου   f : @a, tDØ �,   g : @a, tDØ � δοσµένες συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού το χρονικό διάστηµα

a § t § t  και  l,  m  κ.λ.π  διάφορες  παράµετροι.  (Τις  τελευταίες  δεν  θα  τις  αναφέρουµε  ρητά  στα

επόµενα,  για  να  είναι  οι  εκρφράσεις  µας  απλούστερες).  Τότε  η  (στιγµιαία)  ταχύτητά  του   ορίζεται

από το διάνυσµα  u
z
ª Hux, uyL, όπου

(5. 2)                                       ux = f £ HtL,   uy = g £ HtL,                           
και η (στιγµιαία) επιτάχυνσή  του  ορίζεται από το διάνυσµα

(5. 3)                                                      a
z
ª Hax, ayL,                                                       

όπου

(5. 4)                                      ax = f ≥ HtL,   ay = g ≥ HtL.                         
Ως µέτρο της ταχύτητας και της επιτάχυνσης ορίζονται  οι ποσότητες 

(5.5)                                         … vz … ª »» vz »» := "##################vx
2 + vy

2                                              
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και 

(5. 6)                                         … az … ª »» az »» := "###################ax
2 + ay

2 ,                                          

αντίστοιχα.

Αν γ.π.   x = l + m t,   y = n + x t,  τότε    ux = m,   uy = x,   και ax = 0,  ay = 0. Σ’  αυτή την

περίπτωση  µιλάµε  για  οµαλή  ευθύγραµµη  κίνηση,  αφού  στο  επίπεδο  x- y  το  αντικείµενο  κινείται

κατά  µήκος   της  ευθείας  που  έχει  κλίση  µ  ως  προς  τον   άξονα  x  και  x  ως  προς   τον  άξονα  y,  µε

σταθερή  ταχύτητα  µέτρου  … uz … = è!!!!!!!!!!!!!!!
m2 + x2 .  Αυτή  η  ευθεία  αποτελεί  την   προβολή   της  κοσµικής

γραµµής του  αντικείµενου που, µε τη  σειρά της, είναι µια ευθεία  κλίσης … uz … = è!!!!!!!!!!!!!!!
m2 + x2  ως  προς

τον χρονικό άξονα  t.      

Το  επόµενο  σχήµα  αντιστοιχεί  στην  επιλογή  m =0,2m/sec,  n =0,3m/sec  και  το  χρονικό

διάστηµα  0 sec § t § 4 sec.        
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´Οταν η επιτάχυνση του σωµάτιου είναι µη µηδενική, τότε η κοσµική του καµπύλη παύει να

είναι  µια  ευθεία  του  χωροχρονικού  διαγράµµατος  x - y- t,  ακόµα  και  όταν  η  κίνησή  του  είναι

ευθύγραµµη.  Για  να  γίνει  σαφής  η  διάκριση  ανάµεσα  στην  εικόνα  που  δίνει  για  την  κίνηση  ενός

σωµάτιου η κοσµική του  µαµπύλη από τη µια και η καµπύλη που διαγράφει µέσα στο επίπεδο στο

οποίο κινείται, από την άλλη, εισάγουµε το εξής ορισµό.

Η  εικόνα  του  χρονικού  διαστήµατος  [α,  τ]  στον  Ευκλείδειο  χώρο  �2  κατά  την  απεικόνιση

r : @a, tDØ �2,  που  ορίζει  το  ζευγάρι    f : @a, tD Ø �,    g : @a, tD Ø �,  ονοµάζεται  τροχιά  του

σωµάτιου  κατά  το  χρονικό  διάστηµα  @a, tD.   Με  άλλα  λόγια,  τροχιά   ενός  σωµάτιου  σ  κατά  το
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χρονικό  διάστηµα  @a, tD  λέγεται  το  υποσύνολο  του  �2  που  ορίζεται  από  τις  συνθήκες  x = f HtL,
y = gHtL. Πρόκειται για την προβολή της κοσµικής γραµµής του σ στο επίπεδο x- y.

Παράδειγµα

Aν,  κατά  χρονικό  διάστηµα   a § t § t,  το  σωµάτιο  σ  κινείται  σε  µια  ευθεία  του  επίπεδου  x - y  µε

σταθερή  επιπάχυνση  Hax, ayL,  τότε  οι  χωρικές  συντεταγµένες  του  καθορίζονται  από  εξισώσεις   της

µορφής 

(5. 7)                                         x = l + m t + H1 ê 2L ax t2,                                                     

(5. 8)                                         y = n + x t + H1 ê 2L ay t2,                                                     

που µπορούν να µετατραπούν στις 

(5. 9)                                x = xa + ux aHt - aL+ H1 ê 2L axHt - aL2,                                            

(5. 10)                              y = ya + uy aHt - aL+ H1 ê 2L ayHt - aL2,   

έτσι ώστε οι παράµετροι να έχουν σαφές φυσικό νόηµα. 

Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  την  κοσµική  καµπύλη  και  την  τροχιά  ενός  σωµάτιου  που

κινείται   στο   επίπεδο  x-y  µε  σταθερή  επιπάχυνση  Hax, ayL = H2, 2L cm ê sec2,   κατά  το  χρονικό

διάστηµα  0 § t § 4 sec, στην περίπτωση όπου  Hux 0, uy 0L = H3, 4L cm ê sec .               
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Παράδειγµα

Οι εξισώσεις

(5. 11)                                         x = f HtL = a cosHw tL,    
(5. 12)                                         y = gHtL = a sinHw tL,                                                
περιγράφουν ένα σωµάτιο που κινείται πάνω σ’  έναν κύκλο ακτίνας a µε γωνιακή ταχύτητα w.         

 Οι συνιστώσες της στιγµιαίας ταχύτητας του σ δίνονται από τις εκφράσεις

(5. 13)                              ux = -awsinHw tL,     uy = a wcosHw tL,                                     
και οι συνιστώσες της στιγµιαίας επιτάχυνσης από τις

(5. 14)                            ax = -aw2 cosHw tL,    ay = -a w2 sinHw tL,                                
Προφανώς,    

(5. 15)                                       °uz• = a w,              °az• = a w2.         

Στο επόµενο σχήµα δείχνουµε το τµήµα της  κοσµικής καµπύλης του σ που αντιστοιχεί στο

χρονικό διάστηµα [α, τ]=[0, 5sec],  στην περίπτωση που a = 3 cm , w = 2 sec-1.
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Τέλος,  η  κίνηση  ενός  σωµάτιου   στον  τρισδιάστατο   χώρο  περιγράφεται  µε  τη  βοήθεια

τριών εξισώσεων της µορφής
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(5. 16)                 x = f Ht » l, m, ...L,   y = gHt » l, m, ...L,      z = hHt » l, m, ...L,                      
όπου    f : @a, tD Ø �,    g : @a, tD Ø �,   και  h : @a, tDØ �  δοσµένες  συναρτήσεις  µε  πεδίο  ορισµού

το  χρονικό  διάστηµα   a § t § t  και  l,  m  κ.λπ.  διάφορες  παράµετροι.  Και  πάλι,  για  ευκολία,  οι

εξισώσεις της κίνησης θα γράφονται στην απλούστερη µορφή x = f HtL,  y = gHtL,      z = hHtL, εκτός
αν υπάρχει ανάγκη να τονιστεί η εξάρτησή τους από κάποια συγκεκριµένη παράµετρο).                      

Τότε η (στιγµιαία) ταχύτητά του  ορίζεται από το διάνυσµα 

(5. 17)                                                u
z
ª Hux, uy, uzL,                                                   

όπου

(5. 18)                                ux = f £ HtL,   uy = g £ HtL,     uz = h £ HtL                
και η (στιγµιαία) επιτάχυνσή  του  ορίζεται από το διάνυσµα

(5. 19)                                              a
z
ª(ax, ay, az),                                                  

όπου

(5. 20)                            ax = f ≥ HtL,   ay = g ≥ HtL,    az = h ≥ HtL.                
Ως µέτρο της ταχύτητας και της επιτάχυνσης ορίζονται  οι ποσότητες 

(5. 21)                                     °uz• ª »» uz »» :="###############################ux
2 + uy

2 + uz
2                                    

και

(5. 22)                                          °az• ª »» az »» :="##############################ax
2 + ay

2 + az
2                                   

αντίστοιχα.

Θα πρέπει να είναι φανερό ότι, στην περίπτωση που η κίνηση ενός σωµάτιου λαβαίνει χώρα

στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο, δεν µπορούµε  να κατασκευάσουµε  γραφικές παραστάσεις τις

κοσµικής του γραµµής, σαν κι αυτές που παρουσιάσαµε νωρίτερα για κίνηση πάνω σε µια ευθεία ή

στο  επίπεδο.  Περιοριζόµαστε  σε  προβολές  της  στους  χώρους  x - y- t,   x- z - t,  y - z - t  και

x - y - z. H τελευταία είναι αυτό που ονοµάζουµε τροχιά του σωµάτιου.

Παράδειγµα

Οι εξισώσεις

(5. 23α)                                        x = f HtL = a cosHw tL,                                          
(5. 23β)                                        y = gHtL = a sinHw tL,                                          
(5. 23γ)                                        z = hHtL = H1 ê 2L b t2,                                          
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περιγράφουν  ένα  σωµάτιο  σ  που  κινείται  πάνω  στην  επιφάνεια  ενός  κύλινδρου  ακτίνας  a  µε

σταθερή γωνιακή ταχύτητα w > 0.                               

Οι συνιστώσες της στιγµιαίας ταχύτητας του σ δίνονται από τις εκφράσεις

(5. 24α)                                            ux = -aw sinHw tL,                                                      
(5. 24β)                                            uy = aw cosHw tL,                                                      
(5. 24γ)                                            uz = b t                                                                     

και οι συνιστώσες της στιγµιαίας επιτάχυνσης από τις

(5. 25α)                                            ax = -aw2 cosHw tL,                                                   
(5. 25β)                                            ay = -aw2 sinHw tL,                                                   
(5. 25γ)                                            az = b.                                                                     

Συνεπώς,

(5. 26)                                       °uz• = "###############################ux
2 + uy

2 + uz
2 =

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
a2 w2 + b2 t2                        

και 

(5. 27)                                       °az• = "##############################ax
2 + ay

2 + az
2 =

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
a2 w4 + b2 .                         

Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  το  τµήµα  της   τροχιάς  του  σ  που  αντιστοιχεί  στο  χρονικό

διάστηµα  @a, tD=[0,  (3π/4)sec],   στην  περίπτωση  που  a = 4 cm  ,  b = 1 cm ê sec,  w = 8 sec-1.
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3. Θεωρία Μηχανικής του Newton

3.1 Νευτωνική Μηχανική

Η  πρώτη  ολοκληρωµένη  θεωρία  για  τον  τρόπο  µε  τον  οποίο  κινούνται  και  αλληλεπιδρούν  τα

σώµατα  διατυπώθηκε  από  τον  Isaac  Newton  (  Νεύτωνα,  προς  το  ελληνικότερον).  Τα  βασικά

στοιχεία  αυτής  της  θεωρίας,  η  οποία  είναι  γνωστή  ως   Νευτώνεια  ή  Νευτωνική  Μηχανική,

µπορούν να εκφραστούν µε τον ακόλουθο τρόπο.

1. Κάθε σώµα είναι ισοδύναµο µε ένα σύνολο υλικών σηµείων ή σωµατίων.

2. Ο  χώρος  είναι  απόλυτος. Αυτό  σηµαίνει ότι  οι  ιδιότητές  του  είναι τελείως  ανεξάρτητες από την

παρουσία  ή  µη  των  υλικών  σωµάτων  και  των  µεταξύ  τους  αλληλεπιδράσεων.  Η  δοµή  του  είναι

εκείνη του Ευκλείδειου τρισδιάσατου γεωµετρικού χώρου.

3. Υπάρχει ένα (τουλάχιστον) σύστηµα αναφοράς, Σ, και αντίστοιχοι Καρτεσιανοί άξονες x- y - z,

στο οποίο o φυσικός χώρος ταυτίζεται µε το σύνολο �3.

4. Ο χρόνος είναι επίσης απόλυτος και έχει τη δοµή του �.

5. (2oV  Νόµος  ή αξίωµα του Νεύτωνα) Κάθε σωµάτιο, s, υφίσταται  την επίδραση του υπόλοιπου

φυσικού  κόσµου.  Αυτή  η  επίδραση  λέγεται δύναµη  που  ασκείται  στο  s·  είναι  µια   διανυσµατική

ποσότητα που συνήθως  παριστάνεται µε  F
z

 κι  η  οποία  καθορίζει την  στιγµιαία  επιτάχυνση, a
z
,  του

s, µε τον ακόλουθο τρόπο:

(1. 1)                                                a
z
= 1ÅÅÅÅÅ

m
F
z

.   

Σ’  αυτή  την  εξίσωση,  ο  θετικός  αριθµός  m  αποτελεί  το  µέτρο  µιας  φυσικής  ποσότητας  που

χαρακτηρίζει το ίδιο το σωµάτιο και λέγεται µάζα του σ.   

Ακριβέστερα,   ας  υποθέσουµε  ότι,  κατά  το  χρονικό  διάστηµα  @a, tD,  η  τροχιά  του  s  στο

σύστηµα αναφοράς Σ περιγράφεται από την τριάδα των συναρτήσεων

(1. 2)                                      x = f HtL,  y = gHtL,  z = hHtL.
Τότε, µε επιτάχυνση του s ως προς το ίδιο σύστηµα αναφοράς Σ εννοούµε την τριάδα

(1. 3)                          a
z
ª Hax, ay, azL := H f ≥HtL, g≥HtL, h≥ HtL L.

Συνεπώς, η (1. 1) αποτελεί συµπυκνωµένη έκφραση της τριάδας των διαφορικών εξισώσεων

(1. 4α)                            ax =
1ÅÅÅÅÅ
m
 Fx      ñ     f ≥HtL = 1ÅÅÅÅÅ

m
 Fx,



(1. 4β)                            ay =
1ÅÅÅÅÅ
m
 Fy    ñ      g≥HtL = 1ÅÅÅÅÅ

m
 Fy,

(1. 4γ)                            az =
1ÅÅÅÅÅ
m
 Fz     ñ      h≥HtL = 1ÅÅÅÅÅ

m
 Fz,                                     

Με  τη  σειρά  τους,  τα  δεξιά  µέλη  Fx,  Fy  και  Fz  αυτών  των  εξισώσεων,  εκφράζουν,  µε  τον  πιο

συµπυκνωµένο τρόπο, τις συναρτήσεις που παριστάνουν τις συνιστώσες της δύναµης. 

Με  βάση  τον  τρόπο  µε  τον  οποίο  υπεισέρχεται  στην εξίσωση  (1. 1), λέµε  ότι, η  µάζα  ενός

σωµάτιου  αποτελεί  και  µέτρο  της  αδράνειάς  του.  Πιο  συγκεκριµένα,  αν  στα  σωµάτια  s1,  s2

ασκηθεί  η ίδια δύναµη και η µάζα του πρώτου  είναι µεγαλύτερη από εκείνη του δεύτερου, τότε η

επιτάχυνση του s1 θα είναι µικρότερη σε µέτρο από εκείνη του s2. 

Μια  συνηθισµένη  µονάδα  µάζας  είναι  το  γραµµάριο,  gr.   Aν  ως  µονάδα  της  επιτάχυνσης

χρησιµοποιείται  η  cm ê sec2,   τότε  η  µονάδα  µέτρησης  της  δύναµης  είναι  αναγκαστικά  η  dyne  =
gr ÿ cm ê sec2.

6.  (3oV  Νόµος  ή  αξίωµα  του  Νεύτωνα)  Αν  8si<,   i = 1, 2, ..., n,  είναι  ένα  σύστηµα  που

αποτελείται από n σωµάτια, τότε κάθε σωµάτιο του συστήµατος επιδρά σε κάθε άλλο, σύµφωνα µε

τον τύπο

(1. 5)                            F
z

j k = -F
z

k j,        j, k = 1, 2, ..., n,                               

όπου   F
z

j k  είναι  η  δύναµη  που  ασκείται  στο  σωµάτιο  s j  από  το  σωµάτιο  sk .  Με  άλλα  λόγια,  "η

δράση ισούται προς την αντίδραση".

Σ’  αυτή την περίπτωση η εξίσωση κίνησης του σωµάτιου  s j γίνεται 

(1. 6)                        a
z

j =
1ÅÅÅÅÅ
m
 
i
kjjjF
z

j

¶x

+‚
k=1

n
F
z

j k
y
{zzz,                                              

όπου   F
z

j

¶x

 η δύναµη που υφίσταται το  s j από εξωγενείς παράγοντες.  

Σηµειώστε ότι, από την (1. 5) αµέσως έπεται ότι F
z

j j = -F
z

j j  και άρα

(1. 7)                                   F
z

j j = 0,          j = 1, 2, ..., n.                                    

Με άλλα λόγια, ένα σωµάτιο ποτέ δεν ασκεί δύναµη στον εαυτό του.   

7.  Το  σύστηµα  αναφοράς  Σ  στο  οποίο  ισχύουν  οι  δυο  παραπάνω  νόµοι  του  Νewton  ονοµάζεται

αδρανειακό.

Προφανώς, όταν σ’  ένα σωµάτιο δεν ασκείται δύναµη, όταν δηλαδή F
z

= 0
z

, τότε

(1. 8)                                  a
z
= H f ≥HtL, g≥HtL, h≥ HtLL = H0, 0, 0L.

Συνακόλουθα,  οι  συναρτήσεις  οι  οποίες  προσδιορίζουν  την  τροχιά  του  σωµάτιου  στο  αδρανειακό

σύστηµα αναφοράς είναι της µορφής

(1.6)             f HtL = x0 + ux 0 t,        gHtL = y0 + uy 0 t,         hHtL = z0 + uz 0 t,   
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όπου οι τριάδες Hx0, y0, z0L και Hux 0, uy 0, uz 0L αποτελούνται από τυχαίες σταθερές.   

Με  άλλα  λόγια,  όταν  F
z

= 0
z

,  τότε  το  σωµάτιο  κινείται  ευθύγραµµα  µε  σταθερή  ταχύτητα

u
z
= Hux 0, uy 0, uz 0L. Στην ειδικότερη περίπτωση που αυτή η ταχύτητα µηδενίζεται, το σωµάτιο µένει

ακίνητο  στη  θέση  Hx, y, zL = Hx0, y0, z0L.  Αυτό  το  πόρισµα  του  δεύτερου  νόµου,  είναι  γνωστό  ως

πρώτο αξίωµα ή πρώτος νόµος της Νευτωνικής µηχανικής.    

Το συµπέρασµα ότι ένα ελεύθερο σωµάτιο κινείται µε σταθερή (ενδεχοµένως και µηδενική)

ταχύτητα  ως  προς  το  αδρανειακό  σύστηµα  αναφοράς,  αποτελεί  µέχρι  σήµερα  ένα  επίµαχο  σηµείο

της  Νευτωνικής  θεωρίας.  Ορισµένοι  ερευνητές  επιµένουν  στην  άποψη  του  ίδιου  του  Newton  ότι

πρόκειται  για  µια  πρόταση  που  έχει  το  χαρακτήρα  αξιώµατος,  ισότιµου  προς  τα  άλλα  δύο.  Στο

ζήτηµα αυτό θα επανέλθουµε αργότερα.   

Eδώ  θα  περιοριστούµε  στο  να  επισηµάνουµε  ότι  από  πολλούς  µαθηµατικούς  φυσικούς

ακόµα  και  ο  δεύτερος  νόµος  της  Νευτωνικής  Μηχανικής  ανάγεται  σε  ορισµό  της  δύναµης.  Με

άλλα  λόγια,  το  δεύτερο  αξίωµα,  από  πρόταση  για  τη  σχέση  των  φυσικών  ποσοτήτων  a
z
,  m  και  F

z

,

µετατρέπεται  στην  έκφραση  F
z

:= m a
z
,  που  δηλώνει  ότι  η  ποσότητα  F

z

  είναι  απλώς  µια

συντοµογραφία του γινόµενου m a
z
.

Αναλυτικότερα, η άποψη ότι η δύναµη δεν αποτελεί έννοια ανεξάρτητη από την επιτάχυνση

στηρίζεται στο ακόλουθο επιχείρηµα. Ο µόνος τρόπος µε τον οποίο διαπιστώνουµε ότι ένα σωµάτιο

υφίσταται  την  επίδραση  του  περιβάλλοντός  του  είναι  η  µέτρηση  της  επιτάχυνσής  του.  Από

γνωσιολογική  ή  επιστηµολογική  άποψη,  αυτό  το  επιχείρηµα  στηρίζεται  στην  αρχή  του

οπερεσιοναλισµού  (operationalism)  ή  τελεσισµού.  Σύµφωνα  µ’  αυτή  τη  φιλοσοφική  αρχή,  µια

έννοια  της  φυσικής  έχει  νόηµα  εάν  και  µόνο  όταν  υπάρχει  µια  ακριβής  πειραµατική διαδικασία,  η

εκτέλεση  (τέλεσις)  της  οποίας  οδηγεί  στη  µέτρηση  της  αντίστοιχης  ποσότητας.  Τα  περιθώρια

αυτών  των  σηµειώσεων  δε  µας  επιτρέπουν  να  επεκταθούµε  σε  µιαν  αναλυτική  κριτική  του

τελεσισµού.  Γι’  αυτό  περιοριζόµαστε  να  παρατηρήσουµε  ότι,  αν  η  φυσική  και  οποιαδήποτε άλλη

επιστήµη  υιοθετούσε  τις  γνωσιολογικές  θέσεις  του  τελεσισµού,  τότε  θα  απογυµνωνότανε  τελείως

από  το  εννοιολογικό  της  οπλοστάσιο  και  από  επιστήµη  (=  σύνολο  αποτελούµενο  από  έννοιες,

προτάσεις  σχέσεων  και  µεθόδων  ελέγχου  αυτών  των  προτάσεων)  θα  κατέληγε  σε  ένα  κατάλογο

συνταγών παρατήρησης και µέτρησης. 

´Ετσι  κι  αλλιώς  η  Νευτωνική  Μηχανική  παραµένει  µια  ελλιπής  θεωρία,  όσο  δεν

προστίθεται  σ’  αυτήν  µια  πρόταση  για  τον  προσδιορισµό  της  δύναµης  που  ασκείται  στο  τυχαίο

σωµάτιο  s  του  ενδιαφέροντός  µας.  Ο  Newton,  όχι  µόνο  παρατήρησε  πρώτος  απ’  όλους  αυτό  το

έλλειµα,  αλλά  µας  έδωσε  και  την  πρώτη  στην  ιστορία  της  φυσικής  θεωρία  για  τις  δυνάµεις  που

παρατηρούνται  στη  φύση.  Πρόκειται  για  τη  θεωρία  που  καθιερώθηκε  µε  την  επωνυµία  νόµος  της

παγκόσµιας έλξης. Η διατύπωσή της είναι πολύ απλή και είναι πλέον σε όλους γνωστή: 

(i) Κάθε σωµάτιο έλκει κάθε άλλο.

(ii) H ένταση της  αµοιβαίας έλξης  δύο  σωµατίων  είναι ανάλογη προς το γινόµενο των µαζών τους

και αντίστροφα ανάλογη προς το τετράγωνο της απόστασής τους.

Με  άλλα  λόγια:  Ας  υποθέσουµε  ότι  8si<,   i = 1, 2, ..., n,  είναι  ένα  σύστηµα  n  σωµατίων  και  ότι
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r
z

j  είναι το διάνυσµα  που προσδιορίζει  τη  θέση του σωµάτιου  s j  ως  προς το αδρανειακό σύστηµα

αναφοράς Σ. Τότε το σωµάτιο sk  ασκεί στο s j δύναµη F
z

j k  η οποία καθορίζεται από τον τύπο

(1. 9)                                        F
z

j k = -G m j mk  
r
z

j -r
z

kÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz j -r
z

k …3    

όπου  m j, mk  οι  αντίστοιχες  µάζες  των  δύο  σωµατίων  και  G  η  λεγόµενη  παγκόσµια  σταθερή.  Η

τιµή της τελευταίας στο σύστηµα µονάδων που έχουµε υιοθετήσει είναι

(1. 10)                                 G = 6, 673 ÿ 10-8 dynes ÿ cm2 ÿ gr-2  

Συνακόλουθα,  

(1. 11)                                 À F
z

j k À = G m j mk  
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz j -r
z

k …2 ,                                              

Η συνολική δύναµη που ασκούν στο s j  όλα τα υπόλοιπα σωµάτια του συστήµατος δίνεται

από την έκφραση

(1. 12)                             F
z

j = -m j „
k=1, k∫ j

n

G mk  
r
z

j -r
z

kÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz j -r
z

k …3 .  

Αυτή η δύναµη λέγεται βαρυτική  και το φαινόµενο  που περιγράφεται από το νόµο  της παγκόσµιας

έλξης ονοµάζεται βαρύτητα.

Θα  πρέπει  να  σηµειωθεί  ότι  η  επιτάχυνση  του  σωµάτιου  s j  που  προκαλείται  από  τη

βαρυτική δύναµη είναι ανεξάρτητη από τη µάζα του, αφού ο 2oV  νόµος και η (1. 12) συνεπάγονται

ότι  

(1. 11)                  a
z

j =
1ÅÅÅÅÅÅÅ

m j
 F
z

j = -„
k=1, k∫ j

n

G mk  
r
z

j -r
z

kÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz j -r
z

k …3 .                                

´Αλλα παραδείγµατα θεωριών  ή “φαινοµενολογικών  προτάσεων”  για τον καθορισµό  του όρου  F
z

στην εξίσωση a
z
= F êz  m θα παρουσιαστούν στο επόµενο εδάφιο.

3.2 Λύσεις των εξισώσεων κίνησης

 

Η  σχέση  a
z
= F êz  m  που  εκφράζει  τον  2o  νόµο  την  Νευτωνικής  Μηχανικής  αναφέρεται  και  σαν

εξίσωση  κίνησης  (του  σωµάτιου  s  µάζας  m  στο  οποίο  ασκείται  δύναµη  F
z

). ΄Οπως  αναφέραµε,  η

a
z
= F êz  m  δηλώνει  ένα  σύστηµα  τριών  διαφορικών  εξισώσεων  δεύτερης  τάξης,  οι  οποίες,  για

συντοµία, σύνήθως γράφονται ως εξής: 

(2. 1)                       m x≥ = Fx,         m y ≥ = Fy,         m z ≥ = Fz.  

Εδώ,  άγνωστες  είναι  οι  συναρτήσεις  x = f HtL,   y = gHtL,   και  z = hHtL  που  καθορίζουν  τη  στιγµιαία

θέση  του  σωµάτιου  s  στο  αδρανειακό  σύστηµα  αναφοράς  που  χρησιµοποιεί  τις  Καρτεσιανές

συντεταγµένες  x- y- z.  Συνακόλουθα,  το  σύµβολο  x≥  δηλώνει  τη  δεύτερης  τάξης  παράγωγο  της
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συνάρτησης  f HtL κι ανάλογα για τα υπόλοιπα. Στην περίπτωση που η κίνηση του s περιορίζεται σε

µια  ευθεία  ή  σε  ένα  επίπεδο,  η  εξίσωση  κίνησης  ορίζεται  από  µία  ή  δύο,  αντίστοιχα,  από  τις

εξισώσεις του συστήµατος (2. 1). 

´Οσο  αφορά  τα  δεξιά  µέλη  των  διαφορικών  εξισώσεων   (2.1),  αυτά   είναι  συγκεκριµένοι

συνδυασµοί  ή  συναρτήσεις  της  επτάδας    Hx, y, z, x £, y £, z £, tL  και  άλλων  παραµέτρων,

συναρτήσεις που προσδιορίζονται από την αντίστοιχη “θεωρία  δυνάµεων”,  σαν αυτή του Newton

για την βαρύτητα. Το τι ακριβώς εννοούµε θα διευκρινιστεί από τα παραδείγµατα που ακολουθούν.

Παράδειγµα (Αρµονικός ταλαντωτής)                                                .

Ξεκινάµε την ανάλυση της εξίσωσης κίνησης µ’  ένα κλασικό µονοδιάστατο παράδειγµα, αυτό του

“αρµονικού  ταλαντωτή”.  Πιο  συγκεκριµένα,  υποθέτουµε  ότι  η  έκφραση  για  τη  δύναµη  που

ασκείται στο σωµάτιο s, όταν αυτό βρίσκεται στο σηµείο x, είναι 

(2. 2)                                                Fx = -k x,       k > 0.   

Αυτή  η  έκφραση,  χρησιµοποιείται  γ.π.  στην  περίπτωση  που  η  δύναµη  οφείλεται  σ’  ένα  ελατήριο

στη  µια  άκρη  του  οποίου  είναι  προσδεµένο  το  σωµάτιο  s,  ενώ  η  άλλη  είναι  στερεωµένη  σ’  ένα

ακίνητο  αντικείµενο  -  σ’  έναν  τοίχο,  ας  πούµε.  Tότε  η  σταθερή  k  εκφράζει  το  πόσο  δύσκολα

συµπιέζεται  ή  επιµηκύνεται  (ξεντώνει)  το  ελατήριο,  οπότε    ονoµάζεται  χαρακτηριστική

σκληρότητας. Οι µονάδες της είναι dynes/cm.

Σ’  αυτή την περίπτωση η εξίσωση κίνησης γίνεται

(2. 3)                                                  m x ≥ = -k x     

που µπορεί να γραφτεί και σαν 

(2. 4)                                         x ≥ = -w2 x,      w :=
è!!!!!!!!!!

k êm .   

Αυτή  η  εξίσωση  λύνεται  πολύ  εύκολα  µε  βάση  την  εξής  παρατήρηση.  Αν  υποθέσουµε  προσωρινά

ότι w = 1, τότε η (2. 4) εκφράζει το ακόλουθο πρόβληµα: Να βρεθεί µια συνάρτηση  f HtL που είναι

ίδια µε τη δεύτερης τάξης παράγωγό της, αλλά µε αντίθετο πρόσηµο. 

Aπό  τον ακόλουθο  πίνακα αµέσως  συνάγεται ότι  δυο  λύσεις  αυτού  του  προβλήµατος είναι

οι  f HtL = sin t  και  f HtL = cos t.  Κι  αυτό  γιατί,  αν  γ.π.  f HtL = sin t,  τότε  f £ HtL = cos t  και  άρα

f ≥ HtL = Hcos tL≥ = -sin t = - f HtL.
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f HtL f′ HtL

tn n tn−1

sin t cos t

cos t −sin t

tan t 1 ê cos2 t

ln t t−1

et et

sinh t := 1���
2
 Het − e−tL cosh t := 1���

2
 Het + e−tL

cosh t sinh t

tanh t := sinh t������������
cosh t

1 ê cosh 2
 t

                           

Αν  πάλι  f HtL = cos t,  τότε   f £ HtL = -sin t  και  άρα  f ≥ HtL = H-sin tL£ = -cos t = - f HtL.
Εύκολα εξάλλου διαπιστώνεται ότι και κάθε γραµµικός συνδυασµός αυτών των συναρτήσεων είναι

επίσης λύση του ίδιου προβλήµατος. 

Τέλος,  όταν  f HtL = sin Hw t L ,  τότε   f £ HtL = w cos Hw tL  και  άρα  f ≥ HtL = Hw cos Hw tLL£
= -w2 sin Hw t L = -w2 f HtL. Το ίδιο προφανώς ισχύει και όταν f HtL = cos Hw tL.

Συνεπώς, οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (2. 4) είναι της µορφής

(2. 5)                         x = f Ht »w, C1, C2 L = C1 sin Hw t L + C2 cos Hw tL,   
όπου  C1, C2 αυθαίρετες σταθερές.

Σηµειώστε ότι από την (2. 5) έπεται ότι

(2. 6)                                  x0 := f H0 »w, C1, C2 L = C2,    

(2. 7)                                  u0 ª x £
0 := f £ H0 »w, C1, C2 L = wC1.       

´Αρα η λύση (2. 5) µπορεί να γραφτεί στη µορφή 

(2. 8)                            x = FHt »w, x0, v0 L = u0ÅÅÅÅÅÅ
w
 sin Hw t L + x0 cos Hw tL,  

που,  εκτός  από  την  w :=
è!!!!!!!!!!

k êm ,  περιέχει  ως  παραµέτρους  την   “αρχική  θέση”,   x0,  και   την

“αρχική  ταχύτητα”,  u0, του σωµάτιου s.  

Από το γεγονός ότι οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις είναι περιοδικές µε περίοδο 2π, έπεται

ότι  το  σωµάτιο  s  επανέρχεται  στην  ίδια  θέση  κάθε  T := 2 p êw  δευτερόλεπτα.  Η  τελευταία

ποσότητα  ονοµάζεται  (χρονική)  περίοδος  του  αρµονικού  ταλαντωτή  κι  η  αντίστροφή  της,

n := 1 êT ,  συχνότητα της ταλάντωσης.

Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  το  τµήµα  της  κοσµικής  καµπύλης  του  s  (  το  γράφηµα  της

συνάρτησης  FHt »w, x0, u0 L  )  που  αντιστοιχεί  στο  χρονικό  διάστηµα  0 § t § 3 T ,  στην  περίπτωση

όπου w = 3 sec-1,  x0 = 2 cm και  u0 = 0 cm ê sec.     
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Παράδειγµα                                                 .

Αν  υποτεθεί  ότι  στο  σωµάτιο  s  του  προηγούµενου  παραδείγµατος,  πέρα  από  τη  "δύναµη

επαναφοράς" -k x, ασκείται και η "αντίσταση του αέρα" που είναι ανάλογη προς την ταχύτητα του

s, τότε η έκφραση για τη δύναµη γίνεται 

(2. 9)                                           Fx = -k x- l x £,       k, l > 0.  

Προφανώς, οι µονάδες της σταθερής l είναι dynes·sec/cm.

Σ’  αυτή την περίπτωση η εξίσωση κίνησης γίνεται

(2. 10)                                          m x ≥ = -k x- l x £  

που µπορεί να γραφτεί και σαν 

(2. 11)               x ≥ = -w2 x - 2 r x £,      w :=
è!!!!!!!!!!

k êm ,        2 r :=
è!!!!!!!!

k ê l .     

Για να λύσουµε  αυτή τη διαφορική εξίσωση, αρκεί πάλι να παρατηρήσουµε ότι, αν η λύση

της  είναι  x = f HtL,  τότε  η  συνάρτηση   f HtL  πρέπει  να  έχει  την  εξής  ιδιότητα:  Η  δεύτερης  τάξης

παράγωγός της είναι ίση µε το γραµµικό συνδυασµό της ίδιας και της παραγώγου της. Αυτό µπορεί

να συµβεί εάν και µόνο όταν οι παράγωγοι της f HtL είναι ανάλογοι προς την ίδια την f HtL. Από τον

παραπάνω  κατάλογο  των  παραγώγων  των  πιο  γνωστών  συναρτήσεων  φαίνεται  καθαρά  ότι  κάτι

τέτοιο  ισχύει  µόνο  για  τις  τριγωνοµετρικές  συναρτήσεις  και  την  εκθετική.  Από  την  άλλη  και  οι

τρεις αυτές συναρτησεις µπορούν να εκφραστούν σε ενιαία µορφή ως εξής.

Εισάγουµε τη έκφραση 

(2. 12)                                             ei z := cos z + i sin z,  

στην  οποία  το  i  είναι  µια  συµβολική  ποσότητα  µε  την  ιδιότητα  ότι   i2 = -1.  Κατά  τα  άλλα,  το

σύµβολο  i  απλώς  χρησιµεύει  για  να  γράφουµε  ένα  ζευγάρι  πραγµατικών  αριθµών  στη  µορφή

αθροίσµατος. Με άλλα λόγια,
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(2. 13)                                      cos z + i sin z ª Hcos z , sin zL.   
Στη  συνέχεια,  επιβάλλουµε  στην   έκφραση  ei z   όλες  τις  ιδιότητες  της  συνήθους  εκθετικής

συνάρτησης, όπως την

(2. 14)                                                ei a+i b = ei a ei b.    

Με βάση τον ορισµό  (2. 12),  η σχέση (2. 14)  σηµαίνει ότι 

(2. 15)          cos Ha + bL + i sin Ha + bL = Hcos a + i sin aL Hcos b + i sin bL   
                                          = Hcos a cos b - sin a sin bL+ i Hcos a sin b + sin a cos bL                

Από  τη  σύµβαση  που  υιοθετήσαµε  έπεται  ότι  αυτή  η  ισότητα  αποτελεί  τη  συντοµογραφία

της ακόλουθης δυάδας:

(2. 16α)                        cos Ha + bL = cos a cos b - sin a sin b,                                 

(2. 16β)                        sin Ha + bL = cos a sin b + sin a cos b.

Αυτές, όµως, είναι γνωστές τριγωνοµετρικές ταυτότητες. 

Τώρα, από το γεγονός ότι  sinH- zL = -sin z  έπεται ότι   

(2. 17)                                   e-i z := cos z - i sin z.   

Συνακόλουθα,

(2. 18)                    1ÅÅÅÅ
2
 Hei z + e-i zL = cos z ,             1ÅÅÅÅÅÅ

2 i
 Hei z - e-i zL = sin z.     

Mε  το  τελευταίο  αποτέλεσµα  ολοκληρώνεται  η  απόδειξη  του  ισχυρισµού  µας  ότι  και  οι

τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µπορούν να γραφτούν στην µορφή της εκθετικής. 

Επιστρέφοντας  στη  διαφορική  εξίσωση  (2.  11),  υποθέτουµε  ότι  η  λύση  της  είναι  της

µορφής  x = f HtL = el t.  Τότε  f £ HtL = l el t,   f ≥ HtL = l2 el t  και  άρα  η  διαφορική  εξίσωση  θα

ικανοποιείται άν η παράµετρος λ είναι τέτοια που

(2. 19)                          l2 = -w2 - 2 r l    ñ  l2 + 2 r l + w2 = 0.  

Αυτό ισχύει όταν

(2. 20)                                       l = -r ≤
è!!!!!!!!!!!!!!!!
r2 -w2 .   

Είναι  φανερό  ότι  ανάλογα  µε  τη  σχέση  των  αρχικών  παραµέτρων  w  και  r,  προκύπτουν  τρεις

διαφορετικές περιπτώσεις:

(i) w > r.

Τότε  r2 -w2<0  και  άρα  
è!!!!!!!!!!!!!!!!
r2 -w2 =

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!H-1L Hw2 - r2L = i 
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2 .  Συνακόλουθα,

l = -r ≤ i 
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2  οπότε
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(2. 21)                      el t = eI-r≤i 
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2-r2 M t = e-r t e≤i 

è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2-r2  t

                                     = e-r t Icos
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2  t + i sin 

è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2  tM .                 

Αυτό σηµαίνει ότι η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι της µορφής

(2. 22)   x = f Ht »w, r, C1, C2L = e-r t IC1 cos
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2  t + C2 sin 

è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2 - r2  tM.    

(ii) w  r.

Τότε r2 -w2>0, και η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι της µορφής

(2. 23)              x = f Ht »w, r, C1, C2L = e-r t IC1 e
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2-r2  t + C2 e

-
è!!!!!!!!!!!!!!!!
w2-r2  tM.     

(iii) w = r.

Σ’  αυτή  την  περίπτωση,  η  παραπάνω  διαδικασία  δίνει  µόνο  µία  λύση,  την  e-r t.  Ωστόσο,  µια

δεύτερη λύση µπορεί εύκολα να βεθεί αν υποτεθεί ότι είναι της µορφής  gHtL e-r t. H αντικατάσταση

αυτής  της  έκφρασης  στη  διαφορική  εξίσωση  οδηγεί  στη  συνθήκη  g ≥ HtL = 0,  που  σηµαίνει  ότι

gHtL = C1 t +C2. Συνεπώς η αντίστοιχη λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι της µορφής

(2. 24)                          x = f Ht »w, C1, C2L = e-w tHC1 t +C2L.         
 

Παράδειγµα                                                

Παραµένοντας  στην  ανάλυση  της  εξίσωσης  κίνησης  σε  µια  χωρική  διάσταση,  εξετάζουµε  τη

συµπεριφορά ενός συστήµατος δύο σωµατίων, το οποίο συνδέεται άµεσα µε το πρώτο παράδειγµα.

´Ενα ελατήριο τείνει να επανέλθει στο φυσικό του µήκος άν τεντωθεί ή συµπιεστεί. Αυτή η

τάση  αναδείχνεται  και  µε  τον  ακόλουθο  τρόπο.   Θεωρούµε  δύο  σωµάτια,  τα  s1και  s2,  που  είναι

στερεωµένα  στα  άκρα  ενός  ελατήριου  φυσικού  µήκους  L.   Πιάνουµε  τα  σωµάτια  και  τα  τραβάµε

προς  αντίθετες  κατευθύνσεις,  έτσι  που  το  ελατήριο  να  επιµηκυνθεί,  και  µετά  τα  αφήνουµε.

Παρακολουθούµε την κίνηση των από τη στιγµή που τα αφήνουµε και µετά. 

Αν  τη  στιγµή  t,  οι  συντεταγµένες  θέσης  των  s1,   s2  είναι  x1  και  x2,  αντίστοιχα,  τότε  η

µεταξύ τους απόσταση είναι » x1HtL - x2HtL ». Αυτή η απόσταση είναι και το µήκος του ελατήριου τη

στιγµή  t.   Aν  υποθέσουµε  ότι  x2 > x1,  τότε  το  µήκος  του  ελατήριου  τη  στιγµή  t  διαφέρει  από  το

φυσικό  του  µήκος  L  κατά  ∆ L = x2 - x1 - L.  Αν  ο  λόγος  »∆ L » êL  είναι  πολύ  µικρότερος  από  τη

µονάδα, τότε το ελατήριο ασκεί δύναµη ίση προς -k ∆ L  σε καθένα από τα δύο σωµάτια που έχουν

προσδεθεί στα άκρα του, όπου k η  χαρακτηριστική σκληρότητας του ελατήριου.

Mε άλλα λόγια, η δύναµη που ασκείται στο s1είναι ίση προς k@x2 - x1 - LD. Αντίστοιχα, η η

δύναµη  που  ασκείται  στο  s1είναι  ίση  προς  -k@x2 - x1 - LD.  ´Αρα  το  σύστηµα  των  εξισώσεων

κίνησης είναι

(2. 25)                                  m1 x
–

1 = k @x2 - x1 - LD,                           
(2. 26)                                 m2 x

–
2 = -k @x2 - x1 - LD,                   
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όπου η τελεία πάνω από ένα γράµµα δηλώνει την παράγωγο της αντίστοιχης συνάρτησης και  διπλή

τελεία την παράγωγο δεύτερης τάξης.                                       

Προσθέτοντας κατά µέλη, βρίσκουµε ότι

(2. 27)                                      m1 x
–

1 + m2 x
–

2 = 0.   

Συνεπώς,               

(2. 28)                               m1 x
°

1 + m2 x
°

2 = P0 =σταθ.

Θυµίζουµε  ότι,  στo  πλαίσιo  της  Νευτωνικής  θεωρίας,  η  ποσότητα  p
z

:= m u
z

 ονοµάζεται  ορµή  του

σωµάτιου (που έχει µάζα m και ταχύτητα u
z
). Συνεπώς, η ποσότητα

(2. 29)                                     P := m1 x
°

1 +m2 x
°

2

αντιπροσωπεύει  την  ολική  ορµή  του  συστήµατος   8s1, s2<.  Από  το  προηγούµενο  αποτέλεσµα

έπεται ότι η ολική ορµή του συστήµατος που εξετάζουµε είναι σταθερή και ίση µε  P0.

Η εξ. (2. 29) συνεπάγεται ότι                                      

(2. 30)                                       m1 x 1 +m2 x 2 = P0 t + C.    

Tώρα, η ποσότητα

(2. 31)                                           X := m1  x 1+m2  x 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m1+m2

    

αναφέρεται ως κέντρο µάζας του συστήµατος 8s1, s2<.  
Αφού, λοιπόν, τη στιγµή t = 0 η εξ. (2. 30) γίνεται

(2. 32)                                  m1 x 10 + m2 x 20 = C    

έπεται ότι   

(2. 33)                        X = ΨHt » m , X0, P0L = P0ÅÅÅÅÅÅÅ
m

t + m X0,   

όπου                                       

(2. 34)                          m :=m1 + m2,      X0 := m1  x 10+m2  x 20ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

.   

Αυτό  σηµαίνει  ότι  το  κέντρο  µάζας  του  συστήµατος  8s1, s2<  κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα

V = P0 êm.  Για  ευκολία,  επιλέγουµε  τις  τιµές  P0 = 0,   X0 = 0  για  την  ολική  ορµή  και  την  αρχική

θέση του κέντρου µάζας, αντίστοιχα. Τότε η  εξίσωση (2. 30) γίνεται

(2. 35)                                            x 1 = -Hm2 êm1L x 2.   

Η  αντικατάσταση αυτής  της  έκφρασης  για  τη  x 1  στην  εξίσωση  κίνησης  του  σωµάτιου  s2  δίνει  το

ακόλουθο αποτέλεσµα:                               

(2. 36)                                                  m2 x
–

2 = -k AI1 + m2ÅÅÅÅÅÅÅ
m1

M x2 - LE.   
Αυτή η εξίσωση γράφεται και σαν     
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(2. 37)                        x
–

2 = -w2 x2 +
k LÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2

,     w ="############k mÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m1  m2

.   

Εύκολα εξακριβώνεται ότι η έκφραση

(2. 38)           x2 = f Ht »w, m1, m2, L, C1, C2 L = m1ÅÅÅÅÅÅÅ
m
 L + C1 sin Hw t L +C2 cos Hw tL,  

όπου  C1, C2 αυθαίρετες σταθερές αποτελεί λύση της εξ. (2. 37).   

Στο όριο Hm2 êm1L Ø 0, η (2. 38) γίνεται

(2. 39)  x2 = ΦHt »w0, m2, L, C1, C2 L = L + C1 sin Hw0 t L + C2 cos Hw0 tL,  w0 =
è!!!!!!!!!!!!

k êm2 ,

ενώ από την  (2.35)  συνάγεται ότι x1 = 0.  

Από την (2. 38) έπεται ότι

(2. 40)                  x20 := f H0 »w, m1, m2, L, C1, C2 L = m1ÅÅÅÅÅÅÅ
m
 L +C2   

(2. 41)                  u20 := f
ÿ H0 »w, m1, m2, L, C1, C2 L = wC1.

Συνακόλουθα,  οι  εξισώσεις  που  περιγράφουν  την  κίνηση  των  σωµατίων  s1  και   s2  µπορούν  να

γραφτούν  στην ακόλουθη µορφή που δείχνει καθαρά το πως υπεισέρχονται οι αρχικές τους θέσεις

και ταχύτητες.                       

(2. 42)                      x2 =
m1ÅÅÅÅÅÅÅ
m
 L@1 - cos Hw tLD + u20ÅÅÅÅÅÅÅÅ

w
 sin Hw t L + x20 cos Hw tL,   

(2.43)                       x1 = - m2ÅÅÅÅÅÅÅ
m
 L@1 - cos Hw tLD + u10ÅÅÅÅÅÅÅÅ

w
 sin Hw t L + x10 cos Hw tL,             

(2.44)                       u10 = -Hm2 êm1L u20,    x10 = -Hm2 êm1L x20.   

Στα επόµενα τρία σχήµατα δείχνουµε αντιπροσωπευτικά τµήµατα των κοσµικών καµπυλών

των    s1, s2,  όταν L = 20 cm, k = 4 dynes ê cm, u20 = 0, x20 = 12 cm και

(i)  m1 = m2 = 2 gr,  x20 = 12 cm,

(ii)  m1 = 4 gr, m2 = 2 gr, x20 = 16 cm,

(iii)  m1 = 16 gr, m2 = 2 gr,  x20 = 20 cm, 

αντίστοιχα.  Από  αυτά  τα  σχήµατα  φαίνεται  καθαρά  ότι,  καθώς  ο  λόγος   m1 êm2  µεγαλώνει,  το

πλάτος των ταλαντώσεων του  s1  όλο  και  µικραίνει.  Στο  όριο    m1 êm2 Ø¶,  το  σωµάτιο  s1  µένει

ακίνητο και µόνο το s2  ταλαντώνεται. Αυτή η οριακή κατάσταση αντιστοιχεί στη λύση (2. 39) και,

από φυσική άποψη στο πιο πάνω παράδειγµα του αρµονικού ταλαντωτή. Εδώ, τον ρόλο του τοίχου

τον παίζει το ... υπέρβαρο σωµάτιο s1.              
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Παράδειγµα                                                

Περνάµε πλέον στη µελέτη της εξίσωσης κίνησης ενός συστήµατος σωµατίων στις τρείς διαστάσεις

- ενός συστήµατος µε ξεχωριστό ενδιαφέρον τόσο από την άποψη της ιστορίας της φυσικής όσο και

από  την  άποψη  των  σύγρονων  εφαρµογών.  Αναφερόµαστε  στο  παράδειγµα  δύο  σωµατίων  που

κινούνται υπό την επίδραση την αµοιβαίας βαρυτικής του έλξης, µόνο.

Αν,  λοιπόν,  r
z

1 = Hx1, y1, z1L  και   r
z

2 = Hx2, y2, z2L  είναι  τα  διανύσµατα  θέσης  των

σωµατίων  s1και  s2,  αντίστοιχα,  τότε,  σύµφωνα  µε  όσα  εκθέσαµε  παραπάνω,  η  κίνηση  του

συστήµατατος 8s1, s2< καθορίζεται από τις εξισώσεις  

(2. 45)                                  m1 r
z

1

≥
= F

z

12 = -G m1 m2 
r
z

1-r
z

2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz1 -r
z

2 …3    

(2. 46)                                  m2 r
z

2

≥
= F

z

21 = -G m1 m2 
r
z

2-r
z

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz1 -r
z

2 …3    

Από αυτές αµέσως έπεται ότι

(2. 47)                                             m1 r
z

1

≥
+m2 r

z

2

≥
= 0.   

Συνεπώς,    

(2. 48)                                            m1 r
z

1

£
+ m2 r

z

2

£
= P

z

0,  

και άρα                                                     

(2. 49)                                          m1 r
z

1 + m2 r
z

2 = P
z

0 t + C
z

,    

όπου  P
z

0 , C
z

 αυθαίρετα (σταθερά) διανύσµατα. 

´Οπως και στο µονοδιάστατο παράδειγµα,  το διάνυσµα

(2. 50)                                       P
z

:= m1 r
z

1

£
+ m2 r

z

2

£
     

παριστάνει την ολική ορµή και το                                                

(2. 51)                                       R
z

:= m1  r
z

1+m2  r
z

2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m1+m2

     

τη θέση του κέντρου µάζας του  συστήµατος  8s1, s2<. Aπό την (2. 49) συνάγεται ότι  η ολική ορµή

είναι  σταθερή  και  ίση  µε   P
z

0   κι  ότι  το  κέντρο  µάζας  του  συστήµατος  κινείται  ευθύγραµµα  µε

σταθερή ταχύτητα 

(2. 52)                           V
z

= P
z

0ÅÅÅÅÅÅÅ
M

,          M := m1 + m2,  

αφού η παραπάνω εξίσωση γράφεται σαν

(2. 53)                                             R
z

= P
z

0ÅÅÅÅÅÅÅ
M
 t + R

z

0.  
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Για  να  διευκολύνουµε  την  παραπέρα  ανάλυση  του  προβλήµατος,  µπορούµε  και  πάλι  να

επιλέξουµε  τις  τιµές  P
z

0 = 0,   R
z

0 = 0 για  την  ολική  ορµή  και  την  αρχική  θέση  του  κέντρου  µάζας,

αντίστοιχα. Τότε η  εξ  (2. 49) γίνεται

(2. 54)                                            r
z

1 = -Hm2 êm1L rz2.  

Η αντικατάσταση αυτής της έκφρασης για το διάνυσµα θέσης r
z

1  του s1  στην εξίσωση κίνησης του

σωµάτιου s2 δίνει το ακόλουθο αποτέλεσµα:  

(2. 55)                       m2 r
z

2

≥
= -G m1 m2 

@1+Hm2êm1LD rz2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…@1+Hm2êm1LD rz2…3
Αυτή γράφεται και σαν                                              

(2. 56)                           m2 r
z

2

≥
= -G m2 m 

r
z

2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz2…3 ,        m := m1
3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
M2    

Για  ν’  απλοποιήσουµε  τη  γραφή  των  εξισώσεων  που  ακολουθούν  ,  θέτουµε  r
z

2 ª r
z
,  m2 ª m,

G m ª k, οπότε η εξίσωση κίνησης του s2 γίνεται 

(2. 57)                                         r
z≥

= -k r
z

ÅÅÅÅÅÅÅÅ…rz…3  ,   

Αναλυτικότερα,     

(2. 58)           x ≥ = -k xÅÅÅÅÅÅ
r3 ,     y ≥ = -k yÅÅÅÅÅÅ

r3 ,     z ≥ = -k zÅÅÅÅÅÅ
r3 ,       r :=

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 .  

Aπό τις δυο πρώτες απ’  αυτές τις εξισώσεις αµέσως έπεται ότι

(2. 59)                              y x ≥ - x y ≥ = Hy x £ - x y £L£ = 0.  

Συνεπώς, y x £ - x y £ =σταθ. κι αυτό µας επιτρέπει να γράψουµε

(2. 60)                                   Lz := mHy x £ - x y £L = L3,   

όπου  L3 αυθαίρετη σταθερή.

Με ανάλογο τρόπο, ο συνδυασµός  της  δεύτερης µε την τρίτη και της τρίτης µε την πρώτη

των εξισώσεων (2. 58) δίνει

(2. 61)                                    Lx := mHy z£ - z y £ L = L1,  

και

(2. 62)                                    Ly := mHz x £ - x z £ L = L2     

αντίστοιχα, όπου L1, L2 τυχαίες σταθερές.

Το διάνυσµα 

(2. 63)                                 L
z

ª HLx, Ly, LzL := r
z
ä p

z
,                                     
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r
z
ä p

z
 το  εξωτερικό  γινόµενο  των  διανυσµάτων  r

z
 και   p

z
:= m u

z
,   ονοµάζεται  στροφορµή  του

σωµάτιου µάζας µ και ταχύτητας u
z

  ( και άρα ορµής m u
z
)  ως προς την αρχή των αξόνων x- y- z.

Συνακόλουθα,  τα  προηγούµενα  αποτελέσµατα  µπορούν  να  αναδιατυπωθούν  λέγοντας  ότι  η

στροφορµή του σωµάτιου ως προς την αρχή των αξόνων διατηρείται (µένει σταθερή).   

Αφού,  τώρα,  το  διάνυσµα   L
z

 δε  µεταβάλλεται,  το  ίδιο  θα  ισχύει  και  για  το  επίπεδο  που

ορίζουν  τα  διανύσµατα   r
z
kai p

z
.  Κι  αυτό  γιατί  από  τον  ορισµό,   L

z

:= r
z
ä p

z
,   του  L

z

 έπεται  ότι

r
z
ÿL
z

= 0,    p
z
ÿL
z

= 0.   Αυτό  σηµαίνει  ότι  η  κίνηση  του  σωµάτιου  s2  περιορίζεται  σε  ένα  επίπεδο.

Χωρίς να µειώσουµε τη γενικότητα των αποτελεσµάτων µας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι αυτό το

επίπεδο  ταυτίζεται  µε  το  επίπεδο  x- y.  Ισοδύναµα,  µπορούµε  να  εισαγάγουµε  ένα  καινούργιο

σύστηµα  Καρτεσιανών  αξόνων  του  οποίου  το  επίπεδο  x- y  (z = 0)  να  ταυτιζεται  µε  το  επίπεδο

µέσα στο οποίο κινείται το δοσµένο σωµάτιο.  

Με τον περιορισµό z = 0 οι εξισώσεις κίνησης γίνονται

(2. 64)                             x ≥ = -k xÅÅÅÅÅÅ
r3 , y ≥ = -k yÅÅÅÅÅÅ

r3 ,   , r :=
è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2    

Από αυτές έπεται ότι

(2. 65)                                    x £ x ≥ + y £ y £ = -k 1ÅÅÅÅÅÅ
r3  Hx x £ + y y £L.       

Ισοδύναµα,    

(2. 66)                       1ÅÅÅÅ
2
@Hx £L2 + Hy £L2D£ = -k 1ÅÅÅÅÅÅ

r3  
1ÅÅÅÅ
2
 Hx2 + y 2L£ ª -k r £

ÅÅÅÅÅÅ
r2 .   

Συνεπώς,  

(2. 67)                                          1ÅÅÅÅ
2
@Hx £L2 + Hy £L2D£=  k 1ÅÅÅÅ

r
+σταθ. 

Πολλαπλασιάζοντας αυτή τη σχέση µε m καταλήγουµε στην έκφραση

(2. 68)                         1ÅÅÅÅ
2
 m … uz …2 -k m 1ÅÅÅÅ

r
= E = staq.,         u

z
:= Hx £, y £L.                    

Oι ποσότητες 

(2. 69)                              T := 1ÅÅÅÅ
2
 m … uz …2,       V := -k m 1ÅÅÅÅ

r
,                                      

ονοµάζονται κινητική και δυναµική ενέργεια του σωµάτιου, αντίστοιχα.

´Ετσι, η εξίσωση (2. 68) µπορεί να γραφτεί σαν 

(2. 70)                                            T + V = E                                                      

και εκφράζει τη διατήρηση της ολικής ενέργειας του σωµάτιου s2. 

H  παραπέρα  ανάλυση  του  προβλήµατος  διευκολύνεται  µε  την  εισαγωγή  των  πολικών

συντεταγµένων Hr, jL, µέσω των εξισώσεων

(2. 71)                                      x = r cos j,        y = r sin j.  

Γιατί τότε
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(2. 72)                    x £ = r £ cos j - r j£ sin j,         y £ = r £ sin j + r j£ cos j,                    

κι έτσι                                

(2. 73)                            … uz …2 ª Hx £L2 + Hy £L2 = Hr £ L2 + r 2 Hj£L2.      

(2. 74)                                               x y £ - y x £ = r 2 j£.                                           

´Αρα οι εξισώσεις (2. 60) και (2. 68) γίνονται

(2. 75)                                    Lz := m r 2 j£ = L ª L3                                          

και                                          

(2. 76)                          1ÅÅÅÅ
2
 m@Hr £ L2 + r 2 Hj£L2D - k m 1ÅÅÅÅ

r
= E                           

αντίστοιχα.                          

H αντικατάσταση της πρώτης στη δεύτερη δίνει

(2. 77)                            1ÅÅÅÅ
2
 mHr £L2 + L2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m r 2 - k m 1ÅÅÅÅ

r
= E.                               

Λύνοντας ως  προς   r £  βρίσκουµε ότι                            

(2. 78)                     r £ = ≤"################################################
2 m E + 2 k m2 1ÅÅÅÅ

r
- L2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r 2  .                                   

Mε  τη  βοήθεια  πινάκων  για  ολοκληρώµατα,  αυτή  η  διαφορική  εξίσωση  πρώτης  τάξης  λύνεται

εύκολα  και  δίνει  τη  στιγµιαία  απόσταση  του  σωµάτιου  s2  από  την  αρχή  των  αξόνων x- y  στη

µορφή  r = f Ht » m, L, E, r0L.  H  αντικατάσταση  της  τελευταίας  έκφρασης  στην  (2.  75)  οδηγεί  σε

µια  διαφορική  εξίσωση  που  η  λύση  της,  στη  µορφή  j = gHt » m, L, E, r0, j0L,  δίνει  τη  στιγµιαία

γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα θέσης, r
z
= Hx, yL, µε τον άξονα x.

Ωστόσο, στο βαθµό που µας ενδιαφέρει µόνο η τροχιά του s2, µπορούµε να εργαστούµε µ’

ένα  διαφορτικό  τρόπο.   Aν  υποθέσουµε  ότι  L ∫ 0,  τότε  και   j£ ∫ 0.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  η  j = gHtL
µπορεί  να  λυθεί  ως  προς  την  παράµετρο  t,  στη  µορφή  t = hHjL.  Η  αντικατάσταση  της  τελευταίας

στην r = f HtL οδηγεί στην r = ΦHjL = f HhHjLL. Συνακόλουθα,

(2. 79)            r° := Φ£HjL = f £ HhHjLL h £ HjL = f £ HhHjLL @1 ê f £ Hh HjLLD ª r £ êj £               

Ας εισαγάγουµε και τη συνάρτηση 

(2. 80)                                            u := r-1 ª 1 êΦHjL.                                                
Από την προηγούµενη σχέση έπεται ότι

(2. 81)             u
°

:= -r-2 r° = -r-2 r£ êj £ = -r-2 r £ ê HL êm r2L = -m r £ êL.    

H αντικατάσταση της τελευταίας στην (2. 77) µετατρέπει αυτή τη διαφορική εξίσωση στην

(2. 82)                                   L2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

 Hu° L2 + L2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

 u2 - k m u = E.                                      

Παραγωγίζοντας αυτήν ως προς j, καταλήγουµε στη διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

16 Ch_3.nb



(2. 83)                                             u
– + u- k m2

ÅÅÅÅÅÅÅ
L2 = 0.                                                 

Aν θέσουµε 

(2. 84)                                            U := u - k m2

ÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,                                               

η παραπάνω διαφορική εξίσωση  θα πάρει την οικεία µορφή.

(2. 85)                                                U
–
+ U = 0.                                                      

Η λύση της τελευταίας µπορεί να γραφτεί  σαν U = A cos Hj - j0L , οπότε
(2. 86)                                   r = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

k HmêLL2+A cos Hj-j0L .                                             

Σηµείωση (Κυριακή, 05-11-2006):                                                   

Σηµειώστε  ότι   U
°
= -A sin Hj - j0L  και άρα  U

°
= 0 όταν    j = j0  ή j = j0 + p.   Από την

άλλη µεριά    U
°
= u

° = -m r £ êL    και  άρα  οι  τιµές  j0  και  j0 + p   της  γωνίας    j  αντιστοιχούν στις

χρονικές στιγµές κατά τις οποίες η “ακτινική  ταχύτητα”,  r £, του σωµάτιου µηδενίζεται.    

Σύµφωνα µε την (2. 86),  όταν  j = j0,  το σωµάτιο s2  βρίσκεται σε απόσταση r0  από την

αρχή των αξόνων, όπου  

(2. 87)                                           r0 =
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

k HmêLL2+A
.    

Απ’  αυτή τη σχέση έπεται ότι

(2. 88)                                          A = 1ÅÅÅÅÅÅ
r0
- k m2

ÅÅÅÅÅÅÅ
L2                                      

και άρα η (2. 86) µπορεί να γραφτεί σαν                                                  

(2. 89)                                  r = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
k

m2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 +I 1ÅÅÅÅÅÅr0

-k
m2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 M cos Hj-j0L .                              

Ισοδύναµα,                                      

(2. 90)                                           r = rÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ ¶ cos Hj-j0L  ,                                        

όπου

(2. 91)                                   r := L2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
k m2 ,       ¶ := rÅÅÅÅÅÅÅ

r0
- 1.                                   

                                                   

Χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας,  µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  ¶ ¥ 0,  αφού,  στην  αντίθετη

περίπτωση,  αρκεί  να  αντικαταστήσουµε  το  j0  από  το   j0 + p  για  να  καταλήξουµε  στα    ίδια.

Επιπλέον,  θέτουµε   j0 = 0,  για  ευκολία  στη  γραφή  των  εκφράσεων  που  προ-  κύπτουν  στην

παρακάτω ανάλυση, οπότε η (2. 90)  γίνεται

(2. 92)                                   r = ΦHj » r, ¶L = rÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ ¶ cos j
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Aυτή η  εξίσωση  περιγράφει  τις  καµπύλες  του  επίπεδου x - y  που είναι γνωστές  ως  κωνικές  τοµές.

Πιο συγκεκριµένα, ανάλογα µε τις τιµές της παραµέτρου ¶, διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:

(i) ¶ = 0.  Τότε r = r, πράγµα που σηµαίνει ότι το σωµάτιο κινείται σε κύκλο ακτίνας r µε κέντρο

την αρχή των αξόνων x - y.

-6 -4 -2 2 4 6
x

-6

-4

-2

2

4

6

y

Σχ. 2.5

(ii)  0  ¶  1.  Η  τροχιά  του  σωµάτιου  είναι  η  κλειστή  καµπύλη  που  ονοµάζουµε  έλλειψη.  Η

παράµετρος  ¶  ορίζει  την  εκκεντρότητα  της  έλλειψης,  µια  από  τις  εστίες  της  οποίας  ταυτίζεται  µε

την  αρχή  των  αξόνων.  Η  απόσταση  του  σωµάτιου  από  το  “ελκτικό  κέντρο”  είναι  ελάχιστη  όταν

j = 0.  Τότε  r = rmin = r ê H1+ ¶L.  Η  απόσταση  µεγιστοποιείται  στο  αντίθετο  σηµείο  όπου  j = p,

οπότε r = rmax = r ê H1 - ¶L.
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(iii)  ¶ = 1.  Η  τροχιά  που  διαγράφει  το  σωµάτιο  είναι  η  ανοιχτή  καµπύλη  που  ονοµάζουµε

παραβολή. Η απόστασή του από την αρχή των αξόνων έχει µόνο ελάχιστη τιµή, την rmin = r ê 2.
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Σχ. 2.7
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(iv)  ¶ > 1. Ισχύουν τα ίδια µε την προηγούµενη περίπτωση, µε τη διαφορά ότι  rmin = r ê H1 + ¶L και
η καµπύλη λέγεται υπερβολή.     
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Σχ. 2.8
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4. Σχετικότητα των Γαλιλαίου-Νεύτωνα

Είναι πλέον καιρός να µελετήσουµε τη σχέση που τυχόν υπάρχει ανάµεσα στις περιγραφές φυσικών

γεγονότων  και  κινούµενων  σωµάτων  που  δίνουν  δύο  διαφορετικά  συστήµατα  αναφοράς.  Για

ευκολία, θα ξεκινήσουµε τη µελέτη µας µε την περίπτωση όπου τα πάντα λαβαίνουν χώρα πάνω σε

µιαν  ευθεία  γραµµή.  Συνακόλουθα,  µπορούµε  να  θεωρούµε  και  τα  εµπλεκόµενα  συστήµατα

αναφοράς  ως  µονοδιάστατα,  οπότε  η  θέση  των  γεγονότων  και  των  σωµατίων  προσδιορίζεται  από

µία µόνο χωρική συντεταγµένη.  

4. 1 Σύνδεση  συστηµάτων αναφοράς

Ας  υποθέσουµε,  λοιπόν,  ότι  τα  σωµάτια  s1  και   s2,  ακινητούν  στα  σηµεία  x = 0  και  x = L,

αντίστοιχα,  του  άξονα  x  ενός  συστήµατος  αναφοράς  (ΣΑ)  Σ.  Tα   s1  και   s2  θα  µπορούσαν  να

ταυτιστούν µε τα άκρα µιας ράβδου µήκους L που καταλαµβάνει το διάστηµα 0 § x § L του άξονα

x.

Θεωρούµε,  τώρα,  δύο  άλλα  σωµάτια,  τα  s1
£  και   s2

£,  που  κινούνται  µε  σταθερή  ταχύτητα

V > 0  ως  προς  το  Σ  και  που  τη  στιγµη  t = 0  βρίσκονται  δίπλα  στα    s1  και   s2,  αντίστοιχα.  Στο

επόµενο  σχήµα  δείχµουµε  τις  κοσµικές  γραµµές  της  παραπάνω  τετράδας  σωµατίων  για  κάποιο

χρονικό διάστηµα 0 § t § T . 

xHcmL

t HsecL

σ1 σ2 σ1
′ σ2

′

0 L

Σχ. 1.1

Είναι φανερό ότι, τη χρονική  στιγµή t, το s1
£  θα βρίσκεται στο σηµείο  x = V t, ενώ το s2

£

θα βρίσκεται στο σηµείο x = L + V t. ´Αρα, η µεταξύ τους απόσταση θα είναι L, όση δηλαδή και τη

στιγµή t = 0. Αφού αυτό ισχύει για κάθε t, έπεται ότι, για το ΣΑ Σ, τα σωµάτια s1
£, s2

£   µπορεί να

θεωρηθούν ως τα άκρα ενός µονοδιάστατου σώµατος µήκους L. 



Θα  υποθέσουµε  ότι  αυτό  το  σώµα  ορίζει  τον  άξονα  x£  ενός  συστήµατος  αναφοράς  Σ£.  Για

εποπτεία,  µπορούµε  να  ταυτίζουµε  το  Σ£  µ’  ένα  αυτοκίνητο,  πλοίο,  αεροπλάνο  ή  το  βαγόνι  ενός

τραίνου και τον άξονα x£ µε τη µεγάλη διάσταση (µήκος) αυτού του µεταφορικού µέσου.

Χωρίς  να  µειώνεται  η  γενικότητα  της  ανάλυσής  µας,  µπορούµε  να  θεωρήσουµε  ότι  το  s1
£

βρίσκεται  συνεχώς  στο σηµείο  x£ = 0 του  άξονα  x£  και  πως το  ρολόι  του  Σ£  δείχνει t£ = 0, όταν  το

s1
£  βρίσκεται δίπλα στο s1. Ας ονοµάσουµε αυτό το γεγονός (της συνεύρεσης των s1  και s1

£) g0.

Τότε οι χωροχρονικές συντεταγµένες του, ως προς τα ΣΑ Σ και Σ£, αντίστοιχα, είναι Hx0, t0L=(0, 0)

και Hx0
£, t0

£L=(0, 0).

Θεωρούµε, στη συνέχεια, το ζευγάρι των γεγονότων:

                  g1 = συνάντηση του s2
£ µε το s2 τη στιγµή t = 0, 

                  g2 = συνάντηση  του s1
£ µε το s2 κάποια τη στιγµή αργότερα. 

Προφανώς,  οι  συντεταγµένες  αυτών  των  γεγονότων  ως  προς  το  Σ  είναι  Hx1, t1L = HL, 0L  και

Hx2, t2L=HL, L êV L, αντίστοιχα. 

Αν θεωρήσουµε το ίδιο προφανές ότι οι συντεταγµένες των γεγονότων g1  και g2  ως προς το

ΣΑ Σ£ είναι Hx1
£, t1

£L = HL, 0L και Hx2
£, t2

£L=H0, L êV L, αντίστοιχα, τότε µπορούµε να συµπεράνουµε

το εξής. Σύµφωνα  µε το Σ£, το σωµάτιο s2  µετακινήθηκε από τη θέση x1
£ = L, όπου βρισκόταν τη

στιγµή t1
£ = 0, στη θέση x2

£ = 0, όπου έφτασε στιγµή t2
£ = L êV . ´Αρα η ταχύτητα του  s2  ως  προς

το ΣΑ Σ£ είναι  ίση µε 

                                                  x2
£-x1

£

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
t2
£-t1

£ = 0-LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
LêV = -V .

Aυτό το συµπέρασµα είναι πολύ εύλογο από φυσική άποψη. Τα σωµάτια s1
£, s2

£  κινούνται µε την

ίδια  ταχύτητα  V  ως  προς  το  ΣΑ  Σ  και,  ουσιαστικά,  ορίζουν  το  ΣΑ  Σ£.  ´Αρα,  το  σωµάτιο  s2  που

είναι  ακίνητο  στο   ΣΑ  Σ  θα  πρέπει  να  κινείται  µε  την  ίδια  σε  µέτρο  ταχύτητα,  V ,   αλλά  προς  την

αντίθετη κατεύθυνση,   ως προς το ΣΑ Σ£. 

Mε  βάση  το  επόµενο  σχήµα,  εύκολα  διαπιστώνουµε  ότι  το  ίδιο  ισχύει  και  για  το  σωµάτιο

s1,  άρα  και  για  το  ΣΑ  Σ   συνολικά,  αφού  το  τελευταίο  ορίζεται  από  το  ζευγάρι  {s1, s2 }.  Πιο

συγκεκριµένα,  κάποια  στιγµή  πρίν  από  την  t = 0,   ακριβέστερα  όταν  t = -L êV ,   το  σωµάτιο  s2
£

περνάει δίπλα από το s1. ´Οταν πλέον t = 0,  δίπλα από το s1  περνάει το s1
£. ´Αρα, ως προς το ΣΑ

Σ£,  το  σωµάτιο  s1  κινήθηκε  από  τη  θέση  όπου  βρίσκεται  το  s2
£  προς  τη  θέση  του  s1

£.   Αφού  η

απόσταση  ανάµεσα  σ’  αυτές  τις  δυο  θέσεις  είναι  L,  αµέσως  συνάγεται  ότι  η  ταχύτητα  του  s1  ως

προς το ΣΑ Σ£ είναι  -V .
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Aν  εξετάσουµε  προσεκτικά  τα  επιχειρήµατα  που  αναπτύξαµε  λίγο  παραπάνω,  θα

διαπιστώσουµε αµέσως ότι  βασίζονται στην ακόλουθυ υπόθεση:  

Αν το ΣΑ Σ£ κινείται µε ταχύτητα V  ως προς το ΣΑ Σ, τότε

(α) Η χρονική συντεταγµένη οποιουδήποτε γεγονότος, g,  είναι ίδια στα δύο  ΣΑ Σ και Σ£. Με άλλα

λόγια, για κάθε g,   t £ HgL = t HgL.
(β) Η χωρική συντεταγµένη, x £ HgL, του τυχαίου γεγονότος, g, ως προς το ΣΑ Σ£  προκύπτει, αν από

τη χωρική συντεταγµένη του ως προς το ΣΑ Σ, x HgL,  αφαιρέσουµε τη χωρική συντεγµένη, V t,  του

σωµάτιου  που  ορίζει  την  αρχή  του  άξονα  x£  του   ΣΑ  Σ£.  Με  άλλα  λόγια,  για  κάθε  g,

x £ HgL = xHgL- V t.

Παραλείποντας  την  ένδειξη  g  για  ευκολία,  γράφουµε  τις  δυο  παραπάνω  σχέσεις  µαζί  στη

µορφή

(1. 1)                                            x£ = x- V t, t £ = t      

και σηµειώνουµε ότι ισχύουν για κάθε τιµή της ταχύτητας V , θετική ή αρνητική. 

Ας  υποθέσουµε  ότι  ένα  άλλο σωµάτιο,  το  s,  κινείται  µε  ταχύτητα u > V  ως  προς  το  ΣΑ  Σ

και πως τη στιγµή t = 0 βρίσκεται  στη θέση x = 0. Αυτό σηµαίνει ότι, τη στιγµή t = 0, τα s, s1 και

s1
£  βρίσκονται  το  ένα  δίπλα  στο  άλλο.  Tο  s  θα  συναντήσει  το  s2

£  κάποια  στιγµή  t4  που

προσδιορίζεται  από το  ότι,  εκείνη  τη  στιγµή  και  τα  δύο  αυτά  σωµάτια  βρίσκονται  στο  ίδιο  σηµείο

του άξονα x, ας πούµε στο x = x4. Με βάση τα δοσµένα για την κίνηση του s,  x4 = u t4.  Από την

άλλη,  η  κίνηση  του  s2
£  είναι  τέτοια  που  x4 = L + V t4.  Συνεπώς,  L + V t4 = u t4,  και  άρα

t4 = L ê Hu - V L. 
Με άλλα λόγια το γεγονός g4  της συνάντησης των σωµατίων s και s2

£  έχει συντεταγµένες

Hx4, t4L=H u L ê Hu - V L, L ê Hu - V L L,  ως  προς  το  ΣΑ  Σ.  Αντίθετα,  ως  προς  το  ΑΣ  Σ£,  οι

συντεταγµένες  του  είναι   Hx4
£, t4

£L=  HL, t4L=HL, L ê Hu - V L L,  αφού  στο  ΑΣ  Σ£  το  s2
£  βρίσκεται

συνεχώς στο σηµείο x4 ´ = L. 
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Σύµφωνα  λοιπόν  µε  το  ΣΑ  Σ£,  το   s2
£  διάνυσε  ένα  διάστηµα  µήκους   L  σε  χρονικό

διάστηµα  L ê Hu - V L.  Κατά  συνέπεια,  η  ταχύτητα  του  s2
£  ως  προς  το  ΑΣ  Σ£  είναι  ίση  µε

u£ = L ê @L ê Hu - V LD = u - V .

´Ολοι  µας  έχουµε  άµεση  εποπτεία  του  παραπάνω  αποτελέσµατος:  ´Αν  το  αυτοκίνητο  στο

οποίο επιβαίνουµε  κινείται µε  ταχύτητα V ,  ας  πούµε  µε  100km/h, και  αυτό που περνάει δίπλα µας

κινείται  µε  ταχύτητα  u,  ας  πούµε  µε  120km/h,   τότε  έχουµε  την  εντύπωση  ότι  η  ταχύτητα  του

δεύτερου  αυτοκίνητου  είναι  u£ = u - V ,  δηλαδή  20km/h  στο  συγκεκριµένο  παράδειγµα.  ´Οταν  η

ταχύτητα  του  άλλου  αυτοκίνητου  είναι  ίδια  µ’  εκείνου  στο  οποίο  επιβαίνουµε,  τότε  το  βλέπουµε

σαν ακίνητο.

Παράδειγµα

´Ενα  τραίνο  κινείται  µε  ταχύτητα  80km/h.  O  επιβάτης  Α  κάθεται  στη  θέση  του  και  διαβάζει

εφηµερίδα.  Ο  επιβάτης  Β  βαδίζει  προς  την  καντίνα  που  βρίσκεται  στο  µπροστινό  µέρος  του

τραίνου, ενώ ο Γ επιστρέφει κρατώντας µία φιάλη νερό. Αν οι δυο τελευταίοι βαδίζουν µε ταχύτητα

5km/h, να βρεθούν οι ταχύτητες των επιβατών Α, Β και Γ ως προς το έδαφος. 

Να βρεθεί, επίσης, η ταχύτητα µε την οποία οι τρεις  επιβάτες βλέπουν να κινούνται τα δέντρα που

τυχόν βρίσκονται πλάι στις γραµµές του τραίνου.

Λύση

Ονοµάζουµε  Σ  το  ΣΑ  του  εδάφους  και  Σ£  το  ΣΑ  του  τραίνου.  Αν  υποθέσουµε  ότι  η  θετική

κατεύθυνση των αντίστοιχων αξόνων x και x£  είναι αυτή προς την οποία κινείται το τραίνο, τότε η

ταχύτητα του Σ£ ως προς το Σ είναι V = 80km/h. 

H ταχύτητα του επιβάτη Α ως προς το Σ£ είναι uΑ
£ = 0. Συνεπώς, η ταχύτητά του ως προς το

ΣΑ  του  εδάφους  είναι  uΑ = uΑ
£ + V=80km/h. Ανάλογα,  uΒ

£ = 5km/h, οπότε  uΒ = uΒ
£ + V=85km/h,

και uΓ
£ = -5km/h, οπότε uΓ = uΓ

£ + V=75km/h.

Θεωρούµε,  τώρα,  καθέναν  από  του  επιβάτες   Α,  Β  και  Γ,  ως  ένα  σώµα  που  ορίζει  το  δικό

του  ΣΑ.   Ας  ονοµάσουµε,  λοιπόν,  τα  ΣΑ   των  επιβατών   ΣΑ
£,   ΣΒ

£  και  ΣΓ
£,  αντίστοιχα.  Από  τα

προηγούµενα   έπεται  ότι  οι  ταχύτητες  αυτών  των  ΣΑ  ως  προς  το  ΣΑ  του  εδάφους  είναι

VΑ =80km/h, VΒ =85km/h και VΓ =75km/h.

´Ενα  δέντρο  που  βρίσκεται  δίπλα  στις  γραµµές  του  τραίνου  είναι  ακίνητο  ως  προς  το  Σ.

´Αρα η  ταχύτητά του  είναι  u∆ = 0. Κατά συνέπεια,  ως   προς  το ΣΑ
£,  η  ταχύτητα του  δέντρου  είναι

u∆
£ = u∆ - VΑ = -80km/h.  H  ταχύτητά  του  ως  προς  το  ΣΒ

£  είναι  u∆
£ = u∆ - VΒ = -85km/h  και

εκείνη ως προς το ΣΓ
£ είναι u∆

£ = u∆ - VΓ = -75km/h.    

Η σχέση u£ = u - V  ανάµεσα στην ταχύτητα u  ενός  σωµάτιου  σ  ως  προς ένα ΣΑ Σ και την

ταχύτητα του  ίδιου  σωµάτιου  ως  προς ένα  δεύτερο  ΣΑ  Σ£  που  κινείται µε  σταθερή  ταχύτητα V  ως

προς  το  πρώτο  ισχύει  και  στη  γενικότερη  περίπτωση  που  η  u  δεν  είναι  σταθερή.  Αυτό  συνάγεται

αµέσως  από  τις  βασικές  σχέσεις  (1.1)  που  συνδέουν  τις  χωροχρονικές  συντεταγµένες  Hx, tL  και

Hx £, t £L ενός και του αυτού γεγονότος ως προς τα ΣΑ Σ και Σ£, αντίστοιχα.
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Για  να  το  διαπιστώσουµε,  ας  υποθέσουµε  ότι,  σύµφωνα  µε  το  Σ,  η  κίνηση  του  s
περιγράφεται  από  µια  σχέση  της  µορφής  x = f HtL,  όπου  f : ΙØ �  δοσµένη  οµαλή  συνάρτηση  µε

πεδίο ορισµού  το χρονικό διάστηµα Ι. Τότε η στιγµιαία ταχύτητα u του σ ως προς το ΣΑ Σ δίνεται

από  τη  σχέση  u = f
° HtL,  όπου  f

°
 η  παράγωγος  της  f .  Η  αντικατάσταση  της  x = f HtL  στη  σχέση

x£ = x- V t µας δίνει την

(1. 2)                                           x £ = gHtL ª f HtL - V t    

´Οµως, t£ = t . ´Αρα η τελευταία σχέση µπορεί να γραφεί σαν

(1. 3)                                         x£ = gHt £L ª f Ht £L - V t £  

και είναι πλέον η  εξίσωση που περιγράφει την κίνηση του s ως προς το ΣΑ Σ£. 

Κατά συνέπεια, η ταχύτητα του σ ως προς αυτό το ΣΑ δίνεται από τη σχέση 

(1. 4)                            u£ = g
° Ht £L = f

° Ht £L - V = f
° HtL - V .  

Iσοδύναµα,

(1. 5)                                            u £ Ht £L = uHt L - V  

Συνεχίζοντας στον ίδιο δρόµο, µπορούµε  τα βρούµε και την σχέση ανάµεσα στις στιγµιαίες

επιταχύνσεις  a  και  a£  του  s  ως  προς  τα  ΣΑ  Σ  και  Σ£,  αντίστοιχα.  Ας  θυµηθούµε  αρχικά  ότι,

σύµφωνα  µε  τον  ορισµό  της,   η   επιτάχυνση  του  s  ως  προς  το  ΣΑ  Σ   δίνεται  από  την  εξίσωση

a = f
– HtL.  Ανάλογα,  όταν  x£ = gHt £L,  τότε  η   επιτάχυνση  του  σ  ως  προς  το  ΣΑ  Σ£   δίνεται  από  την

εξίσωση a£ = g
– Ht £L.

Τώρα, από την εξ. (1. 4) αµέσως έπεται ότι

(1. 6)                                          g– Ht £L = f
– Ht £L = f

– Ht £L       
και άρα                                              

(1. 7)                                                     a £ Ht £L = a Ht L                         

4. 2 Xωροχρονικά διαγράµµατα

Θα  σταθούµε  για  λίγο  στις  σχέσεις  (1.  1)  για  να  δούµε  το  πώς  εκφράζονται  στο  επίπεδο  των

αντίστοιχων χωροχρονικών διαγραµµάτων και των κοσµικών γραµµών σωµατίων.

Αρχικά  θα  σηµειώσουµε  ότι  η  περιγραφή  των  γεγονότων  και  κινήσεων  γίνεται  αυτόνοµα

από  κάθε  ΣΑ  ξεχωριστά.  Συνεπώς,  για  τα  ίδια  γεγονότα  και  κινούµενα  σωµάτια  µπορούµε  να

κατασκευάσουµε  άπειρα  χωροχρονικά  διαγράµµατα.  Κάθε  φορά,  όµως,  περιοριζόµαστε  σ’  ένα

αντιπροσωπευτικό  ζευγάρι  ΣΑ  που  αυθαίρετα  ονοµάζουµε  γ.π.  Σ  και  Σ£  και  που,  στην  περίπτωση

που µελετάµε τώρα, το ένα κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς το άλλο.

Για να γίνουµε πιο σαφείς, ας υποθέσουµε ότι το ΣΑ Σ£ κινείται µε ταχύτητα 2 cm ê sec κατά

µήκος  και  προς  τη  θετική  κατεύθυνση  του  άξονα  x  του  ΣΑ  Σ.  Υποθέτουµε  ότι  οι  χωροχρονικές
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συντεταγµένες  του  τυχαίου  γεγονότος g  ως  προς  τα Σ  και Σ£  αντίστοιχα συνδέονται µε  τις  σχέσεις

(1. 1) που στην προκείµενη περίπτωση γίνονται

(2. 1)                                        x £ = x- 2 t,     , t £ = t .                                        

Ας  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι  το  γεγονός  g1  λαβαίνει  χώρα   τη  στιγµή  t1 = 3 sec  στο  σηµείο

x1 = 10 cm,  σύµφωνα  µε  το  ΣΑ  Σ.  Από  τις  σχέσεις  (2.  1) έπεται  ότι  το  ίδιο  γεγονός  συµβαίνει  τη

στιγµή t1
£ = 3 sec στο σηµείο x1

£ = 4 cm, σύµφωνα µε το ΣΑ Σ£. 

Ας  δούµε  τι  γίνεται  και  µε  την  κοσµική  γραµµή  ενός  σωµάτιου  s  που,  κατά  το  χρονικό

διάτηµα  0 § t § 6 sec,  κινείται  σύµφωνα  µε  την  εξίσωση  x = 6 + 4 t,  ως  προς  το  το  ΣΑ  Σ.  Αυτό

σηµαίνει ότι, ως προς το το ΣΑ Σ£, το σ κινείται σύµφωνα µε την εξίσωση x £ = 6 + 2 t£.   

Στα  αντίστοιχα  χωροχρονικά  διαγράµµατα  το  γεγονός  g1  και  η  κοσµική  γραµµή  του  s  θα

εµφανίζονται ως εξής.

5 10 15 20 25 30
xHcmL

1

2

3

4

5

6

tHsecL

γ1

σ

Σχ. 2.1

5 10 15 20 25 30
x′HcmL

1

2

3

4

5

6

t′HsecL

γ1

σ

Σχ. 2.2

Αν θέλουµε, µπορούµε  να βλέπουµε την εικόνα που δίνει το ΣΑ Σ£, χρησιµοποιώντας µόνο

το  χωροχρονικό  διάγραµµα  που  κατασκευάζεται  µε  βάση  την  περιγραφή  του  Σ.  Και  αντίστροφα.
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Κάτι  τέτοιο  απαιτεί  να  δείχνουµε  στο  διάγραµµα  του  Σ  και  τους  άξονες  του  Σ£,  ή  στο  διάγραµµα

του Σ£ τους άξονες του Σ. Αυτό όµως είναι απλό.

Πιο  συγκεκριµένα,  στο  διάγραµµα  του  Σ£,  ο  άξονας  x £  αποτελείται  από  τα  σηµεία  όπου

t£ = 0.  Αλλά  από  τη  σχέση  t£ = t  έπεται  ότι  αυτά  τα  σηµεία  αντιστοιχούν  σ’  εκείνα  µε  t = 0 στο

ΣΑ Σ, δηλαδή µε τον άξονα x.

Ανάλογα,  ο  άξονας  t £  στο  διάγραµµα  του  Σ£  αποτελείται  από  τα  σηµεία  όπου  x £ = 0.

Σύµφωνα  µε  τη  σχέση  x £ = x - V t,  αυτά  τα  σηµεία  αντιστοιχούν  στα  σηµεία  x = V t  του

διαγράµµατος  x- t.  Με  άλλα λόγια  ο  άξονας   t £  του  διαγράµµατος  x£ - t£  αντιστοιχεί  στην  ευθεία

x = V t του διαγράµµατος x- t.

Οι  σχέσεις  x £ = x - V t,  t£ = t  εκφράζουν  τις  συντεταγµένες  Hx £, t £L  ως  συναρτήσεις  των

Hx , tL  (και  της  παραµέτρου  V ).  Mπορούν  εύκολα  να  “αντιστραφούν”,  δηλαδή  να  γραφτούν  στη

µορφή   x = x £ + V t £,    t = t £,  έτσι  που  να   εκφράζουν  τις  συντεταγµένες  Hx , t L  ως  συναρτήσεις

των  Hx £, t £L.  Με  βάση  αυτές  τις  εκφράσεις,  συνάγουµε  αµέσως  το  ακόλουθο  συµπέρασµα.  Ο

άξονας  x  του  διαγράµµατος  x- t,  δηλαδή  τα  σηµεία  όπου  t = 0,  αντιστοιχεί  στον  άξονα  x £  του

διαγράµµατος  x£ - t£.  Ανάλογα,  ο  άξονας  t  του  διαγράµµατος  x- t,  δηλαδή  τα  σηµεία  όπου  x = 0,

αντιστοιχεί στην  ευθεία x £ = -V t £ του διαγράµµατος x£ - t£. 

Τα  συµπεράσµατα  της  πιο  πάνω  ανάλυσης  διευκρινίζονται  από  το  ακόλουθο  ζευγάρι

διαγραµµάτων που κατασκευάστηκαν µε την υπόθεση ότι V > 0.

x, x′

t

γ1

t′

Σχ. 2.3
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Σχ. 2.5

∆ουλεύοντας  µόνο  µε  το  διάγραµµα  x - t  στο  οποίο  έχουµε  χαράξει  και  τα  σηµεία  στα

οποία  αντιστοιχούν  οι  άξονες  x£  και   t£,   µπορούµε  αµέσως  να  καταλήξουµε  σε,  ποιοτικά

τουλάχιστον, συµπεράσµατα για την εικόνα που δίνει το ΣΑ Σ£ για γεγονότα και κινήσεις σωµάτων,

όταν είναι γνωστή η εικόνα στο σύστηµα Σ. Ας γυρίσουµε στο παράδειγµα που ήδη µελετήσαµε.

Το  ΣΑ Σ£  κινείται  µε  ταχύτητα V = 2 cm ê sec ως  προς το  ΣΑ Σ.  Σύµφωνα  µε  το ΣΑ  Σ,  το

γεγονός  g1  λαβαίνει  χώρα   τη  στιγµή  t1 = 3 sec  στο  σηµείο  x1 = 10 cm.  Αυτές  οι  τιµές

προσδιορίζουν  τη  θέση  του   g1  στο  διάγραµµα    x - t  ,  σύµφωνα  µε  τη  διαδικασία  που  έχουµε

περιγράψει  σε  προηγούµενο  κεφάλαιο:  Από   το  σηµείο  x1  του  άξονα  x  φέρνουµε  παράλληλη προς

τον άξονα t. Από το σηµείο t1  του άξονα t φέρνουµε παράλληλη προς τον άξονα x. H τοµής της µε

την προηγούµενη προσδιορίζει το σηµείο g1. 

´Εχοντας  προσδιορίσει  το  σηµείο  Hx1, t1 L  στο  διάγραµµα  x - t   µε  τον  παραπάνω  τρόπο,

βρίσκουµε  τις  συντεταγµένες  Hx1
£, t1

£L  µε  την  αντίστροφοη  διαδικασία.  Από  το  σηµείο  Hx1, t1 L
φέρνουµε  παράλληλη  προς  τον  άξονα  t£.  Το  σηµείο  στο  οποίο  τέµνει  τον  άξονα  x£,  που  στην

περίπτωσή  µας  ταυτίζεται  µε  τον  άξονα  x,  καθορίζει  τη  συντεταγµένη  x1
£.   Από  το  ίδιο  σηµείο

Hx1, t1 L  φέρνουµε  παράλληλη  προς  τον  άξονα  x£.  Το  σηµείο  στο  οποίο  τέµνει  τον  άξονα  t£

καθορίζει τη συντεταγµένη t1
£.
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Σχ. 2.6

Θα πρέπει να τονιστεί ότι από το διάγραµµα µπορούµε  να προσδιορίσουµε αµέσως και την

ορθή τιµή της συντεταγµένης x1
£, όχι όµως και της  t1

£.  Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι άξονες

x και x£  συµπίπτουν ως προς την αρχή και την κλίµακά τους. Αντίθετα, ο άξονας t £  στο διάγραµµα

x- t  δεν  έχει  την  ίδια  κλίµακα  µε  τον  t.  Αυτό  συνάγεται  από  το  ίδιο  το  διάγραµµα,  αν  ληφθεί

υπόψη το ακόλουθο γεγονός. 

Σύµφωνα µε το διάγραµµα, το σηµείο t1
£  του άξονα  t £   έχει συντεταγµένες  Hx, tL = H6, 3L,

ενώ το σηµείο t1  του άξονα  t  έχει συντεταγµένες  Hx, tL = H0, 3L. Μαζί µε την αρχή  Hx, tL = H0, 0L
των  αξόνων,  τα  δυο  αυτά  σηµεία  ορίζουν  ένα  ορθογώνιο  τρίγωνο  που  έχει  για  υποτείνουσα  το

τµήµα  του  άξονα   t £   ανάµεσα  στο  (0,  0)  και  (6,  3).  Συνεπώς,  η  απόσταση  του  σηµείου   t1
£  του

άξονα  t £  από  την αρχή  των αξόνων  είναι ίση µε 
è!!!!!!!!!!!!!!!

32 + 62 =
è!!!!!!

45 = 3 
è!!!!

5 .

Από  την άλλη µεριά,  το σηµείο  t1
£  του  άξονα  t £    αντιπροσωπεύει  την τιµή   t1

£ = 3 HsecL.
´Αρα  η  κλίµακα  του  άξονα   t £  είναι  ίση   µε  k =

è!!!!!!
45 ë3 =

è!!!!
5 > 2, 236-  φορές  την  κλίµακα  του

άξονα t. 

Αν,  λοιπόν,  βαθµονοµήσουµε  τον  άξονα   t £   που  δείχνουµε  στο  διάγραµµα  x - t

λαβαίνοντας  υπόψη  και  τον  παραπάνω  συντελεστή   k,  τότε  οι  συντεταγµένες  Hx £, t £L  του  τυχαίου

γεγονότος  g  θα  καθορίζονται  επακριβώς  δουλεύοντας  αποκλειστικά  και  µόνο  µε  το  διάγραµµα

x - t.

4. 3 Mετασχηµατισµοί  Γαλιλαίου

´Οπως θα δούµε στη συνέχεια, η σχέση (1.7) είναι θεµελιώδους σηµασίας για την Μηχανική. Προς

το  παρόν,  θα  σταθούµε  στις  βασικές  σχέσεις  (1.1)  για  να  τις  γενικεύσουµε   και  να  εισαγάγουµε

κάποια καθιερωµένη ορολογία.

Υποθέτουµε,  λοιπόν,  ότι  κάποιο σύστηµα  αναφοράς  Σ  έχει  ορίσει  το  Καρτεσιανό σύστηµα

αξόνων  x y z  µέσω  του  οποίου  προσδιορίζει  τα  σηµεία  στα  οποία  λαβαίνουν  χώρα  τα  διάφορα

γεγονότα του  φυσικού  κόσµου.  ´Ενα δεύτερο ΣΑ Σ£   έχει  ορίσει  το δικό του  Καρτεσιανό σύστηµα

αξόνων  x£ y£ z£  µέσω  του  οποίου  προσδιορίζονται  τα  σηµεία  όπου  λαβαίνουν   χώρα  τα  ίδια
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γεγονότα.  Αν  µε  τις  τετράδες  πραγµατικών  αριθµών  Hx, y, z, tL  και  Hx£, y£, z£, t £L  παραστήσουµε

τις  χωροχρονικές  συντεταγµένες  ενός  γεγονότος  g  ως  προς  τα  ΣΑ  Σ  και  Σ£  αντίστοιχα,  τότε  οι

σχέσεις

(3. 1)                           x £ = x- V t, y £ = y, z £ = z, t £ = t    

αναφέρονται ως ειδικός µετασχηµατισµός Γαλιλαίου και έχουν το ακόλουθο φυσικό νόηµα.  

(α) Η σταθερή V œ � και παριστάνει την ταχύτητα µε την οποία το ΣΑ Σ£ κινείται στην κατεύθυνση

του άξονα x του ΣΑ Σ.

(β)  Οι  χωρικοί  άξονες  των  δύο  ΣΑ  ταυτίζονται  τη  στιγµή  t = t £ = 0  και  παραµένουν  παράλληλοι

κάθε άλλη στιγµή t œ �.     

Αυτή η ερµηνεία συνάγεται από τις εξής παρατηρήσεις.

(α) Θεωρούµε ένα σώµα s που µένει ακίνητο στο τυχαίο σηµείο  Hx£, y£, z£L = Ha, b, cL του ΣΑ Σ£.

Τότε  οι  συντεταγµένες  του  s  στο  ΣΑ  Σ  δίνονται  από τις  σχέσεις  x = a + V t,  y = b,  z = c.  Αλλά,

αυτές  ακριβώς  περιγράφουν  ένα  σωµάτιο  που  κινείται  παράλληλα  προς  τον  άξονα  x  µε  σταθερή

ταχύτητα V .  

(β)  Την  στιγµή  t = t £ = 0  ο  ειδικός  µετασχηµατισµός  Γαλιλαίου  παίρνει  τη  µορφή

x£ = x, y£ = y, z£ = z.  ´Αρα,  εκείνη  την  στιγµή,  τα  δύο  συστήµατα  συµφωνούν  απόλυτα  για  τις

τιµές  των  χωρικών  συντεταγµένων  κάθε  γεγονότος   και  ειδικότερα  για  τα  σηµεία  που  απαρτίζουν

τους άξονες  x y z και  x£ y£ z£ .      

Ο  χαρακτηρισµός  "ειδικός"  για  το  µετασχηµατισµό  Hx, y, z, tL  →  Hx£, y£, z£, t £L  που

ορίζεται  από τις  εξισώσεις  (3.1) αναφέρεται στο  γεγονός  ότι µπορούµε  να κατα- σκευάσουµε  έναν

γενικότερο  µετασχηµατισµό  των  χωροχρονικών  συντεταγµένων  που  αντιστοιχεί  στην  ίδια  φυσική

σχέση ανάµεσα στα ΣΑ Σ και Σ£, αλλά είναι πιο περίπλοκος από µαθηµατική άποψη. 

´Οταν  λέµε  ότι  και  στη  γενικότερη  περίπτωση  η  φυσική  σχέση  των  Σ  και  Σ£  είναι  η  ίδια

εννοούµε ότι το ένα κινείται ως προς το άλλο µε σταθερή ταχύτητα. Σύµφωνα όµως µε την αρχική

επιλογή  του  Σ  για  τους  άξονες   x y z,  το  Σ£  µπορεί  να  µην  κινείται  παράλληλα  προς  τον  άξονα  x,

παρά  προς  κάποια  κατεύθυνση  που  ορίζεται  από  το  διάνυσµα  V = HVx, Vy, VzL.  Ωστόσο,  µπορεί

κανείς  αµέσως  να  σκεφτεί  ότι είναι  δυνατόν να  οριστούν  νέοι άξονες  xè yè  zè  στο  Σ µε  τρόπο  ώστε  η

ταχύτητα του Σ£  να είναι πλέον στην κατεύθυνση του άξονα xè.  Aν οι καινούργιοι άξονες του Σ δεν

είναι παράλληλοι προς τους άξονες  x£ y£ z£  που είχαν οριστεί αρχικά στο ΣΑ Σ£, τότε µπορούµε να

ορίσουµε νέους άξονες xè£ yè £ zè£ που να είναι παράλληλοι προς τους xè yè  zè , οπότε να καταλήξουµε στη

σχέση (3.1) ανάµεσα στις συντεταγµένες Hxè£, yè £, zè£, t
è£L και Hxè, yè , zè, t

è L. 
Σαν ένα διαφορετικό παράδειγµα, µπορούµε να θεωρήσουµε  την περίπτωση όπου το ΣΑ Σ£

κινείται  στην  κατεύθυνση  του  άξονα  x  του  Σ  και  οι  άξονες   x£ y£ z£  είναι  παράλληλοι  προς  τους

x y z,  αλλά  οι  αρχές  τους  δεν  ταυτίζονται  ή/και  τα  ρολόγια  των  δύο  συστηµάτων  δεν  είναι

συγχρονισµένα. Αυτή η περίπτωση καλύπτεται από τους  τροποποιηµένους µετασχηµατισµούς  

(3. 2)                x £ = a + x- V t, y £ = y+ b, z £ = z + c, t £ = t + d    
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όπου  Ha, b, c, dL  µια  τυχαία  τετράδα  πραγµατικών  αριθµών.  Είναι  τώρα  προφανές  ότι  αρκεί  να

θέσουµε  

(3. 3)                    xè£ = x £ - a,   yè £ = y £ - b,  zè£ = z £ - c,  t
è£
= t £ - d    

για να δώσουµε στις σχέσεις (3. 2) τη µορφή του ειδικού µετασχηµατισµού  Γαλιλαίου

(3. 4)                                 x
è£ = x - V t, y

è £ = y, zè£ = z, t
è
= t                  

Τέλος,  επαναλαµβάνοντας  τα  βήµατα  που  οδήγησαν  στις  σχέσεις  (1.5)  και  (1.7)  για  την

ταχύτητα  και  την  επιτάχυνση  ενός  σωµάτιου  s  ως  προς  τα  ΣΑ  Σ  και  Σ£,   καταλήγουµε  στις

ακόλουθες  σχέσεις  για  την  περίπτωση  της  κίνησης  στις  τρεις  διαστάσεις.  Αν  η  κίνηση  του  s
περιγράφεται απο τις εξισώσεις 

(3. 5)                                                x = f HtL,  y = gHtL,  z = hHtL,  
όπου  f , g, h  δοσµένες  οµαλές  συναρτήσεις  µε  πεδίο  ορισµού  κάποιο χρονικό  διάστηµα  Ι,  τότε  οι

συνιστώσες  της  στιγµιαίας  ταχύτητας  και  επιτάχυνσης  του  s  ως  προς  τα  συστήµατα  Σ  και  Σ£

συνδέονται µε τις σχέσεις

(3. 6)                                 u £
x£ = u x - V , u £

y£ = u y, u £
z£ = u z      

και                                              

(3. 7)                                    a£ x£ = a x, a £
y£ = a y, a £

z £ = a z     

αντίστοιχα, όπου                                                                                     

(3. 8)                                       u x = f
° HtL,       u y = g

° HtL,       u z = h
° HtL       

και

(3. 9)                                      a x = f
–HtL,   a y = g

– HtL,   a z = h
– HtL.  

                                

4. 4 Nευτωνική µηχανική και µετασχηµατισµοί Γαλιλαίου

Ας  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι  το  σύστηµα  αναφοράς  Σ  είναι  αδρανειακό,  σύµφωνα  µε  το  ορισµό  που

δώσαµε  σε  προηγούµενο  κεφάλαιο  κι  ο  οποίος  στηρίζεται  στη  Νευτωνική  Μηχανική.   Αυτό

σηµαίνει ότι  στο  Σ η  δυναµική των  σωµάτων  περιγράφεται από τους  δυο  θεµαλιακούς  νόµους  του

Νεύτωνα,  το  2o  και  τον  3o.  ΄Ετσι,  αν  το  σωµάτιο  s  υφίσταται  συνολική  δύναµη  F
z

 από  το

περιβάλλον  του,  τότε  η  επιτάχυνση  που  θα  εµφανίζει  ως  προς  το  αδρανειακό  σύστηµα  αναφοράς

(ΑΣΑ) Σ θα είναι ίση µε

(4. 1)                                                    a
z
= 1ÅÅÅÅÅ

m
F
z

.     

Ας  θεωρήσουµε,  στη  συνέχεια,  ένα  σύστηµα  αναφοράς  Σ£   που  κινείται  ως  προς  το  Σ  µε  σταθερή

ταχύτητα  V  και  µε  τρόπο  ώστε  η  σχέση  του  µε  το  Σ  να  περιγράφεται  από  τον  (ειδικό)
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µετασχηµατισµό  του  Γαλιλαίου.  Τότε,  ως  προς  του  Σ£  το  σωµάτιο  σ  θα  εµφανίζει  επιτάχυνση  a
z £

,

όπου

(4. 2)                                               a
z £

= a
z
.  

Από  την άλλη µεριά, σύµφωνα  µε  το Σ£,  η δύναµη που ασκείται στο σωµάτιο  s θα δίνεται από τη

διανυσµατική ποσότητα F
z £

,  που  θα µπορούσε  να είναι διαφορετική από την F
z

. Αν  συνέβαινε  κάτι

τέτοιο,  θα  ήταν  αδύνατο  να  ισχυριστούµε  ότι   a
z £

= 1ÅÅÅÅÅ
m

F
z £

 (  a £ = 1ÅÅÅÅÅ
m

F £).  Με  άλλα  λόγια,  ο  2oV

νόµος του Newton δε θα ίσχυε και στο σύστηµα αναφοράς Σ£, οπότε το Σ£ δε θα ήταν αδρανειακό.

Η  πιθανότητα  που  µόλις  αναφέραµε  έρχεται  σε  αντίθεση  µε  την  καθηµερινή  εµπειρία  που

πρώτος  ο  Γαλιλαίος  περίγραψε  αναλυτικά.  Πιο  συγκεκριµένα,  ο  Γαλιλαίος  επισήµανε  ότι,  όταν

βρισκόµαστε  σε  κλειστό  χώρο  (καµπίνα)  ενός  πλοίου  που  κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα  σε  ήρεµη

θάλασσα, δεν είµαστε σε θέση να πούµε αν το πλοίο κινείται ή όχι. Κι αυτό γιατί, για να κινήσουµε

τα  µέλη  του  σώµατός  µας  και  να  µετακινήσουµε  αντικείµενα,  δεν  είµαστε  υποχρεωµένοι  να

καταβάλουµε  προσπάθεια   διαφορετική  από  εκείνη  που  έχουµε  συνηθίσει  να  κάνουµε  στη  στεριά.

Με  άλλα  λόγια,  δε  χρειαζόµαστε  ειδικές  “οδηγίες  προς  ναυτιλοµένους”  πριν  επιβιβαστούµε  σ’

ένα καράβι  -οδηγίες πού να µας λένε γ.π. τι να κάνουµε όταν ... χρειαστούµε την τουαλέτα. 

Από µαθηµατική άποψη, µια θεωρία που ενσωµατώνει αυτή την παρατήρηση του θα πρέπει

να  είναι  “αναλλοίωτη  κατά  τους  µετασχηµατισµούς  του  Γαλιλαίου”.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  οι

θεµελιακές της εξισώσεις θα πρέπει να µην αλλάζουν µορφή κατά το µετασχηµατισµό Hx, y, z, tL →
Hx£, y£, z£, t £L  που  συνδέει  την  περιγραφή  δύο  συστηµάτων  αναφοράς  που  κινούνται  µε  σταθερή

ταχύτητα  το  ένα  ως  προς  το  άλλο.  Ειδικότερα  για  τη  Νευτωνική  Μηχανική,  αυτή  η  απαίτηση

ισοδυναµεί  µε  τη  συνθήκη  ότι  η  εξίσωση    a
z
= m-1 F

z

 θα  πρέπει  να  διατηρεί  τη  µορφή  της  και  να

γίνεται a
z £

= m-1 F
z £

 , όταν από το σύστηµα Σ πάµε στο Σ£. Αλλά από την παρατήρηση ότι, κατά το

µετασχηµατισµό Γαλιλαίου, η επιτάχυνση δεν αλλάζει έπεται ότι και η δύναµη πρέπει να µείνει ίδια.

Συνοψίζοντας,  καταλήγουµε  στο  συµπέρασµα  ότι  η  Νευτωνική  Μηχανική γίνεται  συµβατή

µε τις παρατηρήσεις του Γαλιλαίου, αν υιοθετηθεί το ακόλουθο αξίωµα.

Αν το Σ είναι ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, τότε και κάθε άλλο σύστηµα αναφοράς που 

κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς το Σ είναι επίσης αδρανειακό.

Ισοδύναµα,  η  έκφραση  για  τη  δύναµη  F
z

 είναι  τέτοια  που  σε  όλα  τα  συστήµατα  αναφοράς

που  κινούνται  µε  σταθερή  ταχύτητα  το  ένα  ως  προς  το  άλλο,  η  εξίσωση  κίνησης  έχει  την  ίδια

µορφή, a
z
= m-1 F

z

.

Παράδειγµα                                                 .

H δύναµη  επαναφοράς  Fx = -k x  στο παράδειγµα  του  αρµονικού  ταλαντωτή δεν  ικανοποιεί το  πιο

πάνω κριτήριο. Κατά το µετασχηµατισµό Γαλιλαίου

(4. 3)                                             Hx, tL Ø Hx £, t £L = Hx - V t, tL    
η εξίσωση κίνησης 
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(4. 4)                                                          m x
– = -k x    

µετατρέπεται στην     

(4. 5)                                                    m x
– £ = -k Hx£ - V t £L,   

αντί για την m x
– £ = -k x £.

Παράδειγµα                                                 

Τελικά,  φαίνεται  ότι  η  µόνη  εξίσωση  για  ένα  µόνο  σωµάτιο  που  είναι  αναλλοίωτη  ως  προς  τους

µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου είναι η

                                                                   m x
– = FHtL.

Απόδειξη     

Ο σηµειακός µετασχηµατισµός

                                              Ht, xL Ø Ht£, x£L = Ht, x+ V tL
µετατρέπει την                                          

                                                        m x
– = FHt, x, x

° L   
σε      

                                                  m x
– = FHt, x+ V t, x

° + V L.
Συνεπώς, η απαίτηση του αναλλοίωτου ισοδυναµεί µε την

                                            FHt, x+ V t, x
° + V L = FHt, x, x

° L,   " V œ �.

΄Αρα, 

                                                ∑x FHt, x, x
° L = ∑x

° FHt, x, x
° L = 0.     

Παράδειγµα                                                 

Στην περίπτωση των σωµατίων s1,  s2  που έχουν προσδεθεί στα άκρα ενός ελατήριου φυσικού του

µήκους L,  το σύστηµα των εξισώσεων κίνησης είναι

(4. 6)                                                m1 x
–

1 = k @x2 - x1 - LD,                                          
(4. 7)                                                m2 x

–
2 = -k @x2 - x1 - LD.    

Κατά το   µετασχηµατισµό Γαλιλαίου

(4. 7)                                  x1 Ø x1
£ = x1 - V t,    x2 Ø x2

£ = x2 - V t     

και άρα     

(4. 9)                         x1 - x2 Ø x1
£ - x2

£ = Hx1 - V tL- Hx2 - V t L = x1 - x2.                    

Συνακόλουθα, οι εξισώσεις κίνησης µετατρέπονται στις
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(4. 10)                                                 m1 x
–

1
£ = k @x2

£ - x1
£ - LD,     

(4. 11)                                                m2 x
–

2
£ = -k @x2

£ - x1
£ - LD,       

που έχουν την ίδια ακριβώς µορφή µε τις αρχικές.   

Παράδειγµα  

´Οπως  είδαµε  νωρίτερα  η  κίνηση  δύο  σωµατίων,  s1, s2,  υπό  την  επίδραση  την  αµοιβαίας

βαρυτικής τους έλξης,  καθορίζεται από τις εξισώσεις  

(4. 12)                                          m1 r
z
ÿÿ

1 = F
z

12 = -G m1 m2 
r
z

1-r
z

2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
…rz1 -r

z

2…3
                               

(4. 13)                                          m2 r
z
ÿÿ

2 = F
z

21 = -G m1 m2 
r
z

2-r
z

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
…rz1 -r

z

2…3
                                

όπου r
z

1 = Hx1, y1, z1L,  rz2 = Hx2, y2, z2L και οι δυο τελείες δηλώνουν τη δεύτερης τάξης 

χρονική παράγωγο.

Αν  τα  παραπάνω ισχύουν  στο αδρανειακό σύστηµα  αναφοράς (ΑΣΑ) Σ, τότε  στο ΑΣΑ   Σ´

θα έχουµε   

(4. 14)                    r
z

1

£
= Hx1

£, y1
£, z1

£L = Hx1 - V t, y1, z1L,                                         

(4. 15)                    r
z

2

£
= Hx2

£, y2
£, z2

£L = Hx2 - V t, y2, z2L,                                         

(4. 16)                    r
z

1

£
- r

z

2

£
= Hx1 - x2 , y1 - y2, z1 - z2L = r

z

1 - r
z

2.      

Συνεπώς,         

(4. 17)                              F
z

12 = F
z

12

£

,          F
z

21 = F
z

21

£

 .                                 

και, αφού t £ = t, οι εξισώσεος κίνησης του συστήµατος παραµένουν αναλλοίωτες κατά τον 

(ειδικό) µετασχηµατισµό Γαλιλαίου.       

4. 5 Μη αδρανειακά συστήµατα αναφοράς

´Οπως  στο  πρώτο  παράδειγµα  του  Εδ.  4.1,   ας  υποθέσουµε  ότι  τα  σωµάτια  s1  και   s2,  ακινητούν

στα  σηµεία  x = 0  και  x = L,  αντίστοιχα,  του  άξονα  x  ενός  αδρανειακού  συστήµατος  αναφοράς

(ΑΣΑ) Σ. Θεωρούµε  ότι τα  s1  και  s2  ορίζουν τα άκρα µιας ράβδου µήκους L που καταλαµβάνει

το διάστηµα 0 § x § L του άξονα x.

Ας υποθέσουµε, στη συνέχεια, ότι δύο άλλα σωµάτια, τα s1
£ και  s2

£, κινούνται µε σταθερή

επιτάχυνση  A > 0  ως  προς  το  Σ  κι  ότι  τη  στιγµη  t = 0  βρίσκονται  δίπλα  στα    s1  και   s2,

αντίστοιχα,  έχοντας  µηδενική  ταχύτητα.  Κατά  συνέπεια,  η  κίνηση  του  s1
£  περιγράφεται  από  την

εξίσωση  x = 1ÅÅÅÅ
2
 A t2   κι  εκείνη του  s2

£  από  την  εξίσωση  x = L + 1ÅÅÅÅ
2
 A t2.  Συνακόλουθα,  ως  προς το

ΑΣΑ  Σ,  η  απόσταση  των  s1
£  και   s2

£  δεν  αλλάζει  µε  την  πάροδο  του  χρόνου,  παρά  διατηρεί  την
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αρχική  της  τιµή,  L.  Αυτό  σηµαίνει  ότι,  για  το  ΣΑ  Σ,  τα  s1
£,  s2

£  αποτελούν  τα  άκρα  ενός

µονοδιάστατου σώµατος (ράβδου) µήκους L. Θα υποθέσουµε ότι αυτό το σώµα ορίζει τον άξονα  x£

ενός  συστήµατος  αναφοράς  Σ£  κι  ότι  το  ρολόι του  Σ£  δείχνει  t £ = 0, όταν  τα   s1
£,  s2

£   βρίσκονται

δίπλα στα s1  και s2, αντίστοιχα.   Για   ευκολία, θεωρούµε  ότι το σωµάτιο  s1
£  παραµένει συνεχώς

στο σηµείο x £ = 0 και το s2
£ στο  σηµείο x £ = L. 

Τέλος, ας υποθέσουµε  ότι τα συστήµατα αναφοράς Σ και Σ£  καταγράφουν την κίνηση ενός

πέµπτου σωµάτιου, του σ κι ότι η κίνηση του σ ως προς το ΑΣΑ Σ περιγράφεται από την εξίσωση

x = f HtL. Τότε, σύµφωνα  µε το  ΑΣΑ Σ, την τυχαία στιγµή t η απόσταση του σ από το s1
£  θα είναι

ίση  µε  την  απόλυτη  τιµή  του  αριθµού  x£ = f HtL- 1ÅÅÅÅ
2
 A t2.  Είναι  λογικό  να  θεωρήσουµε  αυτό  τον

αριθµό  ως  τη  χωρική  συντεταγµένη  του  σ  ως  προς  το  σύστηµα  ανφοράς  Σ£.  Κι  αφού  t £ = t,  η

κίνηση του  σ ως  προς το  Σ£  θα περιγράφεται από την εξίσωση  x£ = f Ht £L - 1ÅÅÅÅ
2
 A t £2. Συνακόλουθα,

η ταχύτητα κι επιτάχυνση του σωµάτιου σ ως προς το Σ£ θα δίνονται, αντίστοιχα, από τις εκφράσεις 

(5. 1)                                                    u £ = f
° Ht £L- A t £,    

(5. 2)                                                    a £ = f
–Ht £L- A .    

Αν γ.π.  f HtL = u t, πράγµα που σηµαίνει ότι το σ κινείται µε σταθερή ταχύτητα u ως προς το

ΑΣΑ Σ, τότε   u £ = V - A t £  και   a £ = -A .  Αυτή η περίπτωση αντιστοιχεί                              στο

επόµενο  σχήµα,  όπου  δείχµουµε  τις  κοσµικές  γραµµές  της  πεντάδας  των  σωµατίων

8s1, s2, s1
£, s2

£, s<  για  κάποιο  χρονικό  διάστηµα  0 § t § T ,  στο  χωροχρονικό  διάγραµµα  του

ΑΣΑ Σ.

xHcmL

tHsecL

σ1 σ2 σ1
′ σ2

′σ

0 L

Σχ. 5.1

Είναι  φανερό  ότι  το  ΣΑ  Σ £  που  ορίσαµε  παραπάνω  δεν  είναι  αδρανειακό:  Το  σωµάτιο  σ,

µάζας  m,  που  κινείται  ελεύθερα  (δεν  ασκείται  πάνω  του  δύναµη)  στο  ΑΣΑ  Σ,  εµφανίζεται  να

κινείται υπό την επίδραση µιας σταθερής δύναµης Fadr
£ = m a £ = -m A  στο ΣΑ Σ £.

Γενικότερα,  όταν  ένα  ΣΑ  Σ £  δεν  κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα  ως  προς  κάποιο  (από  τα

άπειρα  δυνατά)  ΑΣΑ,  τότε  στο  Σ £  εµφανίζονται  και  ψευτοδυνάµεις  σαν  την  παραπάνω  Fadr
£  που

λέγονται αδρανειακές.
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Κυµατική διάδοση

5. 1 Κυµατική διάδοση

´Ολοι  µας  έχουµε  άµεση  εµπειρία  του  ακόλουθου  φυσικού  φαινόµενου.  Αν  µε  κάποιο  τρόπο

διαταράξουµε  µια  περιοχή  ενός  σώµατος  ή ρευστού,  τότε σε  µικρό  χρονικό  διάστηµα η  διαταραχή

γίνεται αισθητή και  στα υπόλοιπα µέρη του σώµατος ή ρευστού.  

Τα παραδείγµατα είναι πάµπολα. Με τις κινήσεις των φωνητικών χορδών και του στόµατός

µας  διαταράσσουµε  τον  αέρα  που  βρίσκεται  µπροστά  στο  στόµα  µας.  Αυτή  η  διαταραχή

µεταδίδεται  σ’  όλα  τα  υπόλοιπα  τµήµατα  του  αέρα  που  µας  περιβάλλει  και,  τελικά,  στο  τύµπανο

του  αυτιού  ενός  άλλου  ατόµου  που  βρίσκεται  στον  ίδιο  χώρο.  Το  αποτέλεσµα  αυτής  της

διαδικασίας  είναι  το  άλλο  άτοµο  να  ακούει  την  οµιλία  ή  ...  το  τραγούδι  µας.  Με  τον  ίδιο  ακριβώς

τρόπο ένα µουσικό  όργανο, όταν διεγερθεί  από τον οργανοπαίκτη, προκαλεί αναταράξεις του αέρα

που βρίσκεται στη  γειτονιά του. Αυτές  οι αναταράξεις διαδίδονται σ’  όλα τα µέρη  του υπόλοιπου

αέρα  και  καταλήγουν  σε  µικρότερη  ή  µεγαλύτερη  διαταραχή  των  άλλων  σωµάτων  του

περιβάλλοντος, γ.π. των ακουστικών τυµπάνων των ακροατών της µουσικής  που παράγεται από το

όργανο.

Η  διατάραξη  µιας  περιοχής  ενός  υγρού  µεταδίδεται  στα  άλλα  τµήµατά  του  µε  τον  ίδιο

τρόπο. Για παράδειγµα, αν µε το δάχτυλό µας πειράξουµε την  επιφάνεια µιας λεκάνης µε νερό που

ηρεµεί,  θα  δούµε  να  αναταράσσονται  και  τα  υπόλοιπα  τµήµατα  του  νερού.  Αν  µάλιστα

αναταράξουµε  ένα  σηµείο  του  νερού  της  λεκάνης  µε  το  να  αγγίξουµε  απλώς  της  επιφάνεια  του

νερού ή µε το να ρίξουµε από µικρό ύψος ένα µικρό αντικείµενο, θα δούµε τον τρόπο µε τον οποίο

η  διαταραχή  διαδίδεται  πέρα  από  το  σηµείο  που  “πειράξαµε”.  Πιο  συγκεκριµένα,  θα  δούµε  να

σχηµατίζεται  ένας  κύκλος  µε  κέντρο  το  σηµείο  που  διαταράξαµε  και  ακτίνα  που  συνεχώς

µεγαλώνει.  Ο  κύκλος  αποτελείται  από  τα  στοιχεία  του  νερού  που  έχουν  ανυψωθεί  πάνω  από  το

επίπεδο που ορίζει η υπόλοιπη επιφάνεια του νερού. Η συνεχής διαταραχή του ίδιου σηµείου οδηγεί

στη συνεχή παραγωγή τέτοιων κύκλων, οπότε µια φωτογραφία της επιφάνειας του νερού µοιάζει µε

το ακόλουθο σχήµα.
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Σχ. 1.1

Με  τον  ίδιο  ακριβώς  τρόπο,  οι  κινήσεις  του  αέρα  που  βρίσκεται  πάνω  από  την  επιφάνεια

της  θάλασσας  προκαλούν  αναταράξεις  του  νερού  -  αναταράξεις  που  διαδίδονται  µε  τη  µορφή

κυµάτων.

Σ’  όλες αυτές τις περιπτώσεις δεν έχουµε ολική µετατόπιση των µορίων του µέσου από τη

µια  περιοχή  στην  άλλη,  ας  πούµε  από  τη  γειτονιά  του  στόµατος  του  οµιλητή  στη  γειτονιά  του

αυτιού  του  ακροατή.  ´Αρα  δεν  µπορούµε  να  µιλήσουµε  για  κίνηση  σωµατίων  από  τη  θέση  του

οµιλητή στη θέση του ακροατή. Αν είναι να κάνουµε λόγο για την κίνηση των µορίων του ρευστού,

τότε  θα  πρέπει  να  µιλήσουµε  για  τοπικές  κινήσεις  ή  µετατοπίσεις  αυτών  των  µορίων.  Με  άλλα

λόγια,  η  αρχική  διαταραχή  προκαλεί  την  κίνηση  των  µορίων  που  βρίσκονται  στην  περιοχή  της

διαταραχής  και  αυτή  η  κίνηση  προκαλεί  ανάλογες  τοπικές  κινήσεις  (ταλάντωση)  των  µορίων  της

διπλανής περιοχής, εκείνα της επόµενης κ.ο.κ. (και ούτω καθεξής= και πάει λέγοντας).

5. 2 Κύµατα σε µια χωρική διάσταση

Με  το  µάτι  µπορούµε  να  δούµε  και  τον  τρόπο  διάδοσης  µιας  διαταραχής  σε  ένα  µονοδιάστατο

µέσο,  όπως  είναι  µια  τεντωµένη  κλωστή  ή  χορδή.  Μάλιστα,  αυτή  είναι  και  η  περίπτωση  που

επιδέχεται απλή µαθηµατική αναπαράσταση. Ας υποθέσουµε ότι, στην κατάσταση ηρεµίας η χορδή

ορίζει µιαν ευθεία, την οποία ταυτίζουµε µε τον άξονα x του επίπεδου x y. Πιάνουµε µε τα δάχτυλά

µας  ένα  σηµείο  της  χορδής,  το  αποµακρύνουµε  λίγο  από  την  αχική  του  θέση  και  το  κρατάµε

σταθερά. Τότε η χορδή αποκτάει ένα σχήµα σαν αυτό του παρακάτω διαγράµµατος.

x

y
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Σχ. 2.1

Ας  υποθέσουµε  ότι  το  τµήµα  της  χορδής  που  έχει  αποµακρυνθεί  από  τη  θέση  ισορροπίας

είναι αυτό που αντιστοιχεί στο διάστηµα a § x § b του άξονα x. Για να παραστήσουµε µαθηµατικά

τη  µορφή  που  έχει  αποκτήσει  η  χορδή  µε  το  τράβηγµά  µας,  µπορούµε  να  χρησιµοποιήσουµε  µια

συνάρτηση σαν την 

                                       f HxL = 9 Hx - aL Hb - xL, a § x § b

0, x – @a, bD 

Κι  αυτό  γιατί  το  γράφηµα  της  παραπάνω  συνάρτησης,  δηλαδή  το  υποσύνολο

C := 8Hx, yL œ �2 : y = f HxL<, είναι µια καµπύλη του επίπεδου x y όµοια µε αυτήν που δείξαµε στο

παραπάνω σχήµα.

Για  ευκολία,  συχνά  υποθέτουµε  ότι  η  χορδή  είναι  άπειρη,  οπότε  το  σχήµα  της  µπορεί  να

παρασταθεί  µε  τη  βοήθεια  οµαλών  συναρτήσεων  που  έχουν  ως  πεδίο  ορισµού  ολόκληρη  την

πραγµατική  ευθεία  �.  Σαν  παράδειγµα  αναφέρουµε  τη  συνάρτηση   f HxL = expH-x2L που  έχει

παρόµοιο µε την προηγούµενη γράφηµα.

Ωστόσο,  αν  πρόκειται  να  παριστάνουν  φυσικές  ποσότητες  συγκεκριµένων  διαστάσεων,

συναρτήσεις  σαν  αυτές  που  ήδη  αναφέραµε  θα  πρέπει  να  τροποποιηθούν  κατάλληλα.  Αν γ.π.  το  x

έχει διάσταση µήκους και θέλουµε να  ισχύει το ίδιο και για τις τιµές της συνάρτησης f HxL, τότε η
έκφραση   f HxL = Hx - aL Hb - xL  δεν  είναι  κατάλληλη,  αφού  το  δεξί  της  µέλος  έχει  διάσταση

(µήκοςL2.  Θα πρέπει να αντικατασταθεί από την f HxL = AHx - aL Hb - xL,  στην οποία η παράµετρος

A έχει διάσταση (µήκοςL-1.

Ανάλογα,  η  συνάρτηση  f HxL = expH-x2L  πρέπει  να  τροποποιηθεί  µε  την  εισαγωγή

κατάλληλων παραµέτρων, άν θέλουµε να µας δίνει σαν αποτέλεσµα έναν αριθµό cm όταν το ίδιο x

µετριέται  σε  cm.  Με  άλλα  λόγια,  µια  σωστή  έκφραση  για  την  αποµάκρυνση  από  τη  θέση

ισορροπίας είναι η  f HxL = A expH-x2 ê a2L, όπου τόσο το A, όσο και το a έχουν διάσταση µήκους.

Η  µέγιστη  τιµή  της  συνάρτησης  f HxL = A expH-x2 ê a2L  είναι  A  και  αντιστοιχεί  στο  x = 0.

Aν,  λοιπόν,  θεωρήσουµε  την  οικογένεια  των  συναρτήσεων  του  x  µε  τύπο

f Hx, sL = A exp@-Hx - sL2 ê a2D, όπου το s παίζει το ρόλο παραµέτρου, τότε το µέγιστο κάθε µέλους

αυτής  της  οικογένειας  εξακολουθεί  να  είναι  ίσο  µε  A,  αλλά  προκύπτει  όταν  η  µεταβλητή  x  πάρει

την  τιµή  s.  H παράµετρος  s  έχει  διάσταση  µήκους,  όπως  και  η µεταβλητή x.  Aς  τη γράψουµε  σαν

s = c t,  όπου  το  c  είναι  µια  θετική  σταθερή  µε  διάσταση  ταχύτητας  και   το  t  µια  παράµετρος  µε

διάσταση  χρόνου.  Τότε  η  οικογένεια  των  συναρτήσεων  f Hx, sL  γίνεται

f Hx, tL = A exp@-Hx - c tL2 êa2D και το µέλος αυτής της οικογένειας που αντιστοιχεί στην τιµή t1 της

παραµέτρου t έχει το µέγιστό του στο σηµείο x1 = c t1. 

Για  να  να  γίνουµε  πιο  συγκεκριµένοι,  ας  επιλέξουµε  κάποιες  τιµές  της  παραµέτρου  t,  ας

πούµε  τις   t0 = 0,  t1 = 1  και  t2 = 2,  κι  ας  κατασκευάσουµε  το  γράφηµα  των  αντίστοιχων

συναρτήσεων  του x, δηλαδή των   

f0HxL = f Hx, t0L = Α expH-x2 êa2L
f1HxL = f Hx, t1L = Α exp@-Hx - c L2 ê a2D, 
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f2HxL = f Hx, t2L = Α exp@-Hx - 2 c L2 ê a2D.
Το  επόµενο  σχήµα  παριστάνει  τα  γραφήµατα  των  παραπάνω  συναρτήσεων  στο  ίδιο  διάγαµµα  x y,

στην ειδική περίπτωση όπου A = a = 1.

-2 -1 1 2 3 4 5 6
x

y

t=0 t=1sec t=2sec

Σχ. 2.2

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f1HxL έχει όµοιο µε την f0HxL γράφηµα, αλλά µετατοπισµένο

έτσι  που  το  µέγιστο   να  βρίσκεται  στο  σηµείο  x1 = c t1 = 2 c.  Το  ίδιο  ισχύει  για  το  γράφηµα  της

f2HxL,  της  οποίας  το  µέγιστο  βρίσκεται  στη  θέση  x2 = c t2 = 4 c.  Γενικότερα,   η  συνάρτηση

ftHxL ª f Hx, tL = A exp@-Hx - c tL2 ê a2D  έχει  το  ίδιο  ακριβώς  γράφηµα  µε  την

f0HxL ª f Hx, 0L = A expH-x2 ê a2L, αλλά µετατοπισµένο κατά c t. Με άλλα λόγια,

(2. 1)                                   ftHxL := A exp@-Hx - c tL2 ê a2D = f0Hx - c tL.                                
Συνεπώς,  ότι  η  οικογένεια  των   συναρτήσεων   f Hx, tL = A exp@-Hx - c tL2 ê a2D  µπορεί  να

θεωρηθεί  πως  παριστάνει  µια  µετατόπιση  της  χορδής  στο  σχήµα  y = A expH-x2 ê a2L,  η  οποία

κινείται κατά µήκος του άξονα x µε ταχύτητα c. 

Αν  θεωρήσουµε  την  έκφραση  f Hx, tL = A exp@-Hx - c tL2 ê a2D  σαν  τον  τύπο  µιας

συνάρτησης  δύο  ανεξάρτητων  µεταβλητών,  των  x, t,  τότε  η  προηγούµενη  διαπίστωση  είναι

ταυτόσηµη µε την εξής: Κατά µήκος κάθε µιας από τις ευθείες του επίπεδου x t οι οποίες  ορίζονται

από  την  εξίσωση  x - c t = b =σταθ.,  η  συνάρτηση  f Hx, tL  παραµένει  σταθερή  και  ίση   προς

A expH-b2 ê a2L.
To  παραπάνω  συµπέρασµα  φαίνεται  καθαρά  και  από  το  γράφηµα  της  συνάρτησης

f Hx, tL = A exp@-Hx - c tL2 êa2D που δείχνουµε στο επόµενο σχήµα, όταν A = c = a = 1.

4 Ch_5.nb



-5
-2.5

0

2.5

5

x

0

2

4

6

t

0

1

2

3

y

-5
-2.5

0

2.5

5

x

Σχ. 2.3

Oι  ευθείες  που  ορίζονται  από  την  εξίσωση  x - c t = b  (µία  ευθεία  για  κάθε  τιµή  της

παραµέτρου  b)  έχουν  την  ακόλουθη  δοµή.  Αφού  x = b  όταν  t = 0,  έπεται  ότι  ο  αριθµός  b

προσδιορίζει το σηµείο όπου η ευθεία x - c t = b τέµνει τον άξονα x. Με τη σειρά της, η σταθερή c

προσδιορίζει  την  κλίση  κάθε  µιας  από  τις  παραπάνω  ευθείες  ως  προς  τον  άξονα  x.  Στο  επόµενο

σχήµα δείχνουµε ορισµένα µέλη της οικογένειας  των ευθειών x - c t = b, όταν c = 1.
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Σχ. 2.4

Με  ανάλογο  τρόπο,  µπορούµε  να  διαπιστώσουµε  ότι  η  συνάρτηση

f Hx, tL = A exp@-Hx + c tL2 êa2D,  όπου  και  πάλι c > 0, διατηρεί  την  ίδια  τιµή  κατά µήκος  κάθε  µιας

από  τις  ευθείες  του  επίπεδου  x - t  που  ορίζονται  από   την  εξίσωση    x + c t = b.  Αυτές  οι  είναι

όµοιες  µε  εκείνες  που  ορίζονται  από την  εξίσωση  x - c t = b,  µε  τη  διαφορά  ότι   η  κλίση τους  ως
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προς  τον  άξονα  x  είναι  -c.  Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  ορισµένα  µέλη  της  οικογένειας   των

ευθειών x + c t = b, όταν c = 1.
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Σχ. 2.5

To γεγονός ότι η συνάρτηση f Hx, tL = A exp@-Hx + c tL2 êa2D κρατάει την ίδια τιµή, A expH-b2 ê a2L,
κατά µήκος της ευθείας x + c t = b και άρα  µπορεί να θεωρηθεί ότι παριστάνει µια µετατόπιση της

χορδής  που  έχει  το  σχήµα  του  γραφήµατος  της  συνάρτησης  f HxL = A expH-x2 êa2L  και  κινείται

προς  την  αρνητική  κατεύθυνση  του  άξονα  x  µε  ταχύτητα  c  φαίνεται  καθαρά  και  από  τo επόµενo

σχήµα. 
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Σχ. 2.6

Εκείνο  που  πραγµατικά  συµβαίνει  όταν  αφήσουµε  ελεύθερη  την  χορδή,  της  οποίας  το

αρχικό  σχήµα δινόταν από το γράφηµα της συνάρτησης f HxL = A expH-x2 ê a2L, είναι το εξής: 
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Το "βουναλάκι", µε κορυφή ύψους A στο σηµείο x = 0, σπάει σε δύο, ίδιου σχήµατος µε το αρχικό

αλλά µε το µισό ύψος, τα οποία κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις.
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x

y

t=0
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Σχ. 2.7

Η  διάσπαση  του  αρχικού  λόφου  σε  δυο  µικρότερους  που  κινούνται  προς  τη  θετική  και

αρνητική κατεύθυνση του άξονα x, αντίστοιχα, περιγράφεται από τη συνάρτηση

(2.2)                f Hx, tL = 1ÅÅÅÅ
2
 A exp@-Hx - c tL2 ê a2D+ 1ÅÅÅÅ

2
 A exp@-Hx + c tL2 êa2D   

Το γράφηµα αυτής της συνάρτησης δίνεται στο επόµενο σχήµα.  
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Σχ. 2.8

Στην  περίπτωση  που,  αντί  να  τραβήξουµε  και  µετά  ν’  αφήσουµε  τη  χορδή,  τη  χτυπάµε

όπως  τη  χτυπάει  µε  την  πένα του  ένας  οργανοπαίκτης,  δε  σχηµατίζονται  δύο  λόφοι  που  κινούνται

σε  αντίθετες  κατευθύνσεις.  Εκείνο  που  παρατηρούµε  να  συµβαίνει  είναι  ότι,  διαδοχικά,   όλα  τα

στοιχεία  της  χορδής  µετατοπίζονται  προς  την  κατεύθυνση  που  την  χτυπήσαµε.  Ωστόσο,  µετά  από

χρόνο t έχουν µετακινηθεί µόνο τα στοιχεία που βρίσκονται σε απόσταση s = c t από το σηµείο στο

οποίο η χορδή δέχτηκε το πλήγµα. Aυτή η συµπεριφορά αναδείχνεται στo σχήµα που ακολουθεί.
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Σχ. 2.9

Η  διαφορά  ανάµεσα  στους  παλµούς  που  σχηµατίζονται  ανάλογα  µε  τις  “αρχικές

συνθήκες”   της  χορδής  έχει  να  κάνει  µε  την  διαφορική  εξίσωση  η  οποία  καθορίζει  τον  τρόπο

διάδοσης  µιας  διαταραχής  κατά  µήκος  ενός  µονοδιάστατου  µέσου.  Η  µελέτη  αυτής  της  εξίσωσης

παρουσιάζεται στο επόµενο εδάφιο, όπου γίνεται σαφέστερη και η έννοια των αρχικών συνθηκών. 

Στο  µεταξύ,  σηµειώνουµε  ότι  υπάρχουν  άπειρες  άλλες   συναρτήσεις  των  συνδυασµών

x - c t  και  x + c t  τις  οποίες  µπορούµε  να  ερµηνεύσουµε  ως  κύµατα  που  διαδίδονται  κατά  µήκος

του  άξονα  x,  µε  ταχύτητα  c  και  -c,  αντίστοιχα.  ∆ύο  συναρτήσεις  αυτού  του  είδους  οι  οποίες

χρησιµοποιούνται  πολύ  συχνά  είναι  οι  A sin@kHx ≤ c tLD  και  A cos@kHx ≤ c tLD.  Σ’  αυτές,  το  k  είναι

µια παράµετρος µε διάσταση cm-1. 

Είναι  γνωστό  ότι  οι  συναρτήσεις  sin x  και  cos x  είναι  περιοδικές  µε  περίοδο  2π.  Αυτό

σηµαίνει  ότι  παίρνουν  την  ίδια  τιµή  σε  οποιαδήποτε  σηµεία  x1  και  x2  τα  οποία  απέχουν  κατά

ακέραιο  πολλαπλάσιο του  (άρρητου) αριθµού  2π.  Με άλλα λόγια,   αν  x2 = x1 + 2 n p,  n œ �,  τότε

sin x2 = sin x1 και cos x2 = cos x1.

Η περιοδικότητα του ηµιτόνου συνεπάγεται ότι

(2. 3)                              sin@kHx - c tL+ 2 n pD = sin@kHx - c tLD,      n œ �.   

Άρα η τιµή της συνάρτησης sin@kHx - c tLD δεν αλλάζει όταν η παράµετρος t  µένει  σταθερή αλλά η

τιµή  της  µεταβλητής  x  αλλάζει  κατά   2 n p ê k.  Ισοδύναµα,  για  κάθε  συγκεκριµένη  τιµή  του  t,  η

sin@kHx - c tLD είναι περιοδική συνάρτηση του x, µε περίοδο

(2. 4)                                                     l := 2 p ê » k ».    
H παράµετρος l, η οποία αναγκασικά έχει διάσταση µήκους, ονοµάζεται µήκος του κύµατος. 
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Με  ανάλογο  τρόπο  διαπιστώνουµε  και  το  εξής:  Για  σταθερό  x,  η  τιµή  της  συνάρτησης

sin@kHx - c tLD παραµένει ίδια, όταν η µεταβλητή t αλλάξει κατά  T ,  όπου 

(2. 5)                                       T := 2 p ê c » k » = l ê c.    

H παράµετρος T , που έχει διάσταση χρόνου,  ονοµάζεται περίοδος του κύµατος.  

Στην περιγραφή των τριγωνοµετρικών κυµάτων χρησιµοποιούνται συχνά και οι ποσότητες

(2. 6)                              f := T-1, w := 2 p f    

Η πρώτη ονοµάζεται συχνότητα και η δεύτερη γωνιακή συχνότητα του κύµατος. 

Από τους παραπάνω ορισµούς  αµέσως προκύπτει και η βασική σχέση 

(2. 7)                                                    f l = c   

ανάµεσα  στη  συχνότητα,  το  µήκος  κύµατος  και  την  ταχύτητα  διάδοσης  ενός  τριγωνοµετρικού

κύµατος.  Με  την  αντικατάσταση  της  συχνότητας  από  τη  γωνιακή  συχνότητα  και  του  µήκους

κύµατος από τον κυµατάριθµο, k, αυτή η σχέση παίρνει τη µορφή

(2. 8)                                                   w = c » k ».                               
Συνοψίζοντας, τονίζουµε ότι οι συναρτήσεις

                           A sin@kHx ≤ c tLD ,    A sin@2 pH xÅÅÅÅ
l
≤ tÅÅÅÅÅ

T
LD ,   A sinHk x +w tL   

αποτελούν  ισοδύναµες  αναπαραστάσεις  ηµιτονοειδών  κυµάτων  που  διαδίδονται  κατά  µήκος  του

άξονα x. Aν γ.π. k < 0, τότε

       A sinHk x +w tL = A sinH- » k » x +w tL = -A sinH » k » x -w tL
                            = -A sin@ » k » Hx - c tLD = A sin@kHx - c tLD = A sin@2 pH xÅÅÅÅ

l
- tÅÅÅÅÅ

T
LD            

 

Φαινόµενα συµβολής

Ας υποθέσουµε  ότι ένας κυµατικός  παλµός κινείται µε ταχύτητα c προς τη θετική κατεύθυνση του

άξονα x.  Αν το µέγιστο του παλµού βρίσκεται το σηµείο x = 0 τη στιγµή t = 0, τότε θα φτάσει στο

σηµείο x = L τη στιγµή t = L ê c.

Θεωρούµε, τώρα,  ένα δεύτερο  παλµό, πανοµοιότυπο  µε  τον  πρώτο, που επίσης κινείται µε

ταχύτητα  c  προς  τη  θετική  κατεύθυνση  του  άξονα  x.  Υποθέτουµε,  ωστόσο,  ότι  το  µέγιστο  του

δεύτερου  παλµού  βρίσκεται  στη  θέση  x = x1 ∫ 0  τη  στιγµή  t = 0.  ´Αρα,  τη  στιγµή  t = L ê c  το

µέγιστο του δεύτερου παλµού θα έχει φτάσει στο σηµείο x2 = x1 + cHL ê cL = x1 + L ∫ L. Ισοδύναµα,

τη  στιγµή  t = L ê c  θα  έχει  φτάσει  στο  σηµείο  x = L  όχι  το  µέγιστο  του  παλµού,  αλλά  η  τιµή  που

είχε  στο σηµείο x = 0. Συνεπώς, τη στιγµή t = L ê c θα έχουµε  στο σηµείο  x = L  την υπέρθεση του

µέγιστου του πρώτου παλµού µε την τιµή u2H0L = u1H-x1L. ∆ηλαδή
(2. 9)                                 u = u1H0L+ u2H0L = u1H0L + u1H-x1L    
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Αν γ.π.     u1Hx, tL = A cos@kHx - c tLD, τότε
(2. 10)                     u = u1H0L+ u1H-x1L = A cosH0L+ A cosH-k x1L
                                    = A @1 + cosHk x1LD = 2 A cos2Hk x1 ê 2L
Αυτό  σηµαίνει  ότι,  άν   k x1 ê 2 = n p,  τότε  θα  έχουµε  πλήρη  θετική  συµβολή,  ενώ  όταν

k x1 ê 2 = H2 n + 1L H p ê 2L  θα  έχουµε  αναίρεση  του  ενός  παλµού  από τον  άλλο.  Η  δεύτερη  συνθήκη

ισοδυναµεί µε

                                   H2 p êlL x1 = H2 n + 1L p ñ x1 = H2 n + 1L Hl ê2L
To  παράδειγµα  που  µόλις  παρουσιάσαµε  οδηγεί  στο  γενικότεrο  συµπέρασµα  ότι,  αν  τα

κύµατα  που  παράγονται  από  δύο  συντονισµένες  πηγές  φτάνουν  στο  ίδιο  σηµείο  του  χώρου  αφού

έχουν  διανύσει  µονοπάτια  µε  διαφορά  µήκους  ∆ L,  τότε  παρουσιάζουν  διαφορά  φάσης  ίση  προς

H2 p êlL∆ L. Αυτή η διαφορά φάσης είναι η αιτία αυτών που ονοµάζουµε φαινόµενα συµβολής. Το

πιο  γνωστό παράδειγµα αποτελούν οι κροσσοί της οπτικής, όπου φωτεινές ζώνες εναλλάσονται µε

σκοτεινές:                                             

Σχ. 2.10

5. 3  Η κυµατική εξίσωση

Θεωρούµε µια συνάρτηση των µεταβλητών x, t της µορφής 

(3.1)                                                  uHx, tL = FHx - c tL,                                                    
όπου  FHxL  είναι  µια  οµαλή  συνάρτηση  της  µεταβλητής  x.  Με  άλλα  λόγια,  υποθέτουµε  ότι  η  FHxL
έχει συνεχείς παραγώγους µέχρι και δεύτερης, τουλάχιστον, τάξης. Για κάθε συγκεκριµένη τιµή της

µεταβλητής  t,  ας  πούµε  για  t = t1,   η  uHx, tL = FHx - c tL  είναι  συνάρτηση  µόνο  του  x,  η

jHxL = uHx, t1L = FHx - c t1L.  H  παράγωγος  της  jHxL  υπάρχει  και  είναι  ίση  µε  j£HxL = F £ Hx - c t1L,
όπου  F £ HxL  η  πρώτη  παράγωγος  της  FHxL.  Η  j£HxL  ονοµάζεται  µερική  παράγωγος  της  uHx, tL  ως

προς τη µεταβλητή x και συµβολίζεται µε ∑x uHx, t1L ή µε ∑ uÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

 Hx, t1L. Θεωρώντας την τιµή t1 τυχαία,

καταλήγουµε στη σχέση

(3. 2)                                 ∑x uHx, tL ª ∑ uÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

 Hx, tL = F £ Hx - c tL.                                  
Με  τον  ίδιο  τρόπο  βρίσκουµε  ότι  η  δεύτερης  τάξης  παράγωγος  της  jHxL  υπάρχει  και  είναι

ίση  µε  j≥ HxL = F ≥ Hx - c t1L,  όπου  F ≥ HxL  η  δεύτερης  παράγωγος  της  FHxL.  Η  j≥ HxL  ονοµάζεται

µερική  παράγωγος  δεύτερης  τάξης  της  uHx, tL  ως  προς  τη  µεταβλητή  x  και  συµβολίζεται  µε

∑x
2 uHx, t1L ή µε ∑2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑x2  Hx, t1L. Συνεπώς,
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(3. 3)                               ∑x
2 uHx, tL ª ∑2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑x2  Hx, tL = F≥Hx - c tL.                              
Aνάλογα,  για  κάθε  συγκεκριµένη  τιµή  της  µεταβλητής  x,  ας  πούµε  για  x = x1,   η

uHx, tL = FHx - c tL  είναι  συνάρτηση  µόνο  του  t,  η  yHtL = uHx1, tL = FHx1 - c tL.  H  παράγωγος  της

yHtL  υπάρχει  και  είναι  ίση  µε  y£ HtL = -c F £ Hx1 - c tL.  Η  y£ HtL  ονοµάζεται  µερική  παράγωγος  της

uHx, tL ως προς τη µεταβλητή t και συµβολίζεται µε ∑t uHx1, tL ή µε ∑ uÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑t

 Hx1, tL. ´Ετσι, για τυχαίο x,

καταλήγουµε στην σχέση

(3. 4)                               ∑t uHx, tL ª ∑ uÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑t

 Hx, tL = -c F £ Hx - c tL.                              
Με  τον  ίδιο  τρόπο  βρίσκουµε  ότι  η  δεύτερης  τάξης  παράγωγος  της  yHtL  υπάρχει  και  είναι

ίση  µε  y ≥ HtL = c2 F ≥ Hx1 - c tL.  Η  y ≥ HtL  λέγεται  µερική  παράγωγος  δεύτερης  τάξης  της  uHx, tL  ως
προς τη µεταβλητή t και συµβολίζεται µε ∑t

2 uHx1, tL ή µε ∑2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑t2  Hx1, tL. ´Ετσι,

(3. 5)                            ∑t
2 uHx, tL ª ∑2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑t2

 Hx, tL = c2 F ≥ Hx1 - c tL.  
Συνεπώς, κάθε συνάρτηση της µορφής uHx, tL = FHx - c tL αποτελεί λύση της εξίσωσης

(3. 6)                 c2 ∑x
2 u Hx, tL = ∑t

2 u Hx, tL ñ c2 ∑
2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x2  Hx, tL = ∑2 uÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑t2 Hx, tL                 

Aυτή  είναι  η  περίφηµη  κυµατική  εξίσωση  (σε  µία  χωρική  διάσταση).  Πρόκειται  για  διαφορική

εξίσωση  που  αφορά  συνάρτηση  δύο  ανεξάρτητων  µεταβλητών  και  άρα  περιέχει  µερικές

παραγώγους της άγνωστης συνάρτησης. Γι’   αυτό ονοµάζεται µερική διαφορική εξίσωση.    

Mε  βάση  την  ανάλυση  που  προηγήθηκε,  είναι  πανεύκολο  να  ελεγθεί  η  αλήθεια  της

ακόλουθης πρότασης.

Αν οι  ΦHxL,  ΨHxL είναι τυχαίες οµαλές συναρτήσεις της µεταβλητής x, τότε η συνάρτηση

(3. 7)                               uHx, tL = ΦHx + c tL+ΨHx - c tL    

αποτελεί  λύση  της  κυµατικής  εξίσωσης.  Μπορεί  επίσης  να  αποδειχτεί  ότι  αυτή  είναι  και  η  γενική

λύση  της  κυµατικής  εξίσωσης,  µε  την  έννοια  ότι,  κάθε  οµαλή  λύση  της  είναι  της  παραπάνω

µορφής.

Aς  υποθέσουµε  ότι   µας  έχει  δοθεί  µια  λύση  της  κυµατικής  εξίσωσης,  γ.π.  η

uHx, tL = Α exp@-Hx - c tL2 ê a2D, κι ότι αυτή παριστάνει την κίνηση των στοιχείων µιας χορδής. Τότε

µπορούµε  εύκολα να υπολογίσουµε  την αρχική µορφή  της χορδής, γιατί η τελευταία  ορίζεται από

τη σχέση y = FHxL, όπου FHxL := uHx, 0L. ´Αρα, στο παράδειγµά µας, 
(3. 8)                                        FHxL = Α expH-x2 ê a2L .                                         

Η  στιγµιαία  ταχύτητα   του  στοιχείου  της  χορδής  που  αντιστοιχεί  στο  σηµείο

x = x1  του  άξονα  x  είναι  ίση  µε  ∑t uHx1, tL.  ´Αρα  η  αρχική  ταχύτητα  των  στοιχείων  της  χορδής

προσδιορίζεται  από  τη  συνάρτηση  GHxL := ∑t uHx, 0L .  Στην  ειδική  περίπτωση  όπου

uHx, tL = Α exp@-Hx - c tL2 ê a2D, εύκολα βρίσκουµε ότι
(3.9)                                                   GHxL = 0.                                                       
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Αντίστροφα,  αν  έχουµε  προσδιορίσει  εκ  των  προτέρων  τη  θέση  και  την  ταχύτητα  κάθε

στοιχείου  της  χορδής  τη  στιγµή  t = 0,  αν  δηλαδή  έχουµε  επιλέξει  τις  συναρτήσεις  FHxL := uHx, 0L
και   GHxL := ∑t uHx, 0L,  τότε  µπορούµε  να  κατασκευάσουµε  την  συνάρτηση  uHx, tL  που περιγράφει

την κίνηση της χορδής κάθε µετέπειτα στιγµή, δηλαδή για κάθε t > 0. 

Πιο  συγκεκριµένα,  από τον τύπο (3. 7) για τη  γενική  λύση της  κυµατικής  εξίσωσης  έπεται

ότι

(3. 10)                                       uHx, 0L = ΦHxL+ΨHxL,                                                 
(3. 11)                                       ∑t uHx, 0L = cΦ£HxL - cΨ£HxL.                                        
Συνεπώς, τα δεξιά µέλη των εξισώσεων  (3. 10) και (3. 11) πρέπει να είναι ίσα προς FHxL και GHxL,
αντίστοιχα. Με άλλα  λόγια, οι συναρτήσεις ΦHxL, ΨHxL πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες
(3. 12)                                         ΦHxL+ΨHxL = FHxL,                                                      
(3. 13)                                         cΦ£HxL - cΨ£HxL = GHxL.                                               

Παραγωγίζοντας την (3. 12), παίρνουµε τη σχέση

(3. 14)                                        Φ£HxL +Ψ£HxL = F £ HxL                                                    
Από τον συνδυασµό των (3. 13) και (3.14) αµέσως έπεται ότι

(3. 15)                                      Φ£HxL = 1ÅÅÅÅ
2
 8F £ HxL+ 1ÅÅÅÅ

c
 GHxL<,                                           

(3. 16)                                      Ψ£HxL = 1ÅÅÅÅ
2
 8F £ HxL- 1ÅÅÅÅ

c
 GHxL<.                                            

Συνακόλουθα,

(3. 17)                                     ΦHxL = 1ÅÅÅÅ
2
 8F HxL + 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿa

x
GHsL d s<,                                     

(3. 18)                                     ΨHxL = 1ÅÅÅÅ
2
 8F HxL - 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿa

x
GHsL d s<,                                      

και άρα                                  

   ΦHx + c tL +ΨHx - c tL = 1ÅÅÅÅ
2
 9F Hx + c tL+ 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿa

x+c t
GHsL d s=   

                                    + 1ÅÅÅÅ
2
 9 F Hx - c tL - 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿa

x-c t
GHsL d s=

                                   = 1ÅÅÅÅ
2
 9F Hx + c tL+ F Hx - c tL+ 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿx-c t

x+c t
GHsL d s=.    

Αυτό σηµαίνει ότι η  λύση uHx, tL της κυµατικής εξίσωσης που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες
(3. 19)                                 uHx, 0L = FHxL,         ∑t uHx, 0L = GHxL,                                    
δίνεται από τον τύπο

(3. 20)                    uHx, tL = 1ÅÅÅÅ
2
 9 FHx + c tL+ FHx - c tL+ 1ÅÅÅÅ

c
 Ÿx-c t

x+c t
GHsL d s =        
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5. 4 Η κυµατική εξίσωση στoν ����3

Ας  υποθέσουµε  ότι  οι  x, y, z  είναι  Καρτεσιανές  συντεταγµένες  του  Ευκλείδειου  τρισδιάστατου

χώρου  �3  και  t  η  συντεταγµένη  του  χρόνου.  Τότε   µε  τον  όρο  κυµατική  εξίσωση  θα  εννοούµε  τη

µερική διαφορική εξίσωση (Μ∆Ε)

(4. 1)                      ∑2uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x2 + ∑2uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑y2 + ∑2uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑z2 - 1ÅÅÅÅÅÅ

c2  
∑2uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑t2

= 0 ,   u = uHx, y, z, tL.   
Με  τον  άλλο  συµβολισµό  των  µερικών  παραγώγων  η  παραπάνω  εξίσωση  γράφεται  σαν

(4. 2)                                  ∑x
2 u + ∑y

2 u + ∑z
2 u - 1ÅÅÅÅÅÅ

c2  ∑t
2 u = 0.    

Επίπεδα κύµατα

Είναι πάρα πολύ εύκολο να βρούµε λύσεις της κυµατικής εξίσωσης που εξαρτιώνται από µία µόνο

χωρική  συντεταγµένη.  Αν  γ.π.  υποθέσουµε  ότι  η  συνάρτηση  u  είναι  ανεξάρτητη  από  τις  χωρικές

µεταβλητές y και z, αν δηλαδή

(4. 3)                                            ∑y u = ∑z u = 0                                                      

τότε η  (4. 2) γίνεται

(4. 4)                                         ∑x
2 u - 1ÅÅÅÅÅÅ

c2  ∑t
2 u = 0.                                                  

Αλλά ήδη γνωρίζουµε ότι οι λύσεις της τελευταίας Μ∆Ε είναι της µορφής

(4. 5)                                  uHx, tL = FHx + c tL+ GHx - c tL    
όπου F, G τυχαίες συναρτήσεις.

Οι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο  (4. 1) που έχουν τη

µορφή  (4.  5)  ονοµάζονται  επίπεδα  κύµατα  που  διαδίδονται  στην  κατεύθυνση  του  άξονα  x.  Kαι

λέγονται επίπεδα, γιατί κάθε χρονική στιγµή η τιµή της συνάρτησης u είναι ίδια σε όλο το επίπεδο

x =σταθ. του �3.  

Για παράδειγµα, η συνάρτηση

(4. 6)                                  u = A cos@ 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
l
 Hx - c tLD ª A cos@kHx - c tLD                               

παριστάνει ένα τριγωνικό ή αρµονικό επίπεδο κύµα που διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση του

άξονα x µε ταχύτητα c.  

Ανάλογα, η συνάρτηση

(4. 7)                               u = A cos@ 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
l
 Hy + c tLD ª A cos@kHy + c tLD                                

παριστάνει  ένα  τριγωνικό  επίπεδο  κύµα  που  διαδίδεται  προς  την  αρνητική  κατεύθυνση  του  άξονα

y.                                                                          
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Γενικεύοντας,  µιλάµε  για  επίπεδα  κύµατα  που  κινούνται  µε  ταχύτητα  (µέτρου)  c  στην

κατεύθυνση  k
z

 του   (τρισδιάστατου  Ευκλείδειου  χώρου  �3).   Πιο  συγκεκριµένα,  ας  θεωρή-  σουµε

τα διανύσµατα 

(4. 8)                                  k
z

= Hkx, ky, kzL,       xz = Hx, y, zL,                                      
Η συνθήκη

(4. 9)                                       k
z

ÿ x
z
ª kx x + ky y + kz z = a                                               

oρίζει ένα επίπεδο του  �3 που βρίσκεται σε απόσταση †a§ ê †k§z  στην κατεύθυνση του διανύσµατος k
z

,

από την αρχή των αξόνων.  Το διάνυσµα k
z

 είναι κάθετο σ' αυτό το επίπεδο.

Ας θεωρήσουµε, τώρα, τη συνθήκη 

(4. 10)                                     k
z

ÿ x
z
-w t = 0,    w > 0.      

Σύµφωνα  µε την προηγούµενη παρατήρηση, τη στιγµή t = t1  η συνθήκη (4. 10) ορίζει ένα επίπεδο

κάθετο στο διάνυσµα  k
z

 που βρίσκεται σε απόσταση  w t1 ê†k§
z

 από την αρχή των αξόνων. Ανάλογα,

τη  στιγµή   t = t2 > t1  η  συνθήκη  (5.  10)   ορίζει  ένα  δεύτερο  επίπεδο  που  είναι  επίσης  κάθετο  στο

διάνυσµα  k
z

 και  βρίσκεται  σε  απόσταση   w t2 ê†k§
z

 από  την  αρχή  των  αξόνων.  ´Αρα  τα  δυο  αυτά

επίπεδα είναι παράλληλα και απέχουν µεταξύ τους κατά   wH t2 - t1L ê†k§
z

.

Aν, λοιπόν, θεωρήσουµε τη συνάρτηση

(4. 11)                                          uIxz, tM ª A exp A- Jkz ÿ xz -w tN
2

E                                     

που παίρνει τη µέγιστη τιµή της όταν  k
z

ÿ x
z
-w t = 0, τότε µπορούµε να πούµε ότι, κατά το χρονικό

διάστηµα  @t1, t2D,  το  µέγιστο  της  uIxz, tM  µετατοπίστηκε  κατά   wH t2 - t1L ê†k§
z

.  Συνεπώς,  η  ταχύτητα

µε την οποία κινήθηκε το µέγιστο αυτής της συνάρτησης είναι

(4. 12)                                              c := w ê†k§z                                                        

Από την άλλη µεριά,  εύκολα διαπιστώνεται ότι κάθε συνάρτηση της µορφής   

(4. 13)                                       uIxz, tM ª F Jkz ÿ xz -w tN   
είναι  λύση  της  κυµατικής  εξίσωσης.  Με  βάση  τις  προηγούµενες  παρατηρήσεις,  οι  συναρτήσεις

αυτής  της  µορφής  αποτελούν  τη  µαθηµατική  αναπαράσταση  των  επίπεδων  κυµάτων  στα  οποία

αναφερθήκαµε νωρίτερα.    

Αν γ.π. FHxL = A expH i xL τότε η (4. 13) συγκεκριµενοποιείται στην

(4. 14)                                    uIxz, tM = A exp i Jkz ÿ xz -w tN    
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οπότε  µιλάµε  για  τριγωνοµετρικά  επίπεδα  κύµατα.  Σ’  αυτή  την  περίπτωση  η  ποσότητα  k
z

ÿ x
z
-w t

ονοµάζεται  φάση  του  κύµατος.  Τα  επίπεδα  που  ορίζονται  από  τη  συνθήκη  k
z

ÿ x
z
-w t =σταθ.

ονοµάζονται και µέτωπα του κύµατος.  

Σφαιρικά κύµατα

Το  ίδιο  εύκολο  είναι  να  κατασκευάσουµε  λύσεις  της  κυµατικής  εξίσωσης  στον  �3  οι  οποίες

χαρακτηρίζονται από σφαιρική συµµετρία. Εννοούµε λύσεις  που, ως  προς τις  χωρικές µεταβλητές,

εξαρτιώνται µόνο από το συνδυασµό

(4. 15)                                       rHx, y, zL :=
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2                                            

των Καρτεσιανών συντεταγµένων x, y, z . 

Για το σκοπό αυτό, παρατηρούµε αρχικά ότι

(4. 16)                                ∑x r = xÅÅÅÅ
r

,       ∑y r = yÅÅÅÅ
r

,      ∑z r = zÅÅÅÅ
r

       

και άρα                               

(4. 17)                       ∑x
2 r = r2-x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r3 ,    ∑y

2 r = r2-y2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r3 ,      ∑z

2 r = r2-z2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r3 .                          

Συνεπώς, όταν  

(4. 18)                          f Hx, y, zL = hHrHx, y, zLL ª HhërL Hx, y, zL,                                  
τότε                                         

(4. 19)                                          ∑x f = xÅÅÅÅ
r
 h £      

(4. 20)                                ∑x
2 f = r2-x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r3  h£ + x2

ÅÅÅÅÅÅ
r2  h

≥,                                                   

(4. 21)                                ∑x
2 f + ∑y

2 f + ∑z
2 f = 2ÅÅÅÅ

r
 h £ + h ≥.                                   

´Αρα, αν υποτεθεί ότι η λύση της κυµατικής εξίσωσης είναι της µορφής

(4. 22)                                    uHx, y, z, tL = hHrHx, y, zL, tL                                          
τότε η   (4. 1 ή 2)  ανάγεται στην   

(4. 23)                                     c2@∑r
2 h + 2ÅÅÅÅ

r
 ∑r hD = ∑t

2 h .   

Τώρα αρκεί να  θέσουµε     

(4. 24)                                           hHr, tL = gHr, tL ê r,                                                    

για να µετατρέψουµε την τελευταία εξίσωση στην     

(4. 25)                                               c2 ∑r
2 g = ∑t

2 g.                                                    

Αλλά αυτή δεν είναι άλλη από  κυµατική εξίσωση σε µια χωρική διάσταση. Η γενική της λύση µας

είναι γνωστή και δίνεται από την έκφραση
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(4. 26)                                      gHr, tL = FHr - c tL + GHr + c tL,                                        
όπου  F, G  τυχαίες  οµαλές  συναρτήσεις  µιας  µεταβλητής.  ´Αρα  οι  αντίστοιχες  λύσεις  της

κυµατικής εξίσωσης   (4. 1 ή 2)  είναι της µορφής     

(4. 27)                uHx, y, z, tL = 1ÅÅÅÅ
r
@FHr - c tL+ GHr + c tLD,    r :=

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 . 

Oι λύσεις αυτής της µορφής ονοµάζονται σφαιρικά κύµατα.  Eιδικότερα, οι λύσεις της µορφής

(4. 28)                                    uHx, y, z, tL = 1ÅÅÅÅ
r
 GHr + c tL    

ονοµάζονται εισερχόµενα κι εκείνα της µορφής

(4. 29)                                    uHx, y, z, tL = 1ÅÅÅÅ
r
 FHr - c tL    

εξερχόµενα σφαιρικά κύµατα.    

Είναι φανερό ότι η συνθήκη  r - c t = 0 ορίζει µια σφαιρική επιφάνεια ακτίνας c t µε κέντρο

την  αρχή  H0, 0, 0L  των  αξόνων  x - y - z.   Κατά  συνέπεια,  µια  κυµατική  διαταραχή  που

περιγράφεται  από  µια  λύση  της  µορφής  (4.  29)  και,  τη  στιγµή  t1,  εντοπίζεται  στα  σηµεία  της

σφαιρικής  επιφάνειας  r = c t1  θα  εντοπίζεται  στα  σηµεία  της  σφαιρικής  επιφάνειας   r = c t2  τη

στιγµή t2 > t1. Στο επόµενο σχήµα δείχνουµε το µισό δυο σφαιρικών επιφανειών που αντιστοιχούν

στη διαδικασία που µόλις περιγράψαµε.  

x

y

z

x

y

z

Σχ. 5.1
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5. 5 Κώνοι ήχου και φωτός

Eίναι  φανερό  πως  δεν  µπορούµε  να  κατασκευάσουµε  σε  µιαν  επίπεδη επιφάνεια  το γράφηµα  µιας

συνάρτησης τριών ή και περισσότερων µεταβλητών, σαν αυτή που περιγράφει τα ηχητικά και άλλα

κύµατα  στο  επίπεδο  και  στον  τρισδιάστατο  χώρο.  Γι  αυτό  οι  γραφικές  παραστάσεις  τέτοιων

συναρτήσεων  είναι,  σε  τελική  ανάλυση,  καθαρά  ποιοτικές.  Η  παρουσίαση  που  ακολουθεί  κινείται

στο πλαίσιο αυτής της παρατήρησης.  

Ας  υποθέσουµε  γ.π.  ότι  θέλουµε  να  µελετήσουµε  γραφικά  το  εξερχόµενο  σφαιρικό  κύµα

που περιγράφεται από τη συνάρτηση

(5.1)                          uHx, y, z, tL = 1ÅÅÅÅ
r
 FHr - c tL = 1ÅÅÅÅ

r
 A sin @kHr - c tLD   

                                                    r :=
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 .                 

Για  να  καταλήξουµε  σε  µια  συνάρτηση  δύο  µεταβλητών,  µπορούµε  να δουλέψουµε,  εναλλακτικά,

µε έναν από τους ακόλοθους τρόπους:  

(i) Επιλέγουµε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, ας πούµε την t = 0, και θεωρούµε τη συνάρτηση

(5. 2)                                  UHx, y, zL := uHx, y, z, 0L
                                                           = 1ÅÅÅÅ

r
 FHrL = 1ÅÅÅÅ

r
 A sin Hk rL                               

Προφανώς,  η  τιµή  αυτής  της  συνάρτησης  εξαρτιέται  µόνο  από  την  απόσταση  r  του  σηµείου

Hx, y, zL  από  την  αρχή  των  Καρτεσιανών  αξόνων  x - y - z.  Iσοδύναµα,    η  συνάρτηση  τριών

µεταβλητών  UHx, y, zL  έχει  την  ίδια  τιµή  σε  κάθε  σηµείο  της  σφαιρικής  επιφάνειας  r = a.   Η

τελευταία  τέµνει  το  επίπεδο  z = 0  του  �3  κατά  µήκος  του  κύκλου   
è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 = a.  Aν,  λοιπόν,

περιοριστούµε στο επίπεδο z = 0, τότε η συνάρτηση  UHx, y, zL ανάγεται στην
(5. 3)                    jHx, yL := UHx, y, 0L = 1ÅÅÅÅ

r
 A sin Hk rL,      r :=

è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2                      

που, ως συνάρτηση δύο µόνο ανεξάρτητων µεταβλητών, επιτρέπει την κατασκευή γραφήµατος. To

αντίστοιχο σχήµα µας δίνει σαφή εικόνα του τρόπου µε τον οποίο µεταβάλλεται η τιµή της  jHx, yL
καθώς µεταβάλλεται η απόσταση r του σηµείου Hx, yL του �2  από την αρχή των αξόνων x, y και,

έµµεσα,  του  τρόπου  µε  τον  οποίο  αλλάζει η  τιµή  της   UHx, y, zL  καθώς  µεγαλώνει  η  απόσταση r

του σηµείου Hx, y, zL του �3 από την αρχή των Καρτεσιανών αξόνων x - y - z.  
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x

y

ϕ

x

Σχ. 5.1

(ii)  Θεωρούµε  τις  r, t  ως  ανεξάρτητες  µεταβλητές  και  κατασκευάζουµε  το  γράφηµα  της

συνάρτησης

(5. 4)                           yHr, tL := 1ÅÅÅÅ
r
 A sin @kHr - c tLD,  r ¥ 0, t œ �,                                  

για κάποιο τµήµα του ηµιεπίπεδου r - t που αποτελεί το πεδίο ορισµού της. Αυτή η συνάρτηση µας

δίνει  σαφή  εικόνα  του  τρόπου  µε  τον  οποίο  µεταβάλλεται τόσο  χωρικά  όσο  και  χρονικά  η  αρχική

uHx, y, z, tL.  Ωστόσο,  θα  πρέπει  να  µην  ξεχνάµε  ότι  ένα  σηµείο  Hr, tL  του  αντίστοιχου  σχήµατος

αντιπροσωπεύει  όλα  τα  σηµεία  της  σφαιρικής  επιφάνειας  
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 = r  του  �3  τη  χρονική

στιγµή t.                                                     

r

t

ψ

r

t

Σχ. 5.2  

Mπορούµε  επίσης  να  σταθούµε  στα  υποσύνολα  του  χωροχρονικού  διαγράµµατος  τα  οποία

είναι  χαρακτηριστικά  της  συµπεριφοράς  της  συνάρτησης  uHx, y, z, tL  που  δίνεται  από  την  (5.1).

Για παράδειγµα, τα υποσύνολα του χώρου  �4   των µεταβλητών x, y, z και t που ορίζονται από τη

συνθήκη

18 Ch_5.nb



(5. 5)                                 r - c t = b =σταθ.,      r :=
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 ,   

είναι  σηµαντικά  για  την  παραπάνω  συνάρτηση.  Και  τούτο  γιατί  ο  παράγοντας

FHr - c tL = A sin @kHr - c tLD  διατηρεί  την  ίδια  τιµή,  FHbL,  σε  όλα  τους  τα  σηµεία.  Αλλά  και  πάλι

είναι  αδύνατο να κατασκευάσουµε  ένα σχήµα που να δίνει πιστή αναπαράσταση των υποσυνόλων

r - c t = b  του  �4.  Το  καλύτερο  που  µπορούµε  να  κάνουµε  είναι  να  κατα-  σκευάσουµε  σχήµατα

που  παριστάνουν  υποσύνολα  το  �3  τα  οποία  ορίζονται  από  εξισώσεις  της  µορφής

f Hx, y, zL =σταθ., δηλαδή επιφάνειες.  
Η  κατάλληλη  “αναγωγή”  επιτυγχάνεται  και  πάλι  µε  το  να  θεωρήσουµε  τους  κύκλουςè!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 = a  του  επίπεδου  z = 0 του  �3  ως  αντιπροσωπευτικούς  των  σφαιρών  
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 = a

του �3.  ´Ετσι, αντικαθιστούµε την (5. 5) από την  

(5. 6)                                   r - c t = b =σταθ.,            r :=
è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 ,    

δηλαδή παραλείπουµε τη συντεταγµένη z, οπότε καταλήγουµε σε εξίσωση της µορφής    

(5. 7)                                     f Hx, y, tL ª r - c t = b =σταθ.    

Αυτή  η  εξίσωση  ορίζει  µια  οικογένεια  κώνων  που  έχουν  την  κορυφή  τους  πάνω  στον  άξονα  t  και

“άνοιγµα”  ίσο µε  q, όπου tan q = c. Aν θέσουµε  c t = w, τότε  ως  προς τον άξονα w οι  παραπάνω

κώνοι  έχουν άνοιγµα  45o.  Στο  σχήµα  δείχνουµε  τον  κώνο  που  αντιστοιχεί στην  τιµή b = 0. Αυτός

έχει την κορυφή του στην αρχή (0, 0, 0) των αξόνων x - y - w.  

H0,0,0L x

y

w=ct

Σχ. 5.3

Σηµειώστε ότι ένα επίπεδο το οποίο περιέχει τον άξονα w τέµνει την επιφάνεια του κώνου

r - c t = 0 κατά µήκος  δύο  ηµιευθειών  που  ξεκινάνε από το σηµείο  (0, 0, 0). Αυτού  του  είδους  οι

ηµιευθείες  οναµάζονται γεννήτριες  του κώνου  και  µπορούν να  εκφραστούν  και µε τον ακόλουθο

τρόπο. Θέτουµε 
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(5. 8)                               x = l cos j,      y = l cos j,      l ¥ 0,   

οπότε η συνθήκη  r - c t = 0 γίνεται

(5. 9)                                                   w ª c t = l.                                                             

Προφανώς,  η  παράµετρος  j  αντιπροσωπεύει  τη  γωνία  που  σχηµατίζει  µε  τον  άξονα  x  η  προβολή

της γεννήτριας στο επίπεδο x y.

Aπό  την  άλλη  µεριά,  ένα  επίπεδο  παράλληλο  προς  το  επίπεδο  x - y  τέµνει  τον  κώνο

r - c t = 0  κατά  µήκος  ενός  κύκλου.  Αν  λοιπόν  θεωρήσουµε  διαφορετικές  τιµές  της  παραµέτρου

d > 0,  τότε  οι  τοµές  των  επιπέδων  w ª c t = d   µε  την  επιφάνεια  του  κώνου  θα  µας  δώσουν  µια

οικογένεια κύκλων που έχουν το κέντρο τους πάνω στον άξονα w, σαν αυτούς του σχήµατος:    

x

y

w=ct

p0H0,0,0L

x

Σχ. 5.4

Αν θέσουµε b = c t0 στην (5. 5), τότε αυτή θα γίνει

(5. 10)                                   
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 = cH t - t0L. 
Παρόλο  που  η  τελευταία  εξίσωση  ορίζει  ένα  υποσύνολο  του  �4,  αυτό  το  υποσύνολο  ονοµάζεται

επίσης  κώνος, λόγω της αναλογίας µε την (5. 7). Ακριβέστερα, ονοµάζεται µελλοντικός κώνος µε

κορυφή  το  χωροχρονικό  σηµείο   Hx, y, z, tL = H0, 0, 0, t0L.  H κορυφή  αυτού  του  κώνου  µπορεί

να µετατεθεί εύκολα από την αρχή των αξόνων x - y - z στο χωρικό σηµείο Hx0, y0, z0L. Αρκεί να
αντικαταστήσουµε την (5. 10) από την    

(5. 11)                            
"##############################################################Hx - x0L2 + Hy - y0L2 + Hz - z0L2 = cH t - t0L .

Bέβαια, όταν θέλουµε να κατασκευάσουµε µια γραφική παράσταση του κώνου που ορίζει η

(5. 11), θα πρέπει να παραλείψουµε µια χωρική διάσταση. Αν γ.π. παραλείψουµε τη συντεταγµένη

z,  τότε  οδηγούµαστε  στην  εικόνα  του  επόµενου  σχήµατος,  το  οποίο,  στην  πραγµατικότητα,

παριστάνει τον κώνο  
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(5. 12)                                   
"########################################Hx - x0L2 + Hy - y0L2 = cH t - t0L.                              

p0Hx0,y0,ct0L

x0

y0
ct0

x

y

w=ct

Σχ. 5.5

Η έννοια της σηµειακής πηγής κυµάτων

Oι  κώνοι  που  περιγράψαµε  πιο  πάνω  επιδέχονται  την  ακόλουθη  φυσική  ερµηνεία.  Συνήθως,  το

φυσικό  αντικείµενο  που  παράγει  ηχητικά,  ηλεκτροµαγνητικά  και  άλλου  είδους  κύµατα  είναι  πάρα

πολύ  µικρό  σε  σύγκριση  µε  τον  χώρο  στον  οποίο  διαδίδονται  τα  κύµατα.  Ο  όγκος  του  στόµατός

µας  γ.π.  είναι  πολύ  µικρότερος  από  τον  όγκο  του  δωµάτιου  στο  οποίο  τυχόν  βρισκόµαστε  και

µιλάµε.  Το  ίδιο  ισχύει  και  για  το  ηχείο  ενός  µικρού  ραδιοφώνου  από  το  οποίο  ακούµε  µουσική  ή

για ένα βιολί σε µια αίθουσα συναυλιών. 

Ανάλογα,  η  κεραία  ενός  ραδιοφωνικού  ή  τηλεοπτικού  σταθµού  έχει  αµελητέες  διαστάσεις

σε σύγκριση µε τον περιβάλλοντα χώρο στον οποίο διαδίδονται τα ηλεκτρο- µαγνητικά κύµατα που

η κεραία παράγει. Από πρακτική άποψη αυτός ο χώρος είναι άπειρος και το ίδιο ισχύει για το φως

που εκπέµπει ένα αστέρι. 

Αυτή η παρατήρηση µας επιτρέπει να θεωρούµε συχνά την πηγή των κυµάτων, δηλαδή το

αντικείµενο  που  τα  παράγει,  ως  ένα  υλικό  σηµείο.  Τότε  µιλάµε  για  µια  σηµειακή  πηγή.  Το

παράδειγµα  των  αστεριών  που  αναφέραµε  παραπάνω  αποτελεί  την  καθαρότερη  εικόνα  της

σηµειακής πηγής. Γιατί, άν εξαιρέσουµε τον ήλιο, όλα τα άλλα αστέρια τα βλέπουµε τη νύχτα σαν

φωτεινά στίγµατα του ουρανού.

Τα  κύµατα  που  εκπέµπει  µια  σηµειακή  πηγή  είναι  υποχρεωτικά  σφαιρικά.  Αν,  λοιπόν,

υποθέσουµε  ότι  µια  σηµειακή  πηγή  βρίσκεται  στην  αρχή  των  Καρτεσιανών  αξόνων  x - y - z  και

ενεργοποιείται (ανάβει) τη χρονική στιγµή t = 0 και παύει (σβήνει) µετά από T  sec, τότε θα έχουµε

το  ακόλουθο  αποτέλεσµα.  Το  κύµα  που  παράγεται από  την  πηγή  αρχίζει  να  διαδίδεται   προς  όλες

τις κατευθύνσεις και, µέσα σε χρόνο t1 > 0 φτάνει σε απόσταση r = c t1  από την αρχή των αξόνων.
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Αν θεωρήσουµε όλες τις ενδιάµεσες χρονικές στιγµές στο διάστηµα 0 § t § t1  τότε η σχέση r = c t

που  µας  λέει  που  είχε  φτάσει  το  “µέτωπο”  του  κύµατος  τη  στιγµή  t,  είναι  ακριβώς  εκείνη  που

ορίζει τον µελλοντικό κώνο µε κορυφή το χωροχρονικό σηµείο Hx, y, z, tL = H0, 0, 0, 0L.
To τελευταίο µέρος του κύµατος που εκπέµπει η πηγή παράγεται τη στιγµή t = T .  Άρα, αν

t1 > T , τότε τη στιγµή  t = t1 η “ουρά”  του κύµατος θα έχει φτάσει σε απόσταση r = c Ht1 - TL από
την  αρχή  των  αξόνων.  Συνεπώς,  η  σχέση  r = c Ht - TL,  T § t § t1,   µας  λέει  σε  ποια  απόσταση

γίνεται αισθητή η  παύση της πηγής τη στιγµή t. ´Οµως, η r = c Ht - TL είναι η σχέση που ορίζει τον

µελλοντικό κώνο µε κορυφή το χωροχρονικό σηµείο Hx, y, z, tL = H0, 0, 0, TL.
Αυτές  οι παρατηρήσεις µας  δίνουν  σαφή εικόνα της φυσικής σηµασίας  των χωροχρονικών

κώνων  και  της  µεταξύ  τους  περιοχής.  Η  τελευταία  είναι  η  χωροχρονική  ζώνη  όπου  υπάρχει  το

κύµα.  Αν  υποθέσουµε  ότι  το  T  τείνει  στο  µηδέν,  τότε  αυτή  η  ζώνη  γίνεται  όλο  και  πιο  λεπτή έως

ότου ταυτιστεί µε τον αρχικό κώνο r = c t. Μ’  αυτό τον τρόπο καταλήγουµε σε µιαν άλλη φυσική

ερµηνεία  του  κώνου  µε  κορυφή  το  χωροχρονικό  σηµείο  Hx, y, z, tL = H0, 0, 0, 0L  και  γενικότερα
του  Hx, y, z, tL = Hx0, y0, z0, t0L:  Παριστάνει  το  σφαιρικό  κύµα  το  οποίο  εκπέµπει  µια  σηµειακή

πηγή που είναι ενεργή για ένα απειροελάχιστο διάστηµα γύρω από τη χρονική στιγµή t = t0.

Ανάλογα,  τώρα,  µε  το  είδος  των  κυµάτων  που  εκπέµπει  η  σηµειακή  πηγή,  ο  κώνος  µε

κορυφή το τυχαίο σηµείο Hx0, y0, z0, t0L ονοµάζεται κώνος φωτός, κώνος ήχου κ.λπ.
Παράδειγµα

Θεωρούµε  µια  πυγολαµπίδα  (κωλοφωτιά)  που  στέκεται  στην  αρχή  των  Καρτεσιανών  αξόνων

x - y - z  ενός  συστήµατος  αναφοράς  Σ.  Υποθέτουµε  ότι  η  το  σύστηµα  παραγωγής  φωτός  που

διαθέτει  η  κωλοφωτιά  ενεργοποιείται  κάθε  Tsec  και  σβήνει  αµέσως.  Αν  θεωρήσουµε  την

πυγολαµπίδα ως σηµειακή πηγή, τότε το γρήγορο αναβόσβηµά της µας επιτρέπει να παραστήσουµε

τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που εκπέµπει σαν κώνους φωτός µε κορυφή τα χωροχρονικά σηµεία

8H0, 0, 0, t0 + n TL<,  όπου  n=0,  1,  2,  ...  Για  τους  λόγους  που  αναφέραµε  πιο  πάνω,  η  γραφική

παράσταση  της  εκποµπής  φωτεινών  σηµάτων  από την  ακίνητη πυγολαµπίδα είναι  αδύνατη  αν  δεν

παραλείψουµε  µία  χωρική  διάσταση.  Με  αυτό  τον  τρόπο,   καταλήγουµε  στο  πρώτο  της  επόµενης

σειράς σχηµάτων.  

Το  δεύτερο  σχήµα  της  σειράς  προκύπτει  όταν  η  πυγολαµπίδα  κινείναι  µε  σταθερή

ταχύτητα.  Στο τρίτο η πυγολαµπίδα διαγράφει κύκλους γύρω από τήν αρχή των χωρικών αξόνων.

Σηµειώστε  ότι,  στην  πραγµατικότητα  οι  µελλοντικοί  κώνοι  φωτός  εκτείνονται  ως  το

άπειρο.  Κατά  συνέπεια,  σ’  ένα  πιο  ρεαλιστικό  σχήµα  ο  ένας  κώνος  θα  έκρυβε  τον  άλλονε.  Γι’

αυτό περιοριζόµαστε στο να δείχνουµε µόνο ένα τµήµα καθενός κώνου φωτός -εκείνο που περιέχει

την κορυφή του (≡το  γεγονός εκποµπής).

22 Ch_5.nb



x

y

w=ct

x

y

w=ct

x

y

w=ct

Σχ. 5.6

5. 6 Φωνόνια, φωτόνια και άλλες ασώµατες ... κεφαλές

Πολλά φυσικά φαινόµενα που εξηγούνται µε την έννοια της κυµατικής διάδοσης, όπως είναι ο ήχος

και  το  φως,  περιγράφονται  ικανοποιητικά  και  µε  την  έννοια  της  κίνησης  άµαζων  σωµατίων.  Από

αυτή  τη  σκοπιά,  η  παραγωγή  ηχητικών  κυµάτων  από  κάποιο  αντικείµενο  ισοδυναµεί  µε  την

εκτόξευση  σωµατίων  µηδενικής µάζας που κινούνται µε την ταχύτητα του ήχου. Αυτά τα σωµάτια

αναφέρονται σαν φωνόνια  (phonons) (από τη λέξη φωνή). Ανάλογα, τα σωµάτια που αντιστοιχούν

σε  ηλεκτροµαγνητικά  κύµατα  ονοµάζονται  φωτόνια  (photons)  (από  τη  λέξη  φως)  και  άρα

µπορούµε  να  µιλάµε  γενικά  για  τα  κυµατόνια  (kcymatons),  εννοώντας  τα  άµαζα  σωµάτια  που

συνδέουµε  µε  κάποια  φυσική  διαδικασία  στην  οποία  ορµή  κι  ενέργεια  µεταδίδονται  από  µια

περιοχή σε άλλη µε τη µορφή κυµάτων.

Το πρώτο ερώτηµα που ανακύπτει όταν υιοθετηθεί η σωµατιακή εικόνα για φαινόµενα σαν

τον  ήχο  και  το  φως  είναι  το  πώς  εκφράζονται  τα  χαρακτηριστικά  των  κυµάτων  που  ονοµάσαµε

περίοδο  και  συχνότητα.  Η  λύση  αυτού  του  ζητήµατος  δεν  είναι  δύσκολη.  Αν  γ.π.  έχουµε  να

κάνουµε µε µια σηµειακή πηγή φωτός που εκπέµπει ηλεκτροµαγνητικά κύµατα συχνότητας f , τότε

θεωρούµε  ότι  η  δοσµένη  πηγή  εκτοξεύει  ένα  φωτόνιο  κάθε  T sec,  όπου  T = 1 ê f .   Mε  ανάλογο

τρόπο  υπολογίζουµε  τη  συχνότητα  της  συγκεκριµένης  ακτινοβολίας  που  καταγράφει  κάποιος

κινητός ή ακίνητος δέκτης που βρίσκεται µακριά από την πηγή. Η ακριβής διαδικασία περιγράφεται

στο ακόλουθο παράδειγµα, στο οποίο δίνεται µια “σωµατιακή”  εξήγηση του φαινόµενου Doppler.
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Παράδειγµα

Μια  σηµειακή  πηγή  φωτός,  Π,  ακινητεί  στην   στην  αρχή  των  Καρτεσιανών  αξόνων  x y z  ενός

συστήµατος  αναφοράς  Σ.  Αν  η  συχνότητα  του  φωτός  που  εκπέµπει  η  Π  είναι  f ,  ζητείται  η

συχνότητα του “βλέπει”  ένας δέκτης, ∆, ο οποίος κινείται κατά µήκος του άξονα x µε ταχύτητα V ,

τέτοια που » V » < c.

Σύµφωνα  µε  την  παραπάνω  υπόδειξη  για  τη  σωµατιακή  περιγραφή  της  εκποµπής  και

διάδοσης  του  φωτός,  υποθέτουµε  ότι  η  πηγή  Π   εκπέµπει  ένα  φωτόνιο  προς  την  κατεύθυνση  του

δέκτη ∆ τη στιγµή t1 = 0 κι ένα δεύτερο  τη στιγµή t2 = T = H1 ê f L. Για ευκολία, θεωρούµε και τον

δέκτη σαν ένα σωµάτιο (υλικό σηµείο) και υποθέτουµε ότι βρίσκεται στην ίδια πλευρά του άξονα x

καθ’  όλο  το  χρονικό  διάστηµα  0 § t § t4,  όπου  t4  η  στιγµή  που  το  δεύτερο  φωτόνιο  φτάνει  στον

δέκτη.

Αν  υποθέσουµε  ότι  δέκτης  παραµένει  στη  θετική  πλευρά   του  άξονα  x  κατά  την  εκποµπή

και  λήψη  των  φωτονίων,  τότε  η  κίνησή  του  περιγράφεται  από  την  εξίσωση  x = a + V t,  µε  τη

δέσµευση  ότι x > 0 για κάθε t œ @0, t4D. Αντίστοιχα,  η κίνηση του πρώτου φωτόνιου περιγράφεται

από  την  εξίσωση  x = c t  και  του  δεύτερου  από  την  x = cH t - TL,  όπου  t ¥ T .  (Θυµίζουµε  ότι  η

σταθερή c παριστάνει έναν θετικό αριθµό.)
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´Ετσι,  λοιπόν,  το  πρώτο  φωτόνιο  θα  φτάσει  στον  δέκτη  τη  στιγµή  t3  κατά  την  οποία

c t3 = a + V t3  (Γεγονός  g3,  του  παρακάτω  σχήµατος).  Συνεπώς,  t3 = a ê Hc - V L.  Ανάλογα,  το

δεύτερο  φωτόνιο  φτάνει  στον  δέκτη  (γεγονός  g4)  τη  στιγµή  t4  που  καθορίζεται  από  την  ισότητα

cH t4 - TL = a + V t4.  Από  αυτήν  έπεται  ότι  t4 = Ha + c TL ê Hc - V L.  ´Αρα  τα  φωτόνια  φτάνουν  στον

δέκτη ∆ µε διαφορά χρόνου T £, όπου

(6. 1)                             T £ := t4 - t3 = a+c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

- aÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

= c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

= 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-HV êcL  T .

Συνακόλουθα,
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(6. 2)                            f £ := 1ÅÅÅÅÅÅÅ
T £ = @1 - HV ê cLD 1ÅÅÅÅÅ

T
= @1 - HV ê cLD f .      

Αντίθετα,  αν  ο  δέκτης  βρίσκεται  στην  αρνητική  πλευρά  του  άξονα  x,  τότε  η  κίνησή  του

περιγράφεται από την ίδια εξίσωση x = a + V t, αλλά µε τη δέσµευση ότι x < 0 για κάθε t œ @0, t4D,
ενώ  η  κίνηση  των  δύο  φωτονίων  περιγράφεται  από  τις  εξισώσεις   x = -c t   και  x = -cH t - TL,
αντίστοιχα. 
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Σχ. 6.1

´Αρα, σ' αυτή την περίπτωση, το πρώτο φωτόνιο θα φτάσει στον δέκτη τη στιγµή t3  κατά την οποία

-c t3 = a + V t3.  Συνεπώς,  t3 = -a ê Hc + V L.   Ανάλογα,  το  δεύτερο  φωτόνιο  θα  συναντήσει  τον

δέκτη  τη  στιγµή  t4  κατά  την  οποία  -c Ht4 - TL = a + V t4.  Aπό  αυτήν  έπεται  ότι

t4 = H-a + c TL ê Hc + V L και άρα
(6. 3)                         T £ := t4 - t3 = -a+c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c+V
+ aÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
= c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c+V
= 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1+HV êcL  T . 

Συνακόλουθα,

(6. 4)                            f £ := 1ÅÅÅÅÅÅÅ
T £ = @1 + HV ê cLD 1ÅÅÅÅÅ

T
= @1 + HV ê cLD f .                      

Θα  πρέπει  να  σηµειωθεί  ότι  ο  δέκτης  αποµακρύνεται  από  την  πηγή,  αν,  κατά  το  χρονικό

διάστηµα  που  λαµβάνει  τα  διαδοχικά  φωτόνια,  είτε  βρίσκεται  στη  θετική  πλευρά  του  άξονα  x  και

V > 0,  ή  βρίσκεται  στην  αρνητική  πλευρά  του  άξονα  x  και  V < 0.  Αντίστροφα,  ο  δέκτης  κινείται

προς την πηγή αν βρίσκεται στη θετική πλευρά του άξονα x και V < 0, ή βρίσκεται στην αρνητική

πλευρά του άξονα x και V > 0.  Από τις σχέσεις (6. 2) και (6. 4) έπεται ότι στην πρώτη περίπτωση η

συχνότητα του φωτός f £ που καταγράφει ο δέκτης είναι µικρότερη από τη συχνότητα εκποµπής, f .

Αντίθετα, όταν πλησιάζει προς την πηγή  f £ > f . Αυτό είναι το λεγόµενο φαινόµενο Doppler.    

Το  δεύτερο  ζήτηµα  που  προκύπτει  µε  την  εικόνα  των  άµαζων  ή  ασώµατων  σωµατίων  που

ονοµάσαµε  κυµατόνια  είναι  αυτό  της  αναπαράστασης  της  ορµής  και  της  ενέργειάς  τους.  Είναι

φανερό  ότι  αυτές  οι  φυσικές  ποσότητες  δεν  µπορούν  να  κατασκευαστούν  παρά  µόνο  µε  τη  χρήση
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των  δυο  βασικών   χαρακτηριστικών  των  αντίστοιχων  κυµάτων  που  είναι  η  ταχύτητα  διάδοσης,   c,

και  η συχνότητά τους, f .

Για  να  λύσουµε  αυτό  το  πρόβληµα  ξεκινάµε  από  την  παρατήρηση  ότι,  στο  πλαίσιο  της

Νευτωνικής  µηχανικής,  η  ορµή  m u  ενός  έµµαζου  σωµάτιου  έχει  διάσταση

(µάζα)·(ταχύτητα)=gr ÿ cm ê sec,  ενώ  η  κινητική  του  ενέργεια   H1 ê 2L m u2  έχει  διάσταση

(µάζα)·(ταχύτητα)2=gr ÿ Hcm ê secL2 ª erg.  Συνεπώς,  είναι  αδύνατο  να  κατασκευαστούν  µεγέθη  µε

αυτές  τις  διαστάσεις  χρησιµοποιώντας  αποκλειστικά  και  µόνο  τις  ποσότητες  c  και  f  που  έχουν

διάσταση cm ê sec και 1 ê sec, αντίστοιχα.

Ωστόσο,  τo  1900,  η  µελέτη   των  ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων  από  τη  µεριά  του  Μax

Planck   είχε  φέρει  στο  προσκήνιο   µια  νέα  φυσική  σταθερή,  την  h,  που  είχε  τη  διάσταση  της

φυσικής  ποσότητας  που  ονοµάζουµε  δράση,  δηλαδή  ergs ÿ sec = gr ÿ cm2 ê sec.  O  Einstein,  την  ίδια

χρονιά  που  διατύπωσε  τη  θεωρία  της  Ειδικής  Σχετικότητας,  δηλαδή  το  1905,  παρατήρησε  ότι  το

γινόµενο  h H f ê cL  έχει  τη  διάσταση  της  ορµής  και  το  γινόµενο  h f  τη  διάσταση  της  ενέργειας.

Υιοθέτησε, λοιπόν, αυτές  τις  εκφράσεις για την ορµή και ενέργεια των φωτονίων και µ’  αυτό τον

τρόπο  έδωσε  ικανοποιητική  εξήγηση  στο  λεγόµενο  φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο,  το  οποίο

απαχολούσε  την  κοινότητα  των  φυσικών  εκείνη  την  περίοδο.   Η  ιδέα  του  Einstein  έχει  πλέον

καθιερωθεί  και  θα  την  υιοθετήσουµε  κι  εµείς  ως  την  ορθή  λύση  του  ζητήµατος  που  αναφέραµε

νωρίτερα.  (  Το  1921  ο   Einstein  τιµήθηκε  µε  το  βραβείο  Νόµπελ  για  την  εξήγηση  του

φωτοηλεκτρικού φαινόµενου   - και όχι για τη θεωρία της Σχετικότητας, όπως θα νόµιζε κανείς).

Θυµίζουµε  ότι  η  ποσότητα w = 2 p f  ονοµάζεται  γωνιακή  συχνότητα  το  κύµατος.  ´Ετσι  το

γινόµενο h f  γράφεται σαν Ñw όπου

(6. 5)                             Ñ := h ê 2 p = 1, 05457 ÿ 10-27 ergs ÿ sec H = gr cm2 ê secL.                     
Συνεπώς,  ως  ενέργεια  ενός  φωτόνιου  που  αντιστοιχεί  σε  ηλεκτροµαγνητικά κύµατα  συχνότητας  f

ορίζουµε την ποσότητα

(6. 6)                                                   E := Ñw = h f .                                                    

Aν  το  φωτόνιο  κινείται  στην  κατεύθυνση  του  διανύσµατος  k
z

œ �3,  το  οποίο  επιλέγουµε  να  έχει

µέτρο 

(6. 7)                                                 †k§z = 2 p f ê c = w ê c ,                                     

τότε ως ορµή του φωτόνιου ορίζουµε το διάνυσµα     

(6. 8)                                                         p :
z

= Ñ k
z

.                                                        

Σηµειώστε ότι από τις (6. 6-8)  έπεται ότι 

(6. 9)                                                        E = c †p§z .                                                       
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5. 7 Κυµατική εξίσωση και µετασχηµατισµοί Γαλιλαίου

΄Οπως  έχουµε  διαπιστώσει,  µια  συνάρτηση  των  µεταβλητών  x, t  της  µορφής  uHx, tL = FHx - c tL,
όπου FHxL  µια οµαλή συνάρτηση της µεταβλητής x  και c > 0, παριστάνει ένα κύµα  που διαδίδεται

µε ταχύτητα c προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα x σ’  ένα µονοδιάστατο µέσο (χορδή).

Ανάλογα,   µια  συνάρτηση   της  µορφής  uHx, y, z, tL = FHx - c tL  παριστάνει  ένα  επίπεδο

κύµα  που  διαδίδεται  µε  ταχύτητα  c  προς  τη  θετική  κατεύθυνση  του  άξονα  x  σ’  ένα  τρισδιάστατο

µέσο  (αέρα),  σύµφωνα  µε  ένα  σύστηµα  αναφοράς  Σ  στο  οποίο  οι  x,  y,  z  είναι  Καρτεσιανές

συντεταγµένες του Ευκλείδειου  χώρου �3.

Ας  υποθέσουµε  τώρα  ότι  το  σύστηµα  αναφοράς  Σ£  κινείται  µε  ταχύτητα  V  ως  προς  το  Σ,

παράλληλα  προς  τον  άξονα  x.  Αν  η  σχέση  των  χωροχρονικών  προσδιορισµών  που  δίνουν  τα

συστήµατα  αναφοράς  (ΣΑ)  Σ  και  Σ£  εκφράζεται  από  τον  (ειδικό)  µετασχηµατισµό  του  Γαλιλαίου,

τότε θα έχουµε

(7. 1)                               x £ = x - V t, y £ = y, z £ = z, t £ = t                              

και, αντίστροφα,

(7. 2)                              x = x £ + V t £, y = y £, z = z £, t = t £                           

Η  αντικατάσαση  των  τελευταίων  σχέσεων  στην   uHx, y, z, tL = FHx - c tL  δίνει  το  ακόλουθο

αποτέλεσµα.

(7. 3)                jHx £, y £, z £, t £L := uHx £ + V t £, y £, z £, t £L = FHx £ + V t £ - c t £L           
Ισοδύναµα, στο ΣΑ Σ£ το δοσµένο επίπεδο κύµα θα περιγράφεται από τη συνάρτηση

(7. 4)                               jHx £, y £, z £, t £L = F@x £ - Hc - V L t £D                              
Aυτό σηµαίνει ότι στο Σ£ το κύµα διαδίδεται µε ταχύτητα 

(7. 5)                                                c £ = c - V  .                                                         

Αξίζει να σηµειωθεί ότι θα είχαµε καταλήξει στο ίδιο ακριβώς αποτέλεσµα, αν είχαµε θεωρήσει το

επίπεδο  κύµα  σαν  µια  δέσµη  φωτονίων  που  κινούνται  παράλληλα  προς  των  άξονα  x.

Aν,  τώρα,  το  κύµα  είναι  τριγωνοµετρικό,  τότε  το  Σ£  θα  το  βλέπει  να  έχει  το  ίδιο  µήκος

κύµατος αλλά διαφορετική συχνότητα . Αν γ.π.   

(7. 6)                           FHx - c tL = A sin@kHx - c tLD,   k > 0,                                     

τότε  

(7. 7)                    jHx £, y £, z £, t £L = A sin@kHx £ - Hc - V L t £LD         

(7. 8)                    jHx £, y £, z £, t £L = A sin@kHx £ - c £ t £LD,   c £ := c - V    

και άρα        
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(7. 9)                                    l£ := 2 p ê » k » = l.

Συνακόλουθα,                                                          

(7. 10)                          T £ := 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c £ »k» = lÅÅÅÅÅ

c£
= lÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
= TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1- VÅÅÅÅÅc L  ,    

και             

(7. 11)                             f £ := 1ÅÅÅÅÅÅ
T £ = c-VÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

l
= H1 - VÅÅÅÅÅ

c
L f  .                                

To τελευταίο αποτέλεσµα είναι ταυτόσηµο µ’  εκείνο που βρήκαµε από τη “σωµατιακή”  ανάλυση

του φαινόµενου Doppler (βλ. εξ. (6. 2) ).    

5. 8 Το πείραµα Michelson-Morley

Το  1881   ο  αµερικανός  φυσικός  Μichelson  εκτέλεσε  ένα  σηµαντικό  πείραµα,  που  επανέλαβε  το

1887  συνεργαζόµενος  µε  τον  Μorley,  µε  σποπό  να  µετρήσει  την  ταχύτητα  της  γης  ως  προς  τον

αιθέρα.  Θυµίζουµε  πως  αιθέρα  ονόµαζαν  οι  φυσικοί  του  19ou  αιώνα  το  διάφανο  ρευστό  που

υπέθεταν ότι περιβάλλει όλα τα υλικά σώµατα και αποτελεί το µέσο διάδοσης των διαταραχών του

ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου,  συνεπώς  και  του  φωτός.  Ο  υπολογισµός  της  ταχύτητας  της  γης  θα

στηριζόταν στον τύπο (7. 5) και στα φαινόµενα συµβολής που περιγράψαµε παραπάνω.

Το όργανο µεγάλης ακρίβειας που επινόησε για τους σκοπούς του πειράµατός του ο Michel‐

son  ονοµάστηκε  συµβολόµετρο  Michelson  και  τα  βασικά  στοιχεία  της  δοµής  του  φαίνονται  στο

επόµενο  σχήµα.  Πιο  συγκεκιριµένα,  πάνω  σε  µιαν  οριζόντια  επιφάνεια  (τραπέζι)  τοποθετείται  µια

πηγή  µονοχρωµατικού  φωτός  και  τρεις  καθρέφτες,   Κ1,  Κ2  και  Κ3,  στη  διάταξη  του  σχήµατος.  Οι

επιφάνειες  των  καθρεφτών  είναι  κατακόρυφες  (κάθετες  στο  επίπεδο του  τραπεζιού) και  ο Κ1  είναι

ηµιδιαφανής  -αντανακλά  ένα  µέρος  του  φωτός  που  πέφτει  επάνω  του  και  αφήνει  το  υπόλοιπο  να

τον διαπεράσει.  

∗
Πηγή

ü
Τηλ∂σκόπιο

Κ1

Κ2

Κ3

Σχ. 8.1  

Στη σύγχρονη έκδοση του πειράµατος Michelson - Μorley ως πηγή µονοχρωµατικού φωτός

χρησιµοποιείται  µια  συσκευή  laser  (λέιζερ).  Αυτή  η  συσκευή  τοποθετείται  στο  τραπέζι  µε  τρόπο

ώστε  η  ακτίνα  φωτός  (δέσµη  φωτονίων)  που  εκπέµπει  να  είναι  κάθετη  στην  επιφάνεια  του
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καθρέφτη  Κ2  και  να  σχηµατίζει  γωνία  45o  µε  την  επιφάνεια  του  ηµιδιαφανούς  καθρέφτη  Κ1  που

παρεµβάλλεται.  Σαν  αποτέλεσµα,  το  τµήµα  της  δέσµης  που  αντανακλάται  από  τον  Κ1

κατευθύνεται στον καθρέφτη Κ3. 

Το  φως  που  φτάνει  στους  καθρέφτες  Κ2  και  Κ3  υφίσταται  αντανάκλαση  και  επιστρέφει

στον  Κ1.  Εκεί,  ένα  µέρος  αυτού  που  προέρχεται  από  τον  Κ2  αντανακλάται  και  φτάνει  στο

τηλεσκόπιο  που  κυττάει  προς  τον  καθρέφτη  Κ3.  ´Ενα  µέρος  αυτού  που  προέρχεται  από  τον  Κ3

διαπερνάει τον   Κ1  και φτάνει επίσης στο τηλεσκόπιο. Αν οι επιφάνειες των καθρεφτών Κ2  και Κ3

δεν είναι ακριβώς κάθετες η µια στην άλλη, τότε το φως που προέρχεται από τον Κ2  µ’  εκείνο που

προέρχεται  από τον Κ3  είναι  σαν  να  πηγάζουν από δύο  σηµεία  που βρίσκονται  το ένα  πολύ κοντά

στο  άλλο.  Σαν  αποτέλεσµα,  κυττάζοντας  µέσα  από  το  τηλεσκόπιο  (ή  πάνω  σε  κατάλληλη

επιφάνεια, αν πρόκειται για ακτίνες  laser) βλέπουµε κροσσούς συµβολής.

Ας  υποθέσουµε  τώρα  ότι  η  απόσταση  των  καθρεφτών  Κ1  και  Κ2  είναι  L2,  ενώ  εκείνη  των

Κ1  και Κ3 είναι L3. Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι το τραπέζι µε τα όργανα που περιγράψαµε κινείται

µε  ταχύτητα  µέτρου  V  στην  κατεύθυνση  της  ακτίνας  που  εκπέµπει  η  πηγή  ως  προς  το  σύστηµα

αναφοράς Σ στο οποίο ο αιθέρας ακινητεί. Θεωρούµε  ότι η ταχύτητα του φωτός ως προς το Σ έχει

µέτρο c. Συνεπώς, ως προς το  σύστηµα αναφοράς Σ£  του τραπεζιού η ταχύτητα του φωτός θα είναι

ίση µε 

(8. 1)                                                c
z £

= c
z
- V

z

                                                         

Αναλυτικότερα,  ένα  φωτόνιο  που  κατευθύνεται  από  τον  καθρέφτη  Κ1  προς  τον  Κ2  κινείται  µε

ταχύτητα   c £ = c - V  . Κατά την επιστροφή του   κινείται µε ταχύτητα   c £ = c + V . Συνακόλουθα,

αυτό το φωτόνιο καλύπτει τη συνολική διαδροµή του σε χρόνο    

(8. 2)                                     T2 = L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

+ L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c+V

= 2 c L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2-V 2                                           

Από την άλλη, ένα φωτόνιο που κατευθύνεται από τον καθρέφτη Κ1 προς τον Κ3 κινείται µε

ταχύτητα    µέτρου  c £ =
è!!!!!!!!!!!!!!!!

c2 - V 2 .  Κι  αυτό  γιατί  τα  διανύσµατα   c
z
,   c

z £
 και  V

z

 σχηµατίζουν  το

ορθογώνιο τρίγωνο του επόµενου σχήµατος.

V
z

c
z

c
z ′

Σχ. 8.2  
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To ίδιο  ισχύει  και  κατά  την  επιστροφή  αυτού  του  φωτόνιου  στον  καθρέφτη  Κ1,  µε  µόνη  διαφορά

ότι το προηγούµενο σχήµα αντικαθίσταται από το αµέσως επόµενο.

V
z

c
z

c
z ′

Σχ. 8.3  

Συνακόλουθα, αυτό το φωτόνιο καλύπτει τη συνολική διαδροµή του σε χρόνο   

(8.3)                                T3 = L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!
c2-V 2

+ L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!
c2-V 2

= 2 L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!
c2-V 2

   

´Αρα, η χρονική διαφορά ανάµεσα στις δυο παραπάνω διαδροµές είναι ίση µε        

(8.4)                                     T2 - T3 = 2 c L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2-V 2 - 2 L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!

c2-V 2
   

´Οταν ο λόγος V ê c είναι πολύ µικρότερος από τη µονάδα, τότε                           

(8.5)                   2 c L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2-V 2 > 2 L2ÅÅÅÅÅÅÅ

c
I1 + V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 M,    2 L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!

c2-V2
> 2 L3ÅÅÅÅÅÅÅ

c
 I1 + 1ÅÅÅÅ

2
 V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 M            

και άρα      

(8. 6)                                  T2 - T3 > 2 L2-L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

+ 2 L2 -L3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 .                                 

Ειδικότερα στην περίπτωση που      

(8. 7)                                            L2 = L3 = L,                                                      

η χρονική διαφορά των διαδροµών γίνεται  

(8. 8)                                      T2 - T3 >
LÅÅÅÅÅ
c
 V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 .                                                   

Αυτή η χρονική διαφορά συνεπάγεται διαφορά φάσης ίση µε

(8. 9)                                 j = 2 p T2-T3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
T

= 2 p LÅÅÅÅÅÅÅÅ
c T

 V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 ,                                    

όπου T   η περίοδος του φωτός που εκπέµπει η µονοχρωµατική πηγή. Η συχνότητα του φωτός είναι

τότε ίση µε f = 1 êT , ενώ,  όπως γνωρίζουµε,

(8. 10)                                             f l = lÅÅÅÅÅ
T

= c,                                                  
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όπου λ το µήκος κύµατος. ´Αρα η (8. 9) γράφεται σαν

(8. 11)                                         j = 2 p LÅÅÅÅÅ
l
 V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 .                                             

Η διαφορά φάσης καθορίζει τη διάταξη των κροσσών συµβολής. Η τελευταία αλλάζει, όταν

η  πειραµατική συσκευή  στραφεί  κατά 90o  γύρω  από τον κατακόρυφο  άξονα.  Πιο  συγκεκριµένα,  η

περιστροφή της συσκευής έχει σαν αποτέλεσµα την αλλαγή της διαφοράς φάσης κατά  dj = 2 j και

τη µετατόπιση της αρχικής σειράς των κροσών κατά 

(8. 12)                                      dΝ = djÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

= 2 LÅÅÅÅÅÅÅÅ
l
 V 2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2                                            

κροσσούς.                                                                                                 

Aν υποθέσουµε  ότι η ταχύτητα  V   της συσκευής  Michelson - Μorley  ως  προς τον αιθέρα

είναι  της  τάξης   της  ταχύτητας  µε  την  οποία  η  γη  περιστρέφεται  γύρω  από  τον  ήλιο,  τότε

V > 30 km ê sec και  άρα    V ê c > 10-4.   Mε  L > 11 m  και  l > 5, 9ä10-7 m,  όπως  στο  πείραµα  που

εκτέλεσαν  οι   Michelson  -  Μorley,  ο  τύπος  (8.  12)  δίνει  µετατόπιση  dΝ > 0, 4.  Aυτός  ο  αριθµός

είναι  πολύ  µεγαλύτερος  από  την  αβεβαιότητα  των  πειραµατικών  µετρήσεων.  Συνεπώς,  η

προβλεπόµενη  µετατόπιση  των  κροσσών  συµβολής  θα  καταγραφόταν  πολύ  εύκολα.  Παρ’  όλ’

αυτά,  τόσο  στα  πειράµατα  των  ίδιων  των   Michelson  και  Μorley,  όσο  και  στις  µετέπειτα

επαναλήψεις  τους  από  άλλους  ερευνητές,  δεν  παρατηρήθηκε  καµία  µετατόπιση.  Το  µόνο  λογικό

συµπέρασµα  από  αυτό  το  µηδενικό  αποτέλεσµα  ήταν  ότι  η  γη  δεν  κινείται  ως  προς  τον  αιθέρα,

παρά την τεράστια ταχύτητά της των 30 km ê sec ως προς το ηλιακό σύστηµα. 

Με  άλλα  λόγια,  το  πείραµα   Michelson  -  Μorley  φαινόταν  να  δείχνει  ότι  η  γη

συµπαρασύρει  κατά  την  κίνησή  της  ένα  µέρος  του  αιθέρα,   µε  αποτέλεσµα  η  συσκευή  του

πειράµατος να είναι τελικά ακίνητη ως προς τον αιθέρα. ´Ετσι, η ταχύτητα του φωτός είναι ίδια και

ίση  µε   c  προς  κάθε  κατεύθυνση  µέσα  στο  εργαστήριο.  Ωστόσο,  αυτό  το  συµπέρασµα  ερχόταν  σε

αντίθεση µε άλλες παρατηρήεις που έδειχναν ακριβώς το αντίθετο. Μια απ’  αυτές έχει να κάνει µε

το φαινόµενο  της αποπλάνησης των αστεριών: Το τηλεσκόπιο ενός αστεροσκοπείου, για να βλέπει

ένα  µακρινό  αστέρι  σ’  όλη τη  διάρκεια  ενός  έτους,  πρέπει ν’  αλλάζει συνεχώς  προσανατολισµό,

εξαιτίας  της  συνεχούς  αλλαγής που  υφίσταται  το  διάνυσµα  της  ταχύτητας  της  γης,   V
z

,  ως  προς  το

ηλιακό σύστηµα. 

Συνακόλουθα,  µια  ικανοποιητική  εξήγηση  του  αποτελέσµατος  που  έδωσε   το  πείραµα

Michelson - Μorley  θα έπρεπε να αναζητηθεί σε άλλη κατεύθυνση  και όχι στην υπόθεση  ότι η γη

συµπαρασύρει  τον  αιθέρα.  Η  λύση  του  προβλήµατος  που  µέχρι  σήµερα  θεωρείται  ικανοποιητική

δόθηκε  το  1905, από τον τότε  26χρονο Albert Einstein και   παρουσιάζεται  στο επόµενο  κεφάλαιο.
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6 Θεωρία σχετικότητας του Einstein

6. 1  Mετασχηµατισµοί Lorentz  

´Οπως είδαµε στα προηγούµενα εδάφια ο λεγόµενος  ειδικός µετασχηµατισµός Γαλιλαίου

(1.1)                                      G : Hx, y, z, tL Ø Hx £, y £, z £, t £L                                           
ορίζεται από τους τύπους 

(1.2)                                  x £ = x- V t, y £ = y, z £ = z, t £ = t                                   

Η  φυσική  σηµασία  αυτού  του  µετασχηµατισµού  είναι  η  ακόλουθη:  Υποθέτουµε  ότι  το  ΑΣΑ  Σ£

κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα  V  στην  κατεύθυνση  του  άξονα   x  ως  προς  το  ΑΣΑ  Σ.  Αν  οι

χωροχρονικές  συντεταγµένες  του  γεγονότος  g  ως  προς  το  Σ  είναι  Hx, y, z, tL,  τότε  οι

συντεταγµένες  του  ίδιου  γεγονότος  g  ως  προς  το  Σ£  είναι  οι  αριθµοί  Hx £, y £, z £, t £L  που  δίνονται

από τους τύπους (1.2).

Είδαµε  επίσης  ότι  ο  µετασχηµατισµός  Γαλιλαίου  οδηγεί  αµέσως  στο  συµπέρασµα  ότι  οι

ταχύτητες  u  και   u £  ενός  σωµάτιου  σ  ως  προς  τα  ΑΣΑ  Σ  και  Σ£,  αντίστοιχα,  συνδέονται  µε  τις

σχέσεις

(1.3)                               u £
x £ = u x - V , u £

y £ = u y, u £
z £ = u z                                 

Συνακόλουθα, είναι αδύνατο για ένα σωµάτιο να  έχει την ίδια ταχύτητα και στα δύο ΑΣΑ Σ και Σ£.

Το ίδιο µάλιστα ισχύει και για την ταχύτητα διάδοσης των κυµατικών διαταραχών σε ρευστά µέσα,

ειδικότερα για τη διάδοση του φωτός στον αιθέρα.  

Ωστόσο,  τα  πειράµατα  που  είχαν  πραγµατοποιηθεί  µέχρι  και  την  αρχή  του   20ou  αιώνα

έδιναν αποτελέσµατα που δεν ταίριαζαν µε όσα αναµένονταν από τις σχέσεις (1.3). Η εξήγηση που

έδωσε ο Einstein το 1905 στηρίχθηκε στην ακόλουθη υπόθεση (φυσικό αξίωµα):

Η ταχύτητα του φωτός στο κενό είναι ίδια σε όλα ανεξαιρέτως τα ΑΣΑ. 

Παρατήρηση

Αν  δεχτούµε  αυτή  την  υπόθεση,  τότε  θα  πρέπει  να  υιοθετήσουµε  και  µια  διαφορετική  εικόνα  για

την  κατηγορία  των  συστηµάτων  αναφοράς  που  ονοµάζουµε  αδρανειακά.  Κι  αυτό  γιατί  µια

κατηγορία νοητικών  αντικειµένων,  όπως  είναι αυτή  των ΑΣΑ,  καθορίζεται  από τη  σχέση ανάµεσα

σε  δυο  τυχαία  µέλη  της.  Αν,  λοιπόν,  δεχτούµε  ότι  η  σχέση  δύο  τυχαίων  ΑΣΑ  εκφράζεται  από  το

µετασχηµατισµό Γαλιλαίου, τότε είναι αδύνατο να ευσταθεί η υπόθεση Einstein.                           



Θα  προσπαθήσουµε  να  δούµε  αν  υπάρχει  η  δυνατότητα  µιας  µικρής  τροποποίησης  του

µετασχηµατισµού  Γαλιλαίου  που  να  καλύπτει  το  αίτηµα  του  Einstein.  Για  το  σκοπό  αυτό  θα

περιοριoριστούµε  στο  τµήµα  x- t  αυτού  του  µετασχηµατισµού,  µια  και  από  τους  τύπους   (1.2)

είναι  φανερό  πως  αυτό  το  κοµµάτι  συνδέεται  ουσιαστικά  µε  την  κίνηση  του  ενός  συστήµατος  ως

προς το άλλο (που πάντα υποθέτουµε ότι γίνεται στην κατεύθυνση x).

Μια  µικρή  αλλαγή,  λοιπόν,  του  µέρους  x- t  του  µετασχηµατισµού  Γαλιλαίου  θα  ήταν  η

ακόλουθη

(1.4)                                        x £ = bHV L Hx- V tL,     t £ = g HV L t                                  
όπου b, g κάποιες συναρτήσεις του V  που µένει να προσδιοριστούν. 

Ωστόσο,  δεν  αργεί  κανείς  να  διαπιστώσει  ότι,  οι  σχέσεις  (1.4)  έχουν  την  εξής  συνέπεια:

´Ενα σωµάτιο που κινείται κατά µήκος του άξονα x µε ταχύτητα u ως προς το ΑΣΑ Σ θα κινείται µε

ταχύτητα

(1.5)                                              u £ = bHV LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
g HV L  Hu - V L                                                    

ως προς το ΑΣΑ Σ£. 

Αυτή  η  σχέση  θα  πρέπει  να  ισχύει  ειδικότερα  για  ένα  σωµάτιο  που  είναι  ακίνητο  στο  Σ,

δηλαδή για u = 0, και να δίνει ως αποτέλεσµα u £ = -V . Κι αυτό γιατί, η πρόταση 

“Tο  Σ£ κινείται µε ταχύτητα V  ως προς το Σ”   

είναι, από φυσική άποψη, ταυτόσηµη µε την πρόταση 

“Tο  Σ κινείται µε ταχύτητα -V  ως προς το Σ£ ”.   

´Οµως, για u = 0, η (1.5)  γίνεται u £ = -Hb êgL V .  ´Αρα οι συναρτήσεις b και g θα πρέπει να είναι

ίδιες.

Τότε, όµως, οι σχέσεις (1.4) γίνονται

(1.6)                                   x £ = g HV L Hx - V tL,      t £ = g HV L t                                    

και η σχέση των ταχυτήτων  (1.5) ανάγεται και πάλι στην           

(1. 7)                                                   u £ = u - V .                                                         

Το εγχείρηµα απέτυχε! Συγκεκριµένα, η υπόθεση ότι οι χωροχρονικές συντεταγµένες Hx, tL
και  Hx £, t £L ενός γεγονότος ως προς τα ΑΣΑ  Σ και Σ£, αντίστοιχα, συνδέονται µε τις σχέσεις (1.4)

οδηγεί  στη  Γαλιλαιική σχέση  των  ταχυτήτων. Αλλά η τελευταία  δεν  επιτρέπει να  ισχύει  η  ισότητα

u £ = u,  παρά  µόνο  στην  περίπτωση  όπου  V = 0.  Αυτό  έρχεται  σε  αντίθεση  προς  το  αξίωµα  του

Einstein.                                                                       

Μια κάπως ριζικότερη αλλαγή είναι αυτή που κάνει την δεύτερη από τις (1.6) όµοια µε την

πρώτη:

(1.8)                           x £ = g HV L Hx- V tL,         t £ = g HV L@t - dHV L xD                               
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Με άλλα λόγια, τόσο η  x £ όσο και η  t £ προκύπτουν από έναν γραµµικό συνδυασµό των x  και  t. 

Από  αυτή  την  υπόθεση  αµέσως  συνάγεται  το  ακόλουθο  συµπέρασµα:  Αν,  σύµφωνα  µε  το

ΑΣΑ  Σ,   οι  χωρικές  συντεταγµένες  δύο  γεγονότων  διαφέρουν  κατά   ∆ x  και  οι  χρονικές  κατά ∆ t,

τότε  στο Σ£ θα διαφέρουν κατά  ∆ x £ και  ∆ t £, αντίστοιχα, όπου  

(1.9)                 ∆ x £ = g HV L H∆ x - V ∆ tL        ∆ t £ = g HV L@∆ t - dHV L∆ xD         
´Ενα σωµάτιο s, που στο χρονικό διάστηµα ∆ t κινείται µε σταθερή ταχύτητα u κατά µήκος

του άξονα x, καλύπτει το χωρικό διάστηµα 

(1.10)                                                  ∆ x = u ∆ t.                                                            

Η αντικατάσταση της (1.10) στις (1.9) δίνει τις         

(1.11)                        ∆ x £ = g HV L Hu - V L∆ t        ∆ t £ = g HV L@1 - dHV L uD ∆ t.

Συνακόλουθα, 

(1.12)                                    ∆ x £ = ∆ x £

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t £

 ∆ t £ = u -VÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-dHV L u

 ∆ t £ .     

Αυτή η σχέση γράφεται και στη µορφή

(1.13)                                               ∆ x£ = u £ ∆ t £,                                                             

όπου                                               

(1.14)                                              u £ = u - VÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-dHV L u

                                                          

Με  άλλα λόγια,   σύµφωνα  µε  το  ΑΣΑ  Σ£,  το  σωµάτιο  s  κινήθηκε για  ένα  χρονικό  διάστηµα   ∆ t £

και κάλυψε το χωρικό διάστηµα ∆ x £ = u £ ∆ t £. Συνεπώς, η ποσότητα  u £  παριστάνει την ταχύτητα

του σ ως προς το Σ£.                                             

Παρατήρηση

Καταλήξαµε στην σχέση (1.14) έχοντας υποθέσει ότι η ταχύτητα του s είναι σταθερή.  Ωστόσο, ο

ίδιος  τύπος  ισχύει  ακόµα  και  όταν  η  ταχύτητα  του  s  ως  προς  το  Σ  δεν  είναι  σταθερή.  Αρκεί  να

θεωρούµε ότι η  u παριστάνει τη στιγµιαία  ταχύτητα  uHtL του σ . 

Ας  εξετάσουµε,  τώρα,  τη  δυνατότητα  να  ικανοποιείται  πλέον  το  αίτηµα  του  Einstein.  Για

τον σκοπό αυτό, θέτουµε u = c στην εξίσωση (1.14) και επιβάλλουµε τη συνθήκη να είναι και η u £

ίση µε c. ´Ετσι καταλήγουµε στην εξίσωση 

(1.15)                                                        c = c -VÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-dHV L c

                                                        

που λύνεται εύκολα ως προς την dHV L για να δώσει

(1.16)                                                       dHV L = VÅÅÅÅÅÅ
c2                                                            
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Αυτό  σηµαίνει  ότι  το  αίτηµα  του  Einstein   µπορεί  να  ικανοποιηθεί.  Αρκεί  η  συνάρτηση

dHV L στο µετασχηµατισµό (1.8) να επιλεγεί ίση µε  V ê c2.  Με αυτή την επιλογή, η σχέση (1.14) που

συνδέει τις ταχύτητες γίνεται  

(1.17)                                                 u £ = u - VÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- u VÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

                                                    

Αντίστοιχα, ο µετασχηµατισµός (1.8) παίρνει τη µορφή 

(1. 18)                        x £ = gHV L Hx - V tL,     t £ = gHV L Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL.     

´Αρα  µένει  να  προσδιοριστεί  και  η  συνάρτηση  gHV L  για  να  ολοκληρωθεί  και  η  σχέση

ανάµεσα  στις  συντεταγµένες    Hx £, t £L   και   Hx, tL.  Για  το  σκοπό  αυτό,  στηριζόµαστε  στο    εξής

επιχείρηµα. Θεωρούµε ένα τρίτο ΑΣΑ, το Σ≥, το οποίο κινείται µε ταχύτητα U  ως προς το Σ£. Tότε,

σύµφωνα  µε την  (1.18), οι συντεταγµένες   Hx ≥, t ≥L καθορίζονται από τις  Hx £, t £L µε βάση τους

τύπους    

(1.19)                            x≥ = gHUL Hx £ - U t £L,   t ≥ = gHUL Ht £ - UÅÅÅÅÅÅ
c2 x £L.                          

Ας  εξετάσουµε  ειδικότερα  την  περίπτωση  όπου U = -V .  Σ’  αυτή  την  περίπτωση το  ΑΣΑ

Σ≥ κινείται µε ταχύτητα -V  ως προς το Σ£ και άρα ταυτίζεται µε το Σ. Συνεπώς, όταν   U = -V ,  οι

σχέσεις (1.19) γίνονται   

(1.20)                            x = gH-V L Hx £ + V t £L, t = gH-V L Ht £ + VÅÅÅÅÅÅ
c2 x £L.                            

Με βάση τις (1.18), οι (1.20) γράφονται και ως εξής:       

(1.21)                    x = gH-V L gHV L I1 - V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 M x , t = gH-V L gHV L I1 - V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 M t .                  

Συνεπώς,       

(1.22)                                               gH-V L gHV L = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

. 

Επιπλέον, η  συνάρτηση   gHV L  πρέπει να σέβεται τις ακόλουθες συνθήκες:

(1.23)                                          gH0L = 1,         gH-V L = gHV L.                                        
Η πρώτη συνάγεται από την εξής παρατήρηση:  ΄Οταν V = 0, το ΑΣΑ Σ£  ταυτίζεται µε το Σ. ´Αρα,

για  V = 0,  ο  µετασχηµατισµός  (1.18)  πρέπει  να  καταλήγει  στον  ταυτοτικό  x £ = x,   t £ = t.  Αλλά,

όταν V = 0, οι σχέσεις (1.18) γίνονται

(1. 24)                                              x£ = gH0L x,   t£ = gH0L t.                                         

Συνεπώς, gH0L = 1.  

Η  δεύτερη  από  τις  συνθήκες  (1.23)  δηλώνει  ότι  η  συνάρτηση  gHV L  πρέπει  να  είναι  άρτια.

Για  να  αποδείξουµε  την  αναγκαιότητά της,  ξεκινάµε  από  την  εξής  παρατήρηση.  Η  αντικατάστασηHx, x £, V L Ø H-x, -x £, -V L  θα  πρέπει  να  µην  αλλάζει  τις  σχέσεις  (1.18).  Κι  αυτό  γιατί,  το  ποια

κατεύθυνση  των  αξόνων x και x £  ονοµάζουµε  θετική και  ποια αρνητική είναι, από φυσική  άποψη,

αδιάφορο.  Με  άλλα  λόγια,  η  επιλογή  της  θετικής  και  της  θετικής  κατεύθυνσης  των  αξόνων  δεν
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επιβάλλεται από κάποια εγγενή ιδιότητα του  χώρου, παρά είναι καθαρά θέµα σύµβασης. Αν όµως,

µε  βάση  την  αρχική  µας  επιλογή  της  θετικής  φοράς  αυτών  των  αξόνων,  το  ΑΣΑ  Σ£  κινείται  µε

ταχύτητα, ας  πούµε,  12 m ê sec ως  προς το  Σ (οπότε  το Σ  κινείται µε  ταχύτητα -12 m ê sec ως  προς

το Σ£), τότε, µετά την αντιστροφή της φοράς των αξόνων, το Σ£  θα κινείται µε ταχύτητα -12 m ê sec

ως προς το Σ (και το Σ µε ταχύτητα 12 m ê sec ως προς το Σ£).

Η αντικατάσταση Hx, x £, V L Ø H-x, -x £, -V L µετατρέπει τις σχέσεις (1.18) στις

(1. 25)                           -x £ = gH-V L H-x+ V tL,    t £ = gH-V L Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL                          

που γράφονται και σαν

(1.26)                               x £ = gH-V L Hx- V tL,      t £ = gH-V L Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL.                          

Προφανώς, οι τελευταίες  θα είναι ταυτόσηµες  µε  τις  (1.18) εάν και µόνο  όταν τηρείται η συνθήκη

gH-V L = gHV L.
Από  τις  συνθήκες  (1.23)  των  οποίων  την  αναγκαιότητα  µόλις  αποδείξαµε  έπεται  ότι  η

σχέση (1.22) είναι ισοδύναµη µε την   

(1.27)                                               gHV L = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

                                                   

και άρα οι σχέσεις (1.14) γίνονται τελικά  

(1. 28)                 x £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Hx - V tL,       t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL                           

Παρατήρηση.  Εδώ  ουσιαστικά  περιγράφουµε  την  ισοτροπία  του  χώρου.  Το  επιχείρηµα

διατυπώνεται και ως εξής. Αρχικά θεωρούµε για ευκολία ότι V > 0 και κάνουµε την αντικατάσταση

V Ø -V .  Αυτό  σηµαίνει  ότι  το  ΑΣΑ  Σ£  κινείται  προς  την  αρνητική  κατεύθυνση  του  άξονα  x.  Ο

αντίστοιχος µετασχηµατισµός δίνει

                                   x £ = gH-V L Hx+ V tL,    t £ = gH-V L Ht + VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL .

Στη  συνέχεια  στρίβουµε  στο  σύστηµα  x- y- z  κατά  180° γύρω  από  τον  άξονα  z.  Το  αποτέλεσµα

είναι ο µετασηµατισµός των αξόνων x - y σε xè - y
è ,  όπου

                                                 xè = -x,    yè = -y.

Το  ίδιο  γίνεται  και  µε  τους  άξονες   x£ - y£.   Συνακόλουθα,  ο  προηγούµενος  µετασχηµατισµός

γίνεται

                            -xè £ = gH-V L H-xè + V t
èL,    tè £ = gH-V L Htè - VÅÅÅÅÅÅ

c2 xèL.
Ισοδύναµα,

                               xè £ = gH-V L Hxè - V t
èL,    tè £ = gH-V L Htè - VÅÅÅÅÅÅ

c2 x
èL.    

Αλλά  η  φυσική  σχέση  των  Σ
è

 και  Σ
è £

 είναι  ίδια  µ’  εκείνη  των  Σ  και  Σ£.  ΄Αρα,  ο  προηγούµενος

µετασχηµατισµός πρέπει να είναι ταυτόσηµος µε τον  

                                    xè £ = gHV L Hxè - V t
èL,    tè £ = gHV L Htè - VÅÅÅÅÅÅ

c2 x
èL. 
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Αυτή η απαίτηση ικανοποιείται εάν και µόνο όταν     

                                                    gH-V L = gHV L          
ð

Η  φυσική  σηµασία  και  οι  συνέπειες  των  σχέσεων  (1.28)  θα  αναλυθούν  διεξοδικά  στο

υπόλοιπο  αυτών  των  σηµειώσεων.  Γι’  αυτό,  προσωρινά  θα  σταθούµε  σε  θέµατα  ορολογίας  και

συµβολισµού.  Αρχικά  θα  σηµειώσουµε  ότι,  όπως  στον  µετασχηµατισµό  Γαλιλαίου,  οι  σχέσεις

(1.28)  διευρύνονται  για  να  καλύψουν  και  τις  υπόλοιπες  συντεταγµένες  y  και  z,  στην  ακόλουθη

µορφή:

(1.29)        x £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Hx- V tL, y £ = y, z £ = z, t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL      

H απεικόνιση  

(1.30)                                  L : Hx, y, z, tLØ Hx £, y £, z £, t £L                                         
που  ορίζεται  από  τους  τύπους  (1.29)  ονοµάζεται  ειδικός  µετασχηµατισµός  Lorentz  και  αποτελεί

τον πυρήνα της θεωρίας του Einstein που καθιερώθηκε µε το όνοµα Ειδική Σχετικότητα.    

Θα  πρέπει  να  σηµειωθεί  ότι  το  επίθετο  ειδικός-ή  δεν  έχει  την  ίδια  σηµασία  στις  δυο

τελευταίες  φράσεις.  Ο  µετασχηµατισµός  που  ορίζεται  από  τις  σχέσεις  (1.26)  λέγεται  ειδικός  για

τους  ίδιους  ακριβώς  λόγους  που  ονοµάζεται  ειδικός  ο  µετασχηµατισµός  Γαλιλαίου  που  ορίζεται

από  τις  σχέσεις  (1.  2).   Πρώτα,  γιατί  οι  αρχές  των  χωροχρονικών  αξόνων  x y z t   και  x £ y £ z £ t £

ταυτίζονται.  Με  άλλα  λόγια,  όταν   Hx, y, z, tL = H0, 0, 0, 0L  τότε   Hx £, y £, z £, t £L = H0, 0, 0, 0L
και αντίστροφα. ´Επειτα, τη στιγµή t = 0, οι χωρικοί άξονες x y z του ΑΣΑ Σ είναι παράλληλοι προς

τους  x £ y £ z £  του  Σ£.   Aργότερα  θα  έχουµε  την  ευκαιρία  να  µελετήσουµε  τον  γενικότερο

µετασχηµατισµό Lorentz. Ωστόσο, µπορούµε από τώρα να σηµειώσουµε ότι, ο τελευταίος διαφέρει

από τον  ειδικό  µόνο  ως  προς  τη  µορφή  και  όχι  ως  προς  την  ουσία  της  σχέσης  των  συστηµάτων  Σ

και Σ£, την οποία περιγράφει.

Από  την  άλλη  µεριά,  η  θεωρία  που  έχει  ως  θεµέλιο  τις  σχέσεις  (1.29)  ονοµάζεται  Ειδική

Σχετικότητα,  έτσι  ώστε  να  διακρίνεται  από  την  θεωρία  που  διατύπωσε  ο  Einstein  το  1915.  Αυτή

απέβλεπε  στο  να  εκφράσει  τη  σχέση  δύο  συστηµάτων  αναφοράς  που  το  ένα  κινείται  ως  προς  το

άλλο  µε  µεταβαλλόµενη,  γενικά,  ταχύτητα.    Τελικά,  η  προσπάθεια  του  Einstein  να  γενικεύσει  τα

αποτελέσµατα  της  Ειδικής  Σχετικότητας  οδήγησε  σε  µιαν  επαναστατική  εικόνα  για  τη  σχέση  του

πεδίου  βαρύτητας  µε  τη  δοµή  του  χωρόχρονου,   η  οποία  καθιερώθηκε  αργότερα  µε  την  επωνυµία

Γενική Σχετικότητα.   

6. 2  Πρώτες συνέπειες του µετασχηµατισµού  Lorentz

 Οι µετασχηµατισµοί  του  Lorentz διαφέρουν  ριζικά από εκείνους  του  Γαλιλαίου, παρόλο που, από

µαθηµατική άποψη, ανήκουν στην ίδια κατηγορία: Είναι οµογενείς γραµµικοί. 

Συγκεκριµένα, σε αντίθεση προς εκείνους του Γαλιλαίου, οι µετασχηµατισµοί του Lorentz
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(i) Περιέχουν µια "παγκόσµια σταθερή" µε διάσταση ταχύτητας, το c. 

(ii) ∆εν έχουν νόηµα για κάθε τιµή της παραµέτρου V , που εκφράζει την ταχύτητα του ΑΣΑ Σ£  ως

προς το ΑΣΑ Σ: Ο παράγοντας I1 - V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 M-1ê2

  επιβάλλει τον περιορισµό

(2.1)                                     -c < V < c ñ » V » < c.                                

                                                             

Ο περιορισµός (2.1) οδηγεί αυτόµατα και σε ένα πολύ σηµαντικό φυσικό αποτέλεσµα: 

Στον βαθµό που ο µετασχηµατισµός Lorentz µας δίνει τη σωστή σχέση δυο ΑΣΑ, 

µε άλλα λόγια,  αν η Ειδική Σχετικότητα είναι ορθή ως φυσική θεωρία, τότε 

ένα σωµάτιο δεν µπορεί να αποκτήσει ταχύτητα ίση ή µεγαλύτερη από εκείνη του φωτός στο 

κενό! 

Αυτό  το  συµπέρασµα  συνάγεται  αµέσως  από  την  ακόλουθη  παρατήρηση.  Ας  υποθέσουµε

ότι  το  σωµάτιο  σ  κινείται  µε  ταχύτητα  u  παράλληλα  προς  τον  άξονα  x,  ως  προς  το  ΑΣΑ  Σ.  Τότε

µπορούµε  να  θεωρήσουµε  ένα  ΑΣΑ  Σ£  που  κινείται  µε  ταχύτητα  V = u  ως  προς  το  Σ  (οπότε  το  σ

εµφανίζεται  ακίνητο  στο  Σ´). Αφού,  λοιπόν η  ταχύτητα V  του  Σ£  ως  προς  το  Σ  δεν  επιτρέπεται να

φτάσει (πολύ περισσότερο να ξεπεράσει) σε απόλυτη τιµή την ταχύτητα του φωτός c, το ίδιο ισχύει

και για την ταχύτητα του σ. 

Η δεύτερη αξιοσηµείωτη συνέπεια του µετασχηµατισµού Lorentz, είναι ότι 

Ο χαρακτηρισµός δύο ή και περισσότερων γεγονότων  ως ταυτόχρονων γίνεται πλέον 

σχετικός, δηλαδή εξαρτιέται από το ΑΣΑ που καταγράφει αυτά τα γεγονότα. 

Για να το διαπιστώσουµε, ας θεωρήσουµε  τα τυχαία γεγονότα g1  και  g2  που, σύµφωνα  µε  κάποιο

ΑΣΑ  Σ,  συµβαίνουν  ταυτόχρονα  στα  σηµεία  x1  και  x2 ∫ x1  του  άξονα  x.  Αυτό  σηµαίνει  ότι

tHg1L = tHg2L, ή, απλούστερα, t1 = t2. Ισοδύναµα, 

(2.2)                                              ∆ t := t2 - t1 = 0.                                             

´Οµως, από τη γραµµικότητα των σχέσεων  (1.29) αµέσως έπεται ότι γενικά

(2.3)                                      ∆ x £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 H∆ x - V ∆ tL,
∆ y £ = ∆ y,

∆ z £ = ∆ z,

∆ t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 H∆ t - VÅÅÅÅÅÅ
c2 ∆ xL

                               

όπου ∆ x := x2 - x1,   ∆ x £ := x2
£ - x1

£  κ.λ.π.   ´Αρα, στην περίπτωση που  ∆ t = 0,  θα έχουµε

(2.4)                                                ∆ t £ = - 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 VÅÅÅÅÅÅ
c2 ∆ x .                                         
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Αφού  ∆ x ∫ 0,  η (2.4) συνεπάγεται ότι  και ∆ t £ ∫ 0, πράγµα που  σηµαίνει ότι τα  γεγονότα g1  και

g2 δεν είναι ταυτόχρονα από τη σκοπιά του ΑΣΑ Σ£.

                                                       

Από  πρακτική  άποψη,  ο  µετασχηµατισµός  Lorentz  σπάνια  διιαφέρει  από  εκείνον  του

Γαλιλαίου.  Αυτή  η  παρατήρηση  έχει  την  ακόλουθη  έννοια.  Η  ταχύτητα  του  φωτός  στο  κενό  είναι

πάρα πολύ  µεγαλύτερη  από την  ταχύτητα µε  την οποία  συνήθως  κινούνται  τα  σώµατα, άρα  κι ένα

τυχαίο  ΑΣΑ  ως  προς  κάποιο  άλλο.  Κι  αυτό  γιατί,  η  απόλυτη  τιµή  της  ταχύτητας  του  φωτός  στο

κενό δίνεται, µε πολύ µεγάλη ακρίβεια, από τον αριθµό

 (2.5)                                        c = 300.000 km ê sec = 3ä108 m ë sec                          

Από την άλλη

(α)  ´Ενα  σύγχρονο  τρένο  κινείται  µε  ταχύτητα  που  η  απόλυτη  τιµή  της  είναι  της  τάξης» V » = 360 km ê h=0,1km/sec.

(β)  Η  ταχύτητα  του  ήχου  στον  αέρα  είναι  περίπου  vs = 340 m ë sec = 0, 34 km ê sec   (σε  απόλυτη

τιµή).

(γ)  ´Ενα  σύγχρονο  επιβατικό  υπερηχητικό  αεροπλάνο  (σαν  το  Concorde)   κινείται  µε  ταχύτητα

διπλάσια εκείνης του ήχου στον αέρα (2 Mach).  

(δ) Η ταχύτητα του ήχου στα στερεά σώµατα είναι της τάξης των 3 km/sec.

´Αρα  η  ταχύτητα  του  φωτός  στο  κενό  είναι  περίπου  100.000  φορές  µεγαλύτερη  από  τη

µεγαλύτερη  από  τις  τέσσερες  ταχύτητες  που  αναφέραµε  πιο  πάνω!  Γενικότερα,  στις  περισσότερες

περιπτώσεις ο λόγος 

(2.6)                                                    b := VÅÅÅÅÅ
c

                                               

είναι, σε απόλυτη τιµή, πάρα πολύ µικρότερος από τη µονάδα. Συνακόλουθα, ο συντελεστής 

(2.7)                                           g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 ,                                    

που εµφανίζεται στις  εξισώσεις (1.29) και (2.3), δε διαφέρει παρά ελάχιστα από τη µονάδα. Για τον

ίδιο  λόγο,  ο  όρος   VÅÅÅÅÅÅ
c2 ∆ x  στην  τέταρτη  από  τις  εξισώσεις  (2.3),  για  παράδειγµα,  είναι  συνήθως

αµελητέος.  Αν  σταθούµε  στην  περίπτωση  των  σύγχρονων  γεγονότων  g1  και   g2  που  εξετάσαµε

παραπάνω  και  υποθέσουµε   ότι  b = 0, 1,  τότε  ο  όρος   VÅÅÅÅÅÅ
c2 ∆ x  θα  γίνει   ίσος  µε  1sec  αν  η  χωρική

απόσταση των g1 και  g2 είναι ίση ∆ x = cÅÅÅÅÅ
b
ÿ 1 sec = 3.000 .000 km! 

Η τελευταία παρατήρηση, ότι δηλαδή ο µετασχηµατισµός Lorentz δεν διαφέρει ουσιαστικά

από το µετασχηµατισµό Γαλιλαίου όταν η ταχύτητα του ΑΣΑ Σ£  ως προς το ΑΣΑ Σ είναι µικρή σε

σύγκριση µε την ταχύτητα του φωτός στο κενό, δεν πρέπει να µας παρασύρει στο να συµπεράνουµε

ότι  ανάµεσα  στις  αντίστοιχες  θεωρίες  για  τη  δοµή  του  χώρου  και  του  χρόνου  υπάρχει  απλώς  µια

ποσοτική διαφορά. Γιατί συµβαίνει ακριβώς το αντίθετο. Αν ονοµάσουµε  την πρώτη “θεωρία  των
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Galilei-Newton”  και  τη  δεύτερη  ”θεωρία  των  Einstein-Minkowski”,  τότε  αυτές  οι  δυο  θεωρίες

είναι θεµελιακά διαφορετικές. 

´Εχουµε  ήδη  επισηµάνει  ορισµένες  από  τις  διαµετρικά  αντίθετες  συνέπειές  τους,  όπως  το

γεγονός  ότι  η  θεωρία  των  Einstein-Minkowski  προβλέπει  ένα  πάνω  φράγµα  στις  ταχύτητες  όλων

ανεξαιρέτως  των  σωµάτων,  ενώ  η  θεωρία  των  Galilei-Newton  επιτρέπει  στα  σώµατα  να

αποκτήσουν  οσοδήποτε  µεγάλες  ταχύτητες.  Εδώ  περιοριζόµαστε  στο  να  αναφέρουµε  ότι  µια  άλλη

έκφανση  της  θεµελιακής  διαφοράς  των  δύο  θεωριών  είναι  ότι,  στο  πλαίσιο  της  θεωρίας  των  Ein‐

stein-Minkowski,  ο  χώρος  και  ο  χρόνος  συναποτελούν  έναν  τετραδιάστατο γεωµετρικό  χώρο  στον

οποίο  αποκτά  νόηµα  η  χωρο-χρονική  απόσταση  δύο  τυχαίων  γεγονότων,  πράγµα  που  δεν  ισχύει

στη θεωρία των Galilei-Newton. Η αναλυτική παρουσίαση της δοµής του κατά Einstein-Minkowski

χωρόχρονου θα γίνει σε επόµενο κεφάλαιο.

6. 3  Χωροχρονικά διαγράµµατα

Η ανάλυση των διαφορετικών  εικόνων που µας  δίνουν  δύο διαφορετικά ΑΣΑ για τα ίδια γεγονότα

ή  την  κίνηση  ενός  σώµατος  διευκολύνεται  µε  την  κατασκευή  αντίστοιχων  χωροχρονικών

διαγραµµάτων.  Σ'  αυτό  το  εδάφιο  θα  περιοριστούµε  στην  κατασκευή  τέτοιων  διαγραµµάτων  που

αντιστοιχούν σε µία µόνο  χωρική διάσταση - αυτή που συνδέεται  µε την κατεύθυνση  της σχετικής

κίνησης των δύο ΑΣΑ.

Για  να  γίνει  αισθητή  η  διαφορά  από  τα  αντίστοιχα  διαγράµµατα  που  κατασκευάσαµε  σε

σχέση  µε  το  µετασχηµατισµό  Γαλιλαίου,  θα  εισαγάγουµε  τον  ακόλουθο  νεωτερισµό.  Θα

αντικαταστήσουµε  τη  χρονική  συντεταγµένη  t  από  το  την  w = c t,  oπότε  στα  αντίστοιχα

διαγράµµατα οι άξονες θα είναι οι x, w και x £, w £. 

Σηµειώστε, αρχικά, ότι

(i)  H  διάσταση  της  συντεταγµένης  w  είναι  ίδια  µ’  εκείνη  της  x.  Kι  αυτό  γιατί,  αν  γ.π.  t = 1 sec,

τότε  w = 3 ÿ 1010 Hcm ê secL ÿ 1 sec = 3 ÿ 1010 cm.  Παρ’  όλ’  αυτά, ένα   διάγραµµα x - w  θα  το λέµε

χωροχρονικό.

(ii) Με την εισαγωγή της µεταβλητής w, οι δυο βασικές σχέσεις  

(3.1)                      x £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Hx- V tL, t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#################
1- V 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

 Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL                        

γίνονται

(3.2)                                   x £ = gHx- bwL, w £ = gHw - b xL                                      

όπου, βέβαια,

(3.3)                                       b := VÅÅÅÅÅ
c

, g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2
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Αξίζει  να  παρατηρήσετε  ότι  οι  εξισώσεις   που  ορίζουν  το  µετασχηµατισµό  Lorentz

L : Hx, wL Ø Hx £, w £L , δηλαδή οι (3.3), είναι τελείως συµµετρικές ως προς τις συντεταγµένες x  και

w. Το ίδιο ισχύει και για τις εξισώσεις 

(3.4)                                  x = gHx £ + b w £L, w = gHw £ + b x £L                                   

που εκφράζουν τον αντίστροφο µετασχηµατισµό  L-1 : Hx £, w £L Ø Hx, wL.

Παράδειγµα

Ας  δούµε  αναλυτικότερα  ένα  παράδειγµα  όπου  του  ΑΣΑ  Σ£  κινείται  µε  ταχύτητα  V = 0, 6 c  ως

προς το ΑΣΑ Σ. Σ’  αυτή την περίπτωση

          b = 0, 6= 3ÅÅÅÅ
5

,        
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2 =
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

1 - 0, 36 =
è!!!!!!!!!!!

0, 64 = 0, 8 = 4ÅÅÅÅ
5

,        g = 5ÅÅÅÅ
4
= 1, 25

και άρα οι εξισώσεις (3.2) και (3.4) γίνονται  

(3.5)                                     x £ = 5ÅÅÅÅ
4
 Hx - 3ÅÅÅÅ

5
wL, w £ = 5ÅÅÅÅ

4
 Hw - 3ÅÅÅÅ

5
xL                             

και 

(3.6)                                   x = 5ÅÅÅÅ
4
 Hx £ + 3ÅÅÅÅ

5
w £L, w = 5ÅÅÅÅ

4
 Hw £ + 3ÅÅÅÅ

5
x £L                          

αντίστοιχα.

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι το γεγονός g1  έχει συντεταγµένες Hx1, w1L = H3, 4L, σύµφωνα µε

το  ΑΣΑ  Σ.  Tότε  οι  συντεταγµένες  του  g1  στο  ΑΣΑ  Σ£,  θα  είναιHx1
£, w1

£L = H 3ÅÅÅÅ
4

, 11ÅÅÅÅÅÅÅ
4
L = H0, 75, 2, 75L.  Παρατηρούµε  ότι,  τα  δυο  ΑΣΑ  διαφωνούν  σηµαντικά  τόσο

για   χωρική  όσο  και  για  τη  χρονική  συντεταγµένη  του  δοσµένου  γεγονότος.  Αυτή  η  διαφωνία

φαίνεται καθαρά και στα αντίστοιχα διαγράµµατα:

-1 1 2 3 4 5
x

-1

1

2

3

4

5
w

γ1

-1 1 2 3 4 5
x′

-1

1

2

3

4

5
w′

γ1

Σχ. 3.1
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Η  διαφωνία  γίνεται  πολύ  πιο  εντυπωσιακή  στην  περίπτωση  του  γεγονότος  g2  µε

συντεταγµένες  Hx2, w2L = H4, 1L.  Γιατί  τότε  Hx2
£, w2

£L = H 17ÅÅÅÅÅÅÅ
4

, - 7ÅÅÅÅ
4
L = H4, 25, -1, 75L.  Για  να

συνειδητοποιήσουµε τη σηµασία αυτού του αποτελέσµατος, καλό είναι να θεωρήσουµε κι ένα άλλο

γεγονός, το g0, του οποίου οι συντεταγµένες είναι Hx0, w0L = H0, 0L. Προφανώς, Hx0
£, w0

£L = H0, 0L.

-2 -1 1 2 3 4 5
x

-2

-1

1

2

3

4

5
w

γ0

γ2

-2 -1 1 2 3 4 5
x′

-2

-1

1

2

3

4

5
w′

γ0

γ2

Σχ. 3.2

Σύµφωνα,  λοιπόν,  µε  το  ΑΣΑ  Σ  το  γεγονός  g2  έλαβε  χώρα  µετά  το  g0,  αφού  w2 > w0  και  άρα  και

t2 > t0.  Αντίθετα,  σύµφωνα  µε  το  ΑΣΑ  Σ£  το  γεγονός  g2  προηγήθηκε  του  g0,  αφού  w2
£ < w0

£   και

άρα και t2
£ < t0

£!

Αυτή η αντιστροφή της χρονικής σειράς µε την οποία έλαβαν χώρα δύο γεγονότα θα πρέπει

να  µας  βάλει  σε  µεγάλη  ανησυχία.  Κι  αυτό  γιατί  δηµιουργεί  το  ενδεχόµενο  της  κατάλυσης  της

αιτιότητας, µιας από της βασικότερες έννοιες µε τις οποίες καταλαβαίνουµε το φυσικό, αλλά και το

βιολογικό,  κοινωνικό  κ.λ.π  γίγνεσθαι.  Πιο  συγκεκριµένα,  όταν  θεωρούµε  ότι  κάποιο  γεγονός  g1

προκαλεί ή παράγει το g2, τότε πιστεύουµε  ότι το g1  προηγείται χρονικά του g2. Με άλλα λόγια, η

αιτία  προηγείται  του  αποτελέσµατος.  Ισοδύναµα,  η  σχέση  αίτιο-αιτιατό  (=αποτέλεσµα)  έχει  ως

αναγκαία συνθήκη το αιτιατό να έπεται του  αποτελέσµατος. Αν, λοιπόν, στο πιο πάνω παράδειγµα

το γεγονός g0  ήταν και η αιτία να συµβεί το g2, τότε στο ΑΣΑ Σ η χρονική σειρά των g0  και g2  θα

ήταν φυσιολογική, ενώ στο Σ£ θα ήταν η ανάποδη - το αποτέλεσµα Hg2L θα εµφανιζόταν πριν από το

το γεγονός που το προκάλεσε Hg0L.
Είναι  πλέον  σαφές  ότι  η  εικόνα  που  µας  δίνει  η  Ειδική  Σχετικότητα  για  τις  χωροχρονικές

σχέσεις  των  γεγονότων  που  λαβαίνουν  χώρα  στο  φυσικό  µας  περιβάλλον  είναι  κυριολεκτικά

ανατρεπτική.  Θα  πρέπει,  λοιπόν,  να µελετήσουµε  αυτή  την εικόνα  διεξοδικότερα  για  να  δούµε  αν,

παρά την αρχική της παραδοξότητα, µας δίνει τελικά ένα αποτελεσµατικό ερµηνευτικό πλαίσιο για

τα φαινόµενα του φυσικού κόσµου.

Βέβαια,  οι  τιµές  των  συντεταγµένων  που  δώσαµε  για  το  γεγονός  g1  δε  συνοδεύονταν  από

τη  µονάδα  µέτρησης  και  άρα  δεν  µπορούµε  να  πάρουµε  και  µια  αίσθηση  της  ποσοτικής  τους

διαφοράς.  Αν  γ.π.  οι  πραγµατικές  τιµές  ήταν  Hx1, w1L = H3 cm, 4 cmL  τότε  η  χρονική  συντεγµένη

του g1στο ΑΣΑ Σ θα ήταν
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                       t1 = w1 ê c = 4 cm ê H3 ÿ 1010 cm ê secL = 1, 25 ÿ 10-10 sec  

και στο ΑΣΑ Σ£

                      t1
£ = w1

£ ê c = 2, 75 cm ê H3 ÿ 1010 cm ê secL > 0, 92 ÿ 10-10 sec

Συνεχίζοντας  τη  µελέτη  της  σχέσης  των  χωροχρονικών  συντεταγµένων  που  δίνουν  δύο

διαφορετικά  ΑΣΑ  για  τα  ίδια  φυσικά  γεγονότα,  στρεφόµαστε  στο  ερώτηµα  του  πως  εµφανίζονται

οι  άξονες  x £  και  w £  στο  διάγραµµα  x- w.   ´Οπως  και  στην  περίπτωση  του  µετασχηµατισµού  του

Γαλιλαίου, ξεκινάµε από την παρατήρηση ότι ο άξονας x £  αποτελείται από τα σηµεία για τα οποία

w £ ª c t £ = 0.  Σύµφωνα  µε  τη  δεύτερη  από  τις  εξισώσεις  (3.2),  η  συνθήκη  w £ = 0  ισοδυναµεί  µε

την  w - b x = 0.  Συνεπώς,  τα  σηµεία  του  άξονα  x £  αντιστοιχούν  στα  σηµεία  που  στο  διάγραµµα

x - w αποτελούν την ευθεία w = b x. Προφανώς, αυτή η ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων

και έχει κλίση b ως προς τον άξονα x. 

Aνάλογα,  τα  σηµεία  του  άξονα  w £  χαρακτηρίζονται  από  τη  συνθήκη  x £ = 0,  η  οποία,

σύµφωνα  µε  την  πρώτη  από  τις  εξισώσεις  (3.2),   ισοδυναµεί  µε  την  x - b w = 0.  H  τελευταία

περιγράφει  την  ευθεία  που διέρχεται  από την αρχή των αξόνων  x,  w και  έχει  κλίση b  ως  προς τον

άξονα w. 

Με  τον  ίδιο  ακριβώς  τρόπο  βρίσκουµε  και  τις  εικόνες  των  αξόνων  x  και  w  στο  διάγραµµα

x £ - w £. Συγκεκριµένα, τα σηµεία του άξονα x είναι αυτά για τα οποία w = 0. Aπό τη δεύτερη των

εξισώσεων (3.4) έπεται ότι η συνθήκη  w = 0 είναι ίδια µε την  w £ + b x £ = 0. Συνεπώς, ο άξονας x

αντιστοιχεί  στην  ευθεία  w £ = -b x £  του  διαγράµµατος  x £ - w £.  Αυτή  διέρχεται  από την  αρχή των

αξόνων  και  έχει  κλίση   -b  ως  προς  τον  άξονα  x £.  Ανάλογα,  τα  σηµεία  του  άξονα  w

χαρακτηρίζονται από τη συνθήκη x = 0, η οποία γράφεται και σαν x £ + b w £ = 0, λόγω της πρώτης

από  τις  σχέσεις  (3.4).  Αυτό  σηµαίνει  ότι  τα  σηµεία  του  άξονα  w  απεικονίζονται  στην  ευθεία

x £ = -bw £  του  διαγράµµατος  x £ - w £.  Αυτή,  πάλι,  διέρχεται  από  την  αρχή  των   αξόνων  και  έχει

κλίση -b ως προς τον άξονα w £.

Στο  επόµενο  σχήµα  δείχνουµε  τις  εικόνες  των  αξόνων   x £  και  w £  στο  διάγραµµα  x- w,

καθώς  και  τις  εικόνες  των  αξόνων   x  και  w  στο  διάγραµµα  x £ - w £,  για  την  περίπτωση  όπου

b = 3 ê 5, όπως στο παράδειγµα µε το οποίο ξεκινήσαµε.
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Σχ. 3.3

Με βάση τις  παραπάνω κατασκευές, µπορούµε  πλέον να βλέπουµε  την εικόνα που δίνει το

ΑΣΑ  Σ£  δουλεύοντας  µόνο  στο  διάγραµµα  x - w  του  ΑΣΑ  Σ.  Ας  πάρουµε  γ.π.  το  γεγονός  g1  του

οποίου  οι  συντεταγµένες  στο  ΑΣΑ  Σ  είναι  Hx1, w1L = H3, 4L.  Αφού  κατασκευάσουµε  την  εικόνα

των  αξόνων  x £  και  w £  στο  διάγραµµα  x- w  µε  τον  τρόπο  που  περιγράψαµε  παραπάνω,  ξεκινάµε

από το σηµείο H3, 4L και φέρνουµε  παράλληλη πρώτα προς τον άξονα w£  κι έπειτα προς τον άξονα

x £.  Το  σηµείο  στο  οποίο  η  πρώτη  ευθεία  τέµνει  τον  άξονα  x £  µας  δίνει  τη  συντεταγµένη  x1
£  του

γεγονότος  g1.  Ανάλογα,  το  σηµείο  στο  οποίο  η  δεύτερη  ευθεία  τέµνει  τον  άξονα  w £  µας  δίνει  τη

συντεταγµένη w1
£ του g1 (βλ. σχήµα).
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Σχ. 3.4

Βέβαια,  ο  προσδιορισµός  των  συντεταγµένων  x1
£, w1

£  του  g1  µε  τον  τρόπο  που  µόλις

περιγράψαµε  είναι  κατ’  αρχήν  ποιοτικός.  Αυτό  φαίνεται  καθαρά  από  το  προηγούµενο  σχήµα,  αν

παρατηρήσουµε  τα  εξής.  Με  βάση  τους  τύπους  του  µετασχηµατισµού  Lorentz,  βρήκαµε  ότι  οι

ακριβείς τιµές  των συντεταγµένων x1
£   και  w1

£  είναι 0,75 και  2,75 µονάδες µήκους, αντί- στοιχα.

Αντίθετα, σύµφωνα  µε το σχήµα, η απόσταση του  σηµείου x1
£  από την αρχή των αξόνων φαίνεται

να  είναι  ξεπερνάει  τη  µονάδα  µήκους  και  το  σηµείο  w1
£  φαίνεται  να  απέχει  από  την  αρχή  των

αξόνων πολύ περισσότερο από 2,75 µονάδες. 

Ωστόσο, η παραπάνω ασυµφωνία ανάµεσα στο αριθµητικό αποτέλεσµα που δίνουν οι τύποι

του  µετασχηµατισµού  Lorentz  και  τις  τιµές  των  συντεταγµένων  που  φαίνεται  να  προκύπτουν  από

το αντίστοιχο σχήµα οφείλεται απλώς και µόνο σε µία παρανόηση. Οι κλίµακες των αξόνων x £  και

w £   δεν  είναι  ίδιες  µε  εκείνες  των  x  και  w.  Συνεπώς,  δεν  επιτρέπεται  να  χρησιµοποιούµε  τις
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µονάδες  των  αξόνων  x  και  w  στις  οποίες  στηρίζεται  το  σχήµα  για  να  υπολογίζουµε  αποστάσεις

σηµείων στην κλίµακα του χωρικού άξονα x £ και του χρονικού w £. 

Πάντως,  δεν  είναι  δύσκολο  να  να  καταστήσουµε  την  παραπάνω  διαδικασία  υπολογισµού

των  συντεταγµένων  x £  και  w £  µέσω  του  διαγράµµατος  x- w  και  ποσοτικά  ακριβή.   Αρκεί  να

στηριχτούµε  στους  ίδιους  τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz για  βρούµε  τη  σχέση  της  κλίµακας των

αξόνων x £  και w £  προς εκείνη των x και w, αντίστοιχα, και να λάβουµε υπόψη µας αυτή τη σχέση

στην κατασκευή του σχήµατος.  

´Ασκηση

Να  βρεθεί  η  µέθοδος  κατασκευής  της  κλίµακας  που  υπαινίσσεται  η  προηγούµενη

παράγραφος.

Λύση

Τα γεγονότα που έχουν χωρική συντεταγµένη x £ = 1 είναι εκείνα για τα οποία

                   x = gHx £ + b w £L = gH1 + b w £L,    w = gHw £ + b x £L = gHw £ + bL.
´Αρα  το  γεγονός  µε   x £ = 1 που  βρίσκεται  πάνω  στον  άξονα  x £   (και  άρα  χαρακτηρίζεται  απο  τη

συνθήκη w £ = 0)  έχει συντεταγµένες

                                x = g x £ = g    w = g b x £ = g b.     

Αυτό σηµαίνει ότι ο διαχωρισµός του άξονα x £ πρέπει να γίνει µε βάση τα σηµεία

                                          Hx, wL = g kH1, bL,            k œ �.            

Παρατήρηση

Το επόµενο σχήµα ενσωµατώνει το αποτέλεσµα που µόλις βρήκαµε.                                                    
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Σχ. 3.5

Προφανώς,  τα  ΑΣΑ  Σ  και  Σ£  είναι  τελείως  ισότιµα  από  την  άποψη  της  περιγραφής  όλων

των  γεγονότων   του  φυσικού  κόσµου.  Συνακόλουθα,  µπορούµε  να  χρησιµοποιούµε  αποκλειστικά

και  µόνο  το  χωροχρονικό  διάγραµµα  του  Σ£  και  να  συνάγουµε  από αυτό  το  διάγραµµα  την  εικόνα

που δίνει το ΑΣΑ Σ για απλά γεγονότα και την κίνηση σωµάτων. Για το σκοπό αυτό χρειάζεται να

κατασκευάζουµε αρχικά και την εικόνα των αξόνων x και w στο διάγραµµα x £ - w £, µε τον τρόπο

που υποδείξαµε παραπάνω.

Ας  µείνουµε  στο  παράδειγµα  όπου  β=3/5  κι  ας  θεωρήσουµε  το  γεγονός  g2  µε

συντεταγµένες  Hx2
£, w2

£L = H4, 1L.  Από  το  σηµείο  (4,  1)  του  διαγράµµατος  x £ - w £  φέρνουµε

παράλληλες προς τους άξονες w και x, αντίστοιχα, όπως στο σχήµα που ακολουθεί. Η πρώτη τέµνει

τον άξονα x στο σηµείο που δηλώνουµε µε x2, ενώ η δεύτερη τέµνει τον άξονα w στο σηµείο w2.
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Σχ. 3.6

Γι  άλλη µια  φορά,  σηµειώνουµε  ότι,  στο  βαθµό  που  οι  άξονες  x  και  w  δε  φέρουν   τη  δική

τους  κλίµακα,  το  προηγούµενο  σχήµα  δίνει  µόνο  µια  ποιοτική  εικόνα  για  το  πως  έχουν  τα

πράγµατα από τη σκοπιά του ΑΣΑ Σ. Για να υπολογίσουµε ακριβώς τις συντεταγµένες Hx2, w2L του
γεγονότος  g2  θα  πρέπει  είτε  να  χρησιµοποιήσουµε  τους  τύπους  (3.6),  είτε  να  βρούµε  τη  σωστή

κλίµακα  των  αξόνων  x  και  w  στο  διάγραµµα  x £ - w £.  Ωστόσο,  η  ποιοτική  εικόνα  που  προκύπτει

από  τη  διαδικασία  που  µόλις  περιγράψαµε  είναι  πολύτιµη  για  την  ανάλυση  και  κατανόηση  των

πορισµάτων της Ειδικής Σχετικότητας. Αυτό θα φανεί καθαρά στα επόµενα εδάφια.

6. 4  Συστολή µήκους

Ας  θεωρήσουµε  µία  ράβδο  µήκους  L  που  ακινητεί πάνω  στον  άξονα  x  ενός  ΑΣΑ  Σ.  Χωρίς  βλάβη

της  γενικότητας µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  η  ράβδος  καταλαµβάνει το  διάστηµα  0 § x § L.  Στο

αντίστοιχο  χωροχρονικό  διάραµµα  x - w,  η  κοσµική  γραµµή  κάθε  στοιχείου  της  ράβδου  είναι  µια

ευθεία  παράλληλη  προς  τον  άξονα  w.  Αυτό  ισχύει  ειδικότερα  για  τα  στοιχεία  των  δύο  άκρων  της

ράβδου,  που µπορούµε  να τα  ταυτίζουµε, αντίστοιχα,   µε  ένα σωµάτιο,  s1,  που  ακινητεί στη  θέση

x = 0 κι  ένα  δεύτερο,  το  s2,  που  ακινητεί  στη  θέση  x = L.  Προφανώς,  η  κοσµική  γραµµή  του  s1

ταυτίζεται µε τον άξονα w και η κοσµική γραµµή του s2 µε την ευθεία που διέρχεται από το σηµείοHL, 0L του διαγράµµατος x - w και είναι παράλληλη προς τον άξονα w (βλ. επόµενο σχήµα).
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Προφανώς,  µια  στιγµή  της  “ζωής”  της  ράβδου  στο  ΑΣΑ  Σ  αντιστοιχεί  σ’  ένα

ευθύγραµµο τµήµα παράλληλο προς τον άξονα x που έχει τα άκρα του πάνω στις κοσµικές γραµµές

των s1  και s2, σαν αυτό που ενώνει τα γεγονότα g1  και g2  του σχήµατος. Ανάλογα, µια στιγµή της

ζωής της ράβδου στο ΑΣΑ Σ£ αντιστοιχεί σ’  ένα ευθύγραµµο τµήµα  που επίσης, έχει τα άκρα του

πάνω στις κοσµικές γραµµές των s1  και s2, αλλά είναι παράλληλο προς τον άξονα x £. ´Ενα τέτοιο

ευθύγραµµο  τµήµα  είναι  αυτό  που  ενώνει  τα  γεγονότα  g1και  g3  του  σχήµατος.  Το  τελευταίο

αντιστοιχεί στη στιγµή t £ = 0. Αρκεί, λοιπόν, να υπολογίσουµε τη χωρική απόσταση των γεγονότων

g1και g3 στο ΑΣΑ Σ£ για να µάθουµε το µήκος της ράβδου σ’  αυτό το σύστηµα.

Με άλλα λόγια, ως µήκος ενός µονοδιάστατου αντικείµενου (µιας ράβδου) σε κάποιο ΑΣΑ

ορίζεται η χωρική απόσταση δύο  ταυτόχρονων, από τη σκοπιά του δοσµένου ΑΣΑ, γεγονότων που

λαβαίνουν χώρα στα άκρα του αντικείµενου.  

Τώρα, το γεγονός g1  έχει συντεταγµένες Hx1, w1L = H0, 0L στο ΑΣΑ Σ και Hx1
£, w1

£L = H0, 0L
στο Σ£. Για το g3  γνωρίζουµε ότι x3 = L,  αφού βρίσκεται πάνω στην κοσµική γραµµή του s2, αλλά

δε γνωρίζουµε τη συντεταγµένη του w3. Από την άλλη µεριά, το γεγονός ότι το g3  βρίσκεται πάνω

στον  άξονα x£  (και άρα  είναι  ταυτόχρονο  µε  το  g1,  σύµφωνα  µε  το  ΑΣΑ Σ£) σηµαίνει  ότι w3
£ = 0.

Ωστόσο, αυτές οι πληροφορίες αρκούν για να υπολογίσουµε τη συντεταγµένη x3
£. 

Συγκεκριµένα,  από  τη  δεύτερη  των  εξισώσεων  (3.4)  έπεται  ότι  w3
£ = 0  ñ  w3 = b x3.  Η

αντικατάσταση  αυτής  της  έκφρασης  για  τη  συντεταγµένη  w3  στην  πρώτη  των  εξισώσεων  (3.4)

οδηγεί στο εξής αποτέλεσµα 

(4.1)              x3
£ = gHx3 - b2 x3L = gH1 - b2L x3 =

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 H1 - b2L x3 =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  x3          
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´Οµως,  στην  προκείµενη  περίπτωση,  η   συντεταγµένη  x3
£  παριστάνει  και  το  µήκος  L£  της  ράβδου

ως προς το ΑΣΑ  Σ£. ´Αρα η σχέση (4.1) γράφεται και σαν 

(4.2)                                                      L £ =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  L                

                                

Είναι  φανερό  ότι  ο  συντελεστής   
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  είναι   πάντα  µικρότερος  από  τη   µονάδα.

Συνεπώς, η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι, σύµφωνα µε το ΑΣΑ Σ£, το µήκος της δοσµένης ράβδου

είναι µικρότερο από L.

Τονίζουµε  ότι  το  αποτέλεσµα στο  οποίο  µόλις  καταλήξαµε δεν  έχει  τίποτα να   κάνει  µε  το

ποιο ΑΣΑ ονοµάσαµε  Σ και ποιο Σ£. Ισχύει γενικά και δηλώνει ότι, αν το µήκος ενός αντικείµενου

στο  ΑΣΑ  όπου  το  αντικείµενο  ακινητεί  είναι  L0,  τότε  σε  κάθε  άλλο  ΑΣΑ  το  µήκος  του  ίδιου

αντικείµενου  είναι   µικρότερο  από L0.  Για  παράδειγµα,  αν  κανείς  θεωρήσει  µιαν   άλλη ράβδο  που

ακινητεί στο ΑΣΑ  που ονοµάσαµε Σ£  και , σύµφωνα µε αυτό το σύστηµα, έχει µήκος M , τότε στο

ΑΣΑ  Σ  η  ράβδος  θα  εµφανίζεται  να  έχει  µήκος  m =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  M .  Γι  αυτό,  το  φυσικό  φαινόµενο  το

οποίο περιγράφεται συνοπτικά από τον τύπο (4.2) ονoµάζεται συστολή µήκους. 

´Ασκηση

Θεωρείστε  τα  ΑΣΑ  Σ  και Σ£  του  εδάφιου  6.4  και  µια  ράβδο  που  ακινητεί κατά µήκος  του

άξονα x £ του ΑΣΑ Σ£.  

α)  Υποθέτοντας  ότι  η  ράβδος  καταλαµβάνει  το  διάστηµα  0 § x £ § M  του  άξονα  x £,   δείχτε  τις

κοσµικές γραµµές των άκρων της στο σχήµα του εδάφιου 6.4. Στη συνέχεια, επιλέξτε δύο  γεγονότα

-ένα  από κάθε µία  από αυτές  τις  κοσµικές  γραµµές- τα  οποία είναι  ταυτόχρονα από τη σκοπιά του

Σ. ∆είχτε ότι η χωρική απόσταση αυτών των γεγονότων είναι ίση µε ∆ x =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  M .

β) Υποθέστε ότι το γεγονός g3  του  σχήµατος περιέχεται στην κοσµική γραµµή του  άκρου  x £ = M

της ράβδου. ∆είχτε ότι  M =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  L  και ότι, σύµφωνα µε το ΑΣΑ Σ, το µήκος της ράβδου είναιH1 - b2L L.

6. 5  ∆ιαστολή χρόνου - Παράδοξο των διδύµων

Θεωρούµε  δυο  γεγονότα  g1  και  g2  που  είναι  ταυτόχωρα  στο  ΑΣΑ  Σ.  Αυτό  σηµαίνει  ότιHx1, y1, z1L = Hx2, y2, z2L,  οπότε,  από  τη  σκοπιά  του  Σ,  τα  g1και  g2  έχουν  χρονική  µόνο  διαφορά.

Χωρίς  να  επηρεαστεί  η  γενικότητα  της  ανάλυσής  µας,  µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  το  g2

συµβαίνει  µετά  το  g1,  ότι  δηλαδή  ∆ t := t2 - t1 > 0.  Αν,  λοιπόν,  παραλείψουµε  τους  χωρικούς

άξονες y και z, η διάταξη των g1και g2 στο αντίστοιχο χωροχρονικό διάγραµµα έχει ως εξής.
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Aν  στο  παραπάνω  χωροχρονικό  διάγραµµα  x w  χαράξουµε  και  τους  άξονες  x£ w £,  µπορούµε  να

"δούµε" και τις συντεταγµένες των γεγονότων g1και g2  ως προς το ΑΣΑ Σ£. Αν γ.π. υποθέσουµε ότι

b = 3 ê 5, τότε καταλήγουµε στην ακόλουθη εικόνα.
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Σχ. 5.2

Από  το  σχήµα  γίνεται  αµέσως  φανερό  ότι  x1
£ ∫ x2

£.  Συνεπώς,  τα  γεγονότα  g1  και  g2  δεν

είναι  ταυτόχωρα  και  από τη  σκοπιά του  ΑΣΑ  Σ£.  Μάλιστα,  η  χρονική  απόσταση των  g1και g2  στο
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ΑΣΑ  Σ£  υπολογίζεται  εύκολα  από  τις  εξισώσεις  (3.6).  Από  αυτές,  η  πρώτη  δείχνει  καθαρά  ότι  η

συνθήκη   ∆ x = 0 συνεπάγεται  την   ∆ x £ = -b ∆ w £.  Η  αντικατάσταση αυτής  της  έκφρασης  για  το

∆ x £ στη δεύτερη από τις  (3.6) δίνει το ακόλουθο αποτέλεσµα.  

(5.1)                     ∆ w = gH∆ w £ - b2 ∆ w £L = gH1 - b2 L ∆ w £ =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  ∆ w £.                 

Αλλά w ª c t. ´Αρα το τελευταίο αποτέλεσµα γράφεται σαν   ∆ t =
è!!!!!!!!!!!!!!

1 - b2  ∆ t ´, οπότε

(5.2)                                          ∆ t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 ∆ t ª g ∆ t.                                             

Ο  συντελεστής  γ  είναι  πάντα  µεγαλύτερος  από  τη  µονάδα.  Κατά  συνέπεια,  η  τελευταία

σχέση δηλώνει ότι  ∆ t £ > ∆ t. Με άλλα λόγια, το χρονικό διάστηµα που χωρίζει τα  γεγονότα g1 και

g2 από τη σκοπιά του ΑΣΑ  Σ£ είναι µεγαλύτερο από αυτό που “βλέπει”  το Σ.

Τούτο  το συµπέρασµα  είναι τελείως  γενικό και δεν  έχει τίποτα να κάνει µε την αρχική µας

επιλογή να είναι τα γεγονότα g1και g2  ταυτόχωρα στο ΑΣΑ Σ. Η γενική µορφή του αποτελέσµατος

είναι η ακόλουθη.

Αν σε κάποιο ΑΣΑ δυο ταυτόχωρα γεγονότα έχουν χρονική απόσταση  ∆ T0, τότε σε κάθε άλλο ΑΣΑ η

χρονική απόσταση των ίδιων γεγονότων θα είναι ∆ T, όπου

(5. 3)                                        ∆ T = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"##############
1-b2

 ∆ T0 ª g ∆ T0   ,                                       

δηλαδή µεγαλύτερη από ∆ T0. 

´Οταν  υπάρχει  κάποιο  ΑΣΑ  Σ  ως  προς  το  οποίο  δυο  γενονότα,  g1  και  g2,  εµφανίζονται  ως

ταυτόχωρα,  τότε  η  χρονική  διαφορά  των   g1  και  g2  που  καταγράφει  το  Σ  ονοµάζεται  ιδιοχρονικό

διάστηµα  ή,  απλούστερα,  ιδιόχρονος.  Με  βάση  αυτή  την  ορολογία,  το  προηγούµενο  αποτέλεσµα

µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής: 

Το  ιδιοχρονικό  διάστηµα  ανάµεσα  σε  δύο  τυχαία  γεγονότα  είναι  η  ελάχιστη  τιµή  της  χρονικής

απόστασης που δίνουν για τα ίδια γεγονότα όλα ανεξαιρέτως τα ΑΣΑ.

Ας θεωρήσουµε, τώρα, ένα σωµάτιο σ που, κατά το χρονικό διάστηµα t0 § t § t1  κινείται µε

σταθερή  ταχύτητα  u1  ως  προς  κάποιο  ΑΣΑ  Σ.  Για  ευκολία,  θα  υποθέσουµε  ότι  το  σ  κινείται  κατά

µήκος  του  χωρικού  άξονα  x  του  Σ.  Τότε,  η  εξίσωση  που  περιγράφει  την  κίνηση  του  σ  δεν  είναι

άλλη από τη γνωστή  x = x0 + u1Ht - t0L.  Ας ονοµάσουµε  g0  το  γεγονός της  διέλευσης  του  σ  από το

σηµείο x0 τη στιγµή t0 και g1εκείνο της διέλευσής του από το σηµείο x1 τη στιγµή t1.

Από  τη  σκοπιά ενός  ΑΣΑ  Σ£  που  κινείται µε  ταχύτητα V = u1  ως  προς  το  Σ,  το σωµάτιο  σ

εµφανίζεται ακίνητο. Συνακόλουθα, τα γεγονότα g0  και g1  είναι ταυτόχωρα ως προς το Σ£. Αυτό το

συµπέρασµα συνάγεται αµέσως και από την αντικατάσαση των εκφράσεων 

(5.4)                       ∆ t = t1 - t0,       ∆ x = x1 - x0 = u1Ht1 - t0L = u1 ∆ t    

στον τύπο

(5.5)                 ∆ x £ = gH∆ x - b∆ wL,  b := VÅÅÅÅÅ
c

, g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

.    
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Συγκεκριµένα, από την υπόθεση ότι V = u1 έπεται ότι

(5.6)                      ∆ x £ = gH∆ x- b∆ wL = gHu1 ∆ t - u1 ∆ tL = 0.                               

Συνεπώς,  το  χρονικό  διάστηµα  ∆ t£ = t1
£ - t0

£   αντιπροσωπεύει  την  ιδιοχρονική  απόσταση  των

γεγονότων  g0, g1. Από τη σχέση                           

(5.7)                 ∆ w £ = gH∆ w - b∆ xL = gHc ∆ t - b u1 ∆ tL = g c H1 - u1ÅÅÅÅÅÅ
c2 u1L ∆ t   

αµέσως έπεται ότι

(5.8)                                      ∆ t £ = 1ÅÅÅÅ
g
 ∆ t,                                                    

που είναι το ίδιο αποτέλεσµα µε αυτό που εκφράζεται από την (5.3).

      Αν  @t0, t1D,  @t1, t2D,  @t2, t3D  κ.λ.π.  είναι  διαδοχικά  διαστήµατα  σε  καθένα  από  τα  οποία  το  σ

εκτελεί  ευθύγραµµη  οµαλή   κίνηση,  η  παραπάνω  διαδικασία  µας  επιτρέπει  να  υπολογίσουµε  τους

αντίστοιχους  ιδιόχρονους.  Το  άθροισµα  των  τελευταίων  υποτίθεται  πως  παριστάνει  το  χρόνο  που

καταγράφει  ένα  ρολόι  που  συνοδεύει  το  σωµάτιο  σ.   Το  τελευταίο  µπορεί  ν'  αποτελεί  την

“οικονοµική”  αναπαράσταση  ενός  εκτατού  σώµατος,  γ.π.  ενός  ανθρώπου.  Συνακόλουθα,  το

συνολικό  ιδιοχρονικό  διάστηµα  θεωρείται  πως  παριστάνει  τον  βιολογικό  χρόνο  που  καθορίζει  το

ρυθµό  γήρανσης  ενός  έµβιου  όντος.  Τα  επακόλουθα  αυτής  της  υπόθεσης  περιγράφονται  στο

επόµενο                           

Παράδειγµα (Το παράδοξο των διδύµων)

Ο Μήτσος και ο Κώστας είναι δίδυµα  αδέρφια. Ο Μήτσος που είναι αστροναύτης φεύγει µια µέρα

για  το  διαστηµικό  σταθµό  ∆  που  απέχει  ένα  έτος  φωτός  από  τη  γη.  Παραµένει  στον  ∆  για  ένα

ολοκληρο χρόνο, σύµφωνα µε το δικό του Rolexάκι, και µετά παίρνει το δρόµο της επιστροφής στη

γη.  Αφού  τα  διαφορετικά  συστήµατα  αναφοράς  δε  συµφωνούν  για  το  χρονικό   διάστηµα  που

χωρίζει  τα  διάφορα  γεγονότα,  αναρωτιέται  κανείς  αν  το  ρολόι  του  Μήτσου  λέει  την  ίδια  ώρα  µε

εκείνο του Κώστα -Rolex κι αυτό, οπωσδήποτε- όταν ξανασµίγουν.

Για ευκολία, θα υποθέσουµε  ότι η γη ακινητεί στην αρχή των χωρικών αξόνων του ΑΣΑ Σ

και πως ο διαστηµικός σταθµός ∆ ακινητεί στο σηµείο x = L = 1 lyear(έτος φωτός) του άξονα x του

Σ.  Θα  υποθέσουµε,  επίσης,  ότι  το  διαστηµόπλοιο  Μ  του  Μήτσου   κινήθηκε  µε  σταθερή  ταχύτητα

u = H4 ê 5L c τόσο όταν κατευθυνόταν προς τον ∆, όσο και κατά την επιστροφή του στη γη.  

Ας  ονοµάσουµε  g0,  g1,  g2  και  g3  την  αναχώρηση  του  Μήτσου  για  τον  σταθµό  ∆,  την  εκεί

άφιξή  του,  την  αναχώρηση από τον  ∆ και  την άφιξή  του  στη  γη,  αντίστοιχα. Αν  αυτά τα  γεγονότα

έλαβαν χώρα στις χρονικές στιγµές t0 = 0, t1, t2 και t3, σύµφωνα µε το ΑΣΑ Σ, τότε η κίνηση του Μ

περιγράφεται τµηµατικά από τις ακόλουθες εξισώσεις:

(5. 9α)                        x = x0 + u1Ht - t0L = u t,                t0 = 0 § t § t1,    

(5. 9β)                       x = x1 + u2Ht - t1L = L,                  t1 § t § t2,    

(5. 9γ)                        x = x2 + u3Ht - t2L = L - uHt - t2L,    t2 § t § t3      

Από την (5. 9α) και το γεγονός ότι L = 1 l year ª c ÿ 1 y αµέσως έπεται ότι
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(5. 10)                                  t1 =
LÅÅÅÅÅ
u
= cÿ1 yÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH4ê5L c = 5ÅÅÅÅ

4
 y = 1, 25έτη.                                        

Αφού ο Μήτσος έµεινε στο διαστηµικό σταθµό 1 έτος, η στιγµή της αναχώρησής του για τη

γη  αντιστοιχεί  στην  τιµή   t2 = t1 + 1 = 2, 25  έτη  της  χρονικής  συντεταγµένης   t.   Τέλος,  από  το

γεγονός ότι και κατά την επιστροφή του στη γη το Μ είχε ταχύτητα H4 ê5L c έπεται ότι t3 - t2 = t1=1,

25 έτη. Συνεπώς, t3 = 3, 5 έτη. Το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει κι από την (5.10γ), αν σηµειωθεί ότι

x3 = 0, οπότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται 0 = L - uHt3 - t2L.
Στο  σχήµα  που  ακολουθεί  περιγράφεται  η  κοσµική  καµπύλη  του  Μ  κατά  το  χρονικό

διάστηµα   0 § t § t3,   στο  χωροχρονικό  διάγραµµα  του  ΑΣΑ  της  γης,  Σ.   Στο  ίδιο  διάγραµµα

δείχνουµε  και  τις  κοσµικές  γραµµές  του  Κώστα,  Κ,  και  του  διαστηµικού  σταθµού,  ∆.  Η  πρώτη

ταυτίζεται  µε  τον  άξονα  t  και  η  δεύτερη  είναι  η  ευθεία  που  είναι  παράλληλη προς  αυτό  τον  άξονα

και διέρχεται από το σηµείο Hx, tL = H1, 0L.                                            
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Σχ. 5.3

Σύµφωνα,  λοιπόν,  µε  το  ρολόι  του  Κώστα  η  απουσία  του  Μήτσου  διάρκεσε  3,5  χρόνια.

∆υστυχώς  γι  αυτόν,  ο  Μήτσος  έχει  διαφορετική  άποψη.  Γιατί  σύµφωνα  µε  το  δικό  του  ρολόι,  το

ταξίδι προς το διαστηµικό σταθµό διάκεσε µόνο

(5. 11)                           ∆t1 =
t1-t0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
g

=
"######################

1 - H4 ê 5L2  t1 = 3ÅÅÅÅ
5
ÿ 1, 25 y = 0, 75έτη.    

´Αλλο τόσο κράτησε το ταξίδι της επιστροφής, ενώ η διάρκεια της παραµονής του στο σταθµό ήταν

και γι αυτόν ένα έτος. Σύµφωνα, λοιπόν µε το ρολόι του Μήτσου, η απουσία του διάρκεσε µόνο 2,5

χρόνια, και άρα όταν επιστρέφει στη γη είναι ένα χρόνο νεότερος από τον δίδυµο αδερφό του!  
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6. 6  Το ηλεκροµαγνητικό φαινόµενο Doppler

´Οπως  δείξαµε  στα  προηγούµενα  εδάφια,  δύο  ΑΣΑ  που  κινούνται  το  ένα  ως  προς  το  άλλο  δεν

συµφωνούν  ούτε για το µήκος ενός σώµατος ούτε για το χρονικό διάστηµα µεταξύ δύο γεγονότων.

Θα πρέπει, λοιπόν, να περιµένουµε ότι δε θα συµφωνούν και για το µήκος κύµατος και την περίοδο

ενός  ηχητικού  ή  ηλεκτροµαγνητικού  κύµατος.  Πραγµατικά,  επαναλαµβάνοντας  την  ανάλυση  του

φαινόµενου  Doppler  την  οποία  παρουσιάσαµε  σε  προηγούµενο  κεφάλαιο,  καταλήγουµε  στο

συµπέρασµα  ότι  η  ασυµφωνία  που  µόλις  αναφέραµε  είναι  αναπότρεπτη  απόρροια  των

µετασχηµατισµών Lorentz. 

Στο παρόν εδάφιο θα µελετήσουµε το πως ακριβώς παρουσιάζεται αυτό το φαινόµενο στην

περίπτωση  των  ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων.  Ας  υποθέσουµε,  λοιπόν,  ότι  στο  σηµείο  x = 0  του

ΑΣΑ Σ είναι τοποθετηµένος  ένας ποµπός κυµάτων  αυτού  του  είδους  - o Π. Αυτός  µπορεί  να είναι

γ.π.  η  κεραία  ενός  ραδιοφωνικού  σταθµού,  ή  η  κεραία  µιας  εταιρείας  κινητής  τηλεφωνίας  ή  µια

πηγή φωτός (αναµµένη λάµπα). Για ευκολία στην ανάλυση του φαινόµενου, θα υποθέσουµε  ότι τα

κύµατα  που  εκπέµπει  ο  Π  είναι  µονοχρωµατικά,  δηλαδή  µιας  µόνο  συχνότητας,  n.   Επίσης,  θα

υποθέσουµε  ότι  ο  Π  µπορεί  να  παρασταθεί  από  ένα  σηµειακό  αντικείµενο.  ´Ετσι,  η  κοσµική  του

γραµµή  στο  διάγραµµα  x t  ή  x w  του  ΑΣΑ  Σ  είναι  η  ευθεία  γραµµή  που  ονοµάζουµε  άξονα  x  ή

w = c t  (βλ. επόµενο σχήµα).
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Σχ. 6.1

´Οπως  έχουµε  τονίσει,  µια  πηγή  ηλεκτροµαγνητικών  κυµάτων  µπορεί  να  θεωρείται  ως

εκτοξευτής  άµαζων  σωµατίων  -αυτών  που  ονοµάζουµε  φωτόνια.  Αναλυτικότερα,  κάθε  ποµπός

κυµάτων  συχνότητας n  θεωρείται  ως  ένα σώµα  που συνεχώς  εκτοξεύει  φωτόνια µε   συγκεκριµένη

ενέργεια προς όλες τις κατευθύνσεις. ´Οταν η συχνότητα του εκπεµπόµενου κύµατος είναι n, τότε η

περίοδός  του  είναι  T = 1 ê n.  Αυτό  σηµαίνει  ότι  γ.π.  ένα  µέγιστο  στην  τιµή  του  ηλεκτρικού  πεδίου
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που  αντιστοιχεί  στο  κύµα  εµφανίζεται  Tsec  µετά  το  αµέσως  προηγούµενο.  Αν  συνδέσουµε  δύο

διαδοχικά µέγιστα µε εκποµπές φωτονίων, τότε αυτές θα απέχουν χρονικά  κατά Tsec. 

Ας  υποθέσουµε  ότι  δύο  τέτοιες  διαδοχικές  εκποµπές  φωτονίων  από  την  πηγή  Π

αντιστοιχούν  στα  γεγονότα  g1  και  g2  του  σχήµατος.  ´Ενα  φωτόνιο  που  παράγεται  κατά  την

εκποµπή  g1  και  κινείται  κατά  µήκος  και  προς  τη  θετική  φορά  του  άξονα  x  περιγράφεται  από  την

ευθεία  x = c t.  ´Ενα  φωτόνιο  του  ίδιου  τύπου  αλλά  που  παράχθηκε  κατά  την  “έκρηξη”  g2

αντιστοιχεί στην ευθεία x = cHt - TL.
Τώρα, θεωρούµε και ένα σωµάτιο ∆ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα V  πάνω στον άξονα

x  του  ΑΣΑ  Σ  στο  οποίο  ακινητεί  η  πηγή  Π.  Χωρίς  να  περιορίσουµε  τη  γενικότητα  της  ανάλυσής

µας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι, τη στιγµή t1 = 0 που η πηγή εκτόξευσε το πρώτο φωτόνιο, το ∆

βρισκόταν στo σηµείο x = a > 0.  Τότε, η κοσµική γραµµή του σωµάτιου ∆ ορίζεται από τη σχέση

x = a + V t. Αυτή  η υπόθεση  συνεπάγεται επιπλέον ότι το ∆ αποµακρύνεται από την πηγή αν το V

επιλεγεί  θετικό,  ενώ  την  πλησιάζει  όταν  το  V < 0.  H περίπτωση  όπου  το  V > 0 παριστάνεται  στο

προηγούµενο σχήµα. Εκείνη όπου το V < 0 περιγράφεται από το σχήµα που ακολουθεί.  
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Σε  κάθε  περίπτωση,  λίγο  µετά  την  εκτόξευσή  του  από  την  πηγή,  το  πρώτο  φωτόνιο  j1  θα

συναντήσει το σωµάτιο ∆. Ας πούµε ότι αυτό είναι το γεγονός g3  και ότι λαβαίνει χώρα στο σηµείο

x = x3  τη  χρονική  στιγµή  t = t3.  Είναι  φανερό  ότι  το  g3  αντιστοιχεί  στην  τοµή  της  κοσµικής

γραµµής  των j1  και ∆ (βλ. σχήµα). ´Αρα, από τη σκοπιά της κοσµικής  γραµµής  του  j1,  x3 = c t3.

Συνάµα, από τη σκοπιά της κοσµικής γραµµής του ∆,  x3 = a + V t3. Κατά συνέπεια,

(6.1)                                          t3 =
aÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
,          x3 =

c aÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

.  
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Ανάλογα,  το  φωτόνιο  j2  -  αυτό  που  εκπέµφθηκε  Tsec  µετά  από  το  j1-  θα  φτάσει  στον

δέκτη ∆ τη χρονική στιγµή t = t4, όταν ο τελευταίος βρίσκεται στο σηµείο x = x4. Αυτό το γεγονός

δηλώνεται  µε  g4  στο  σχήµα  και  οι  συντεταγµένες  του  υπολογίζονται  εύκολα,  µε  το  τρόπο  που

υποδείξαµε για το g3. Συγκεκριµένα, η κοσµική γραµµή του j2  ορίζεται από τη σχέση x = cHt - TL.
Αφού το  g4  ανήκει σ’  αυτή τη γραµµή, θα έχουµε x4 = cHt4 - TL. Από την άλλη, το  g4  ανήκει και

στην  κοσµική  γραµµή  του  ∆.  Συνεπώς,   x4 = a + V t4.  Από  τις  δυο  τελευταίες  σχέσεις  αµέσως

έπεται ότι

(6.2)                                      t4 =
a+c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

,         x4 = c a+V TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c-V

 .                                          

Συνακόλουθα

(6.3)                                t4 - t3 =
c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
,          x4 - x3 = V  c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
.                                       

                  

Aς θεωρήσουµε, τώρα, ένα ΑΣΑ  Σ£, το οποίο κινείται µε την ταχύτητα V  του σ ως προς το

Σ.  Προφανώς,  στο  Σ£  το  σ  φαίνεται  ακίνητο.  Συγκεκριµένα,  αν  το   Σ£  επιλεγεί  µε  τρόπο  ώστε  να

ισχύει ο ειδικός µετασχηµατισµός Lorentz           

(6.4)                 x £ = gHV L Hx- V tL,   t £ = gHV L Ht - VÅÅÅÅÅÅ
c2 xL,      gHV L := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1-H VÅÅÅÅÅc L2
,                

τότε  η  κοσµική  γραµµή  του  σ  στο  Σ£  προσδιορίζεται  µε  το  να  θέσουµε  x = a + V t  στους

τελευταίους τύπους. ´Ετσι, οι εξισώσεις (6.4) γίνονται                  

(6.5)                         x £ = gHV L a,   t £ = gHV LAt - VÅÅÅÅÅÅ
c2 a - H VÅÅÅÅÅ

c
L2 tE.                                  

H  πρώτη  από  αυτές  δηλώνει  ότι  η  χωρική  συντεταγµένη  x £  του  σ  παραµένει  σταθερή,

πράγµα που σηµαίνει ότι, πραγµατικά, από τη σκοπιά του  ΑΣΑ Σ £  το σ είναι ακίνητο.  Η δεύτερη

από τις (6.5) απλοποιείται για να γίνει

(6.6)                   t £ = gHV LA1 - H VÅÅÅÅÅ
c
L2E t - gHV L V aÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
gHV L  t - gHV L V aÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2                                

Και αυτή η σχέση ήταν ουσιαστικά αναµενόµενη, αφού συνεπάγεται ότι

(6.7)                                          ∆ t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
gHV L  ∆ t.                                                               

Προφανώς,  η  (6.7)  εκφράζει  το  γνωστό  µας  πλέον  φαινόµενο  της  διαστολής  του  χρόνου:

Αφού  δίνεται  από  ένα  ΑΣΑ  όπου  το  σ  ακινητεί,  το  διάστηµα  ∆ t £  είναι  ιδιόχρονος  του  σ.  Κατά

συνέπεια, οφείλει να είναι µικρότερο από το ∆ t και, για την ακρίβεια, ίσο προς 
"########################

1 - HV ê cL2  ∆ t. 

Ο  σταθερός  όρος  -gHV L V a ê c2,   από  την  άλλη,  αντικατοπτρίζει  το  ακόλουθο  γεγονός.  Τα

δύο συστήµατα αναφοράς συµφωνούν µόνο για το πότε η αρχή των χωρικών τους αξόνων του ενός

βρισκόταν  δίπλα  στην  αρχή  των  χωρικών  τους  αξόνων  του  άλλου.   Για  την  τιµή  της  χρονικής

συντεταγµένης  κάθε  άλλου  γεγονότος  διαφωνούν  πλήρως.  ´Ετσι,  το  γεγονός  ότι,  σύµφωνα  µε  το

ΑΣΑ  Σ,  το  σωµάτιο  σ  πέρασε  από  το  σηµείο  x = a  τη  στιγµή  t = 0  περιγράφεται  από  το  Σ£  µε

διαφορετικό τρόπο: Το σ βρισκόταν στη θέση  x £ = gHV L a τη στιγµή  t £ = -gHV L V a ê c2.  (Για το
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ΑΣΑ  Σ £,  το  σωµάτιο  ήταν  και  θα  παρέµενε  στην  ίδια  θέση  πριν  και  µετά  τη  χρονική  στιγµή

t £ = -gHV L V a ê c2).

´Οπως  είδαµε  παραπάνω,  από  τη  σκοπιά  του  ΑΣΑ  Σ,  τα  φωτόνια   j1,  j2  φτάνουν  στον

δέκτη  ∆   µε  χρονική  διαφορά  ∆ t := t4 - t3 = c T ê Hc- V L.  Σύµφωνα  µε  την  (6.7),  αυτή  η  διαφορά

καταγράφεται από το ΑΣΑ Σ£ ως  ίση µε

(6.8)                                ∆ t £ = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
gHV L  c TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c-V
= 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

gHV L  TÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-HV êcL                                                  

´Οµως,                                

(6.9)                   1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
gHVL  1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1-HV êcL ª
"######################

1-HV êcL2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1-HVêcL =
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!@1+HV êcLD@1-HV êcLDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1-HV êcL = "###############1+HV êcLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-HV êcL              

Συνεπώς, η (6.8)  γράφεται και ως                             

(6.10)                                     ∆ t £ = "###############1+HV êcLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-HV êcL  T                                            

Αλλά,  για τον ίδιο λόγο που το χρονικό διάστηµα T  ανάµεσα στις  εκποµπές των j1  και j2

προσδιορίζει  την  περίοδο  του  αντίστοιχου  ηλεκροµαγνητικού  κύµατος  ως  προς  το  ΑΣΑ  Σ,  το

χρονικό διάστηµα  ∆ t £  που χωρίζει την άφιξη των  j1  και j2  στον δέκτη που ακινητεί στο ΑΣΑ Σ£

εκφράζει  την  περίοδο  του  ίδιου  κύµατος  από  τη  σκοπιά  του  Σ£.  Γι’  αυτό  θα  συµβολίσουµε  το

διάστηµα ∆ t £ µε  T £ και θα γράψουµε την (6.10) στη µορφή                             

(6.11)                                           T £ = "##########1+bÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-b

T .                                                

´Ετσι  κι  αλλιώς,  το  όλο  φαινόµενο  είναι  συµµετρικό  ως  το  ποιος  είναι  ο  ποµπός  και   ποιος  ο

δέκτης. (∆ιαφορετικά θα µπορούσαµε να διακρίνουµε τα ακίνητα ως προς τον αιθέρα ΑΣΑ).         

Αφού η συχνότητα είναι ίση προς το αντίστροφο της περιόδου, η σχέση των συχνοτήτων  n
και n £  που χαρακτηρίζουν το κύµα από τη σκοπιά των ΑΣΑ Σ και Σ£, αντίστοιχα,   εκφράζεται από

τον τύπο    

(6.12)                                              n £ = "##########1-bÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+b

n .                                            

Αυτός δείχνει καθαρά  ότι, στην περίπτωση που το b > 0, η συχνότητα n £  που δίνει το  ΑΣΑ Σ£ για

το  κύµα  είναι  µικρότερη  από  εκείνη  που  δίνει  το   ΑΣΑ  Σ.  Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι,  έτσι

όπως επιλέξαµε τη θέση του ποµπού και την κατεύθυνση κίνησης των εκπεµπόµενων φωτονίων, το

αντίστοιχο κύµα διαδιδόταν προς την ίδια κατεύθυνση µε εκείνη προς την οποία εκινιόταν το Σ£  ως

προς το Σ. ´Αρα µία γενική περιγραφή του φαινόµενου που µόλις αναλύσαµε είναι η ακόλουθη:

Αν ένα µονοχρωµατικό κύµα διαδίδεται στο ΑΣΑ Σ προς την ίδια κατεύθυνση προς την οποία

κινείται και το ΑΣΑ Σ¢ ,  τότε η  συχνότητά του  στο Σ¢  είναι µικρότερη  από εκείνη που καταγράφει το

Σ.  Στην  περίπτωση  που  το  κύµα  και  το  Σ¢  κινούνται  σε  αντίθετη  κατεύθυνση,  η  συχνότητα  του

κύµατος στο Σ¢  είναι µεγαλύτερη από εκείνη που δίνει το Σ.

Τούτο το συµπέρασµα είναι γνωστό ως φαινόµενο Doppler. Μπορεί να περιγραφτεί και  µε

όρους ποµπού και δέκτη, ως εξής: 
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´Οταν  ο  δέκτης  αποµακρύνεται  από  τον  ποµπό  ενός  µονοχρωµατικού  κύµατος,  τότε  η

συχνότητα στην οποία λαβαίνει το κύµα είναι µικρότερη από εκείνη µε την οποία το κύµα εκπέµπεται

από την πηγή. Αντίθετα, όταν ο δέκτης πλησιάζει προς την πηγή, τότε λαβαίνει το σήµα µε συχνότητα

µεγαλύτερη από εκείνη της εκποµπής.   

Για να εκφράσουµε αυτό το συµπέρασµα µε ενιαίο τρόπο, θα πρέπει να γράψουµε τον τύπο

του φαινόµενου Doppler ως εξής:                                    

(6.13)                                                       n£ = "############1-¶ bÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+¶ b

 n.

Και  πάλι  b := V ê c,  ενώ  εξακολουθούµε  να  υποθέτουµε  ότι  ποµπός  και  δέκτης  παραµένουν  πάνω

στoν άξονα x.  Αλλά τώρα, το ¶ = ≤1, ανάλογα µε το άν ο δέκτης βρίσκεται στη θετική πλευρά του

άξονα x  ή  στην αντίθετη.

6. 7  Ταξινόµηση χωροχρονικών διαστηµάτων

Θεωρούµε  δυο  τυχαία  γεγονότα,  τα  g1  και  g2,  τα  οποία  λαβαίνουν  χώρα  πάνω  στον  άξονα  x  ενός

ΑΣΑ  Σ.  Η  χωρική  απόστασή  τους  δίνεται  από  το  θετικό  αριθµό  »∆ x » := » x2 - x1 »  και  η  χρονική

από  τον  »∆ t » := » t2 - t1 ».  Αυτές  οι  αποστάσεις  αποκτούν  την  ίδια  διάσταση  και  γίνονται

συγκρίσιµες  αν γ.π.  πολλαπλασιάσουµε τη  δεύτερη  µε  την απόλυτη τιµή  της ταχύτητας του  φωτός

στο  κενό,  οπότε  γίνεται  c » ∆ t » = » c t2 - c t1 » = » w2 - w1 » ª » ∆ w ».  Γενικά,  η  χωρική  απόσταση,»∆ x »,   των  γεγονότων  g1  και  g2  µπορεί  να  είναι  µεγαλύτερη,  µικρότερη  ή  ίση  µε  την  απόσταση»∆ w ». Ας εξετάσουµε αυτά τα τρία ενδεχόµενα ξεχωριστά.

(α) » ∆ x » > »∆ w ».
Aυτή η ανισότητα µπορεί να γραφτεί σαν 

(7. 1)                                               ∆ w = ¶∆ x,           0 < » ¶ » < 1.                                   

Τώρα, από τη σχέση ∆ w £ = gH∆ w - b∆ xL έπεται ότι 
(7. 2)                                     ∆ w £ = 0 ñ ∆ w = b ∆ x .

                                       

Κατά συνέπεια, αν θεωρήσουµε  ένα ΑΣΑ Σ£  που κινείται µε ταχύτητα V = ¶ c ως  προς  το

ΑΣΑ Σ, τότε στο Σ£  η χρονική απόσταση των  γεγονότων g1  και g2  θα είναι µηδενική. Ισοδύναµα,

τα  g1  και g2  θα  εµφανίζονται  στο  ΑΣΑ Σ£  να  συµβαίνουν  ταυτόχρονα  σε  δυο  διαφορετικά σηµεία

του χώρου. 

Αυτό σηµαίνει ότι στο χωροχρονικό διάγραµµα του ΑΣΑ  Σ£  τα γεγονότα g1  και g2  κείνται

πάνω σε µια ευθεία που είναι παράλληλη προς τον άξονα x £. Συνακόλουθα, στο διάγραµµα του Σ η

διάταξη των  g1 και g2 θα είναι σαν αυτή του επόµενου σχήµατος. 
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Σχ. 7.1

(β) » ∆ x » < »∆ w ».
Aυτή η ανισότητα µπορεί να γραφεί σαν 

(7. 3)                                             ∆ x = ¶∆ w,           0 < » ¶ » < 1.                                  

Από την άλλη µεριά, η σχέση ∆ x £ = gH∆ x - b ∆ wL συνεπάγεται ότι 
(7. 4)                                       ∆ x £ = 0   ñ   ∆ x = b ∆ w.                                  

´Αρα,  σ’  ένα  ΑΣΑ  Σ£  που  κινείται  µε  ταχύτητα  V = ¶ c  ως  προς  το  Σ,  τα   γεγονότα  g1  και  g2  θα

εµφανίζονται να είναι ταυτόχωρα. Ισοδύναµα, τα  g1  και g2  θα βρίσκονται και τα δύο πάνω σε µιαν

ευθεία παράλληλη προς τον άξονα w £, όπως στο επόµενο σχήµα.

                                                                                                              

28 Ch_6.nb



1 2 3 4 5
x

1

2

3

4

5

w

γ1

γ2

x1,2
′

w2
′

w1
′

x′

w′

Σχ. 7.2

(γ) » ∆ x » = »∆ w ».
Aυτή η ισότητα µπορεί να γραφτεί σαν 

(7. 5)                                ∆ x = ¶∆ w,           ¶ = ≤1.                                  

Η αντικατάσταση της τελευταίας σχέσης στις      

(7. 6)                      ∆ x £ = gH∆ x - b ∆ wL,    ∆ w £ = gH∆ w - b∆ xL.            
οδηγεί στο αναµενόµενο αποτέλεσµα 

(7. 7)                                          ∆ x £ = ¶∆ w £ .                                            

Με  άλλα  λόγια,  σ’  αυτή  την  περίπτωση  τα  γεγονότα   g1  και  g2   βρίσκονται  και  τα  δύο  πάνω  σε

µιαν  ευθεία  που  σχηµατίζει  την  ίδια  γωνία  τόσο  µε  τον  άξονα  x £  όσο  και  µε  τον  άξονα  w £.  Κατά

συνέπεια,  η  παραπάνω  ευθεία  είναι  παράλληλη  προς  τη  διχοτόµο  µιας  από  τις  γωνίες  που

σχηµατίζουν  οι   άξονες  x £  και  w £.  Η  κλίση  αυτής  της  ευθείας  ως  προς  τους  άξονες  x  και  w  είναι

45 °  και  άρα  µπορεί  να  θεωρηθεί  σαν  το  τµήµα  τις  κοσµικής  γραµµής  ενός  φωτόνιου  το  οποίο

διέρχεται από τα σηµεία x1 και x2 τις χρονικές στιγµές t1 και t2, αντίστοιχα.  
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Μπορεί  κανείς  εύκολα  να  διαπιστώσει  ότι  τα  παραπάνω  αποτελέσµατα  απορρέουν  από  τη

θεµελιακή ιδιότητα των µετασχηµατισµών Lorentz να διατηρούν την ποσότητα  

(7. 8)                             a := H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 - H∆ wL2.                                 

αναλλοίωτη.  Αυτό  σηµαίνει  ότι,  για  οποιοδήποτε  ζευγάρι  γεγονότων   g1  και  g2,  οι  χωροχρονικές

τους αποστάσεις στα τυχαία ΑΣΑ Σ και Σ£ ικανοποιούν την ισότητα                                         

(7. 9)            H∆ x £L2 + H∆ y £L2 + H∆ z £L2 - H∆ w £L2 = H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 - H∆ wL2 .      

Η  απόδειξη αυτού  του  ισχυρισµού  είναι  απλούστατη.  Αφού  ∆ y £ = ∆ y ,  ∆ z £ = ∆ z ,  αρκεί

να αποδείξουµε ότι 

(7. 10)                        H∆ x £L2 - H∆ w £L2 = H∆ xL2 - H∆ wL2.                             

Αλλά από τις σχέσεις (3. 2) αµέσως έπεται ότι

(7. 11)                       ∆ x £ = gH∆ x- b∆ wL,    ∆ w £ = gH∆ w - b∆ xL .                      

´Αρα     

                  H∆ x £L2 - H∆ w £L2 = g2H∆ x- b∆ wL2 - g2H∆ w - b∆ xL2  

                                            = g2 8H∆ xL2 H1 - b2L - H∆ wL2 H1 - b2L<
                                             = g2H1 - b2L 8H∆ xL2 - H∆ wL2< ª H∆ xL2 - H∆ wL2, 

αφού  g2H1 - b2L = 1.           
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Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι οι χωροχρονικές συντεταγµένες δυο συγκεκριµένων γεγονότων

στο ΑΣΑ Σ είναι τέτοιες που a > 0.  Αυτό σηµαίνει ότι    

(7. 12)                                 H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 > H∆ wL2                                  

και άρα

(7. 13)                                              dHg1, g2L > » ∆ w »                                                       
όπου

(7. 14)                              dHg1, g2L :=
"##############################################H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 ,                                

δηλαδή   η   χωρική  απόσταση  των  γεγονότων   g1  και  g2.  Σ’  αυτή  την  περίπτωση  υπάρχει  κάποιο

ΑΣΑ  Σ£  στο  οποίο  ∆ w £ = 0.  Αυτό  θα  το  αποδείξουµε  αναλυτικά  στο  επόµενο  κεφάλαιο,  αλλά  ο

αναγνώστης µπορεί  από τώρα να πεισθεί για την ισχύ  του. Αρκεί να θυµηθεί  ότι, στρέφοντάς τους

κατάλληλα, µπορούµε  να επιλέξουµε τους χωρικούς άξονες µε τρόπο ώστε η ευθεία που ενώνει τα

σηµεία όπου έλαβαν χώρα τα γεγονότα g1  και g2  να είναι παράλληλη προς τον (καινούργιο) άξονα

x.  Με  άλλα  λόγια,  στο  νέο  σύστηµα  αξόνων  θα  έχουµε   ∆ y = ∆ z = 0,  οπότε  ισχύουν  αυτά  που

αποδείξαµε νωρίτερα.

´Οταν,  λοιπόν,  a > 0,  τότε  µπορούµε  να  βρούµε  ένα  ΑΣΑ  Σ£  στο  οποίο  τα   g1  και  g2

συµβαίνουν σε διαφορετικά σηµεία του χώρου αλλά ταυτόχρονα. Γι’  αυτό, όταν a > 0, λέµε ότι η

χωροχρονική απόσταση των g1 και g2 είναι χωρικού τύπου ή χωροειδής.

Αντίθετα, όταν a < 0, τότε 

(7. 15)                            H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 < H∆ wL2                                  

και άρα

(7. 16)                                       dHg1, g2L < »∆ w ».                                                     
Σ’  αυτή την περίπτωση υπάρχει κάποιο ΑΣΑ Σ´ στο οποίο 

(7. 17)                          d £ Hg1, g2L :=
"#####################################################H∆ x £L2 + H∆ y £L2 + H∆ z £L2 = 0.                       

Με  άλλα  λόγια,  όταν  a < 0,  τότε  µπορούµε  να  βρούµε  ένα  ΑΣΑ  Σ£  στο  οποίο  τα   g1  και  g2

συµβαίνουν  σε διαφορετικές  χρονικές στιγµές  αλλά στο ίδιο σηµείο  του  χώρου (είναι ταυτόχωρα).

Γι  αυτό,  όταν  a < 0,  λέµε  ότι  η  χωροχρονική  απόσταση  των  g1  και  g2  είναι  χρονικού  τύπου  ή

χρονοειδής.      

Τέλος, όταν  a = 0, τότε   

(7. 18)                                   dHg1, g2L = »∆ w » ª c » ∆ t »                                     
και 

(7. 19)                                   d £ Hg1, g2L = » ∆ w £ » ª c » ∆ t £ ».                                 
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Αυτό  σηµαίνει  ότι,  τόσο  στο  ΑΣΑ  Σ  όσο  και  σε  κάθε  άλλο  ΑΣΑ  Σ£,  τα  γεγονότα  g1  και  g2

συµβαίνουν  σε  διαφορετικές  χρονικές  στιγµές  και  σε  διαφορετικά  σηµεία  του  χώρου,  αλλά

ανήκουν  στην  κοσµική  γραµµή  ενός  φωτόνιου  (ισοδύναµα,  πάνω  στη  γεννήτρια  ενός  κώνου

φωτός). Γι’  αυτό, όταν a = 0, λέµε ότι η χωροχρονική απόσταση των g1  και g2  είναι µηδενική, ή

φωτονιακού τύπου, ή  φωτοειδής.                                             
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7.  Xωρόχρονος Minkowski 

7. 1  Χώρος Minkowski 

´Οπως διαπιστώσαµε στο τέλος του προηγούµενου κεφάλαιου,  η ποσότητα 

(1. 1)                            a := H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 - H∆wL2                                   

µένει  αναλλοίωτη  κατά  τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz.  Με  άλλα  λόγια,  δυο   τυχαία   ΑΣΑ,  ας

πούµε  τα Σ και Σ£,   µπορεί  να διαφωνούν  για κάποιες από τις  χωροροχρονικές συντεταγµένες  των

τυχαίων γεγονότων g1  και g2, αλλά συµφωνούν  πάντοτε για την τιµή της ποσότητας a. Ισοδύναµα,

(1. 2)              H∆ x £L2 + H∆ y £L2 + H∆ z £L2 - H∆w £L2 = H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 - H∆wL2,          

όπου ∆ x := x2 - x1,  ∆ x £ := x2
£ - x1

£,   κ.λ.π. 

Αυτή  η  παρατήρηση  µας  θυµίζει  την  περίπτωση  του  Ευκλείδειου  χώρου  �3,  όπου  όλα  τα

Καρτεσιανά  συστήµατα,  ακόµα  και  όταν  διαφωνούν  για  κάποιες  από  τις  επιµέρους  συντεταγµένες

δυο  σηµείων  p1  και  p2,  συµφωνούν  απόλυτα  για  την  τιµή  της  ποσότητας

@dHp1, p2LD2 := H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2, δηλαδή για το τετράγωνο της απόστασης των p1 και p2. 

Αναρωτιέται,  λοιπόν,  κανείς  αν  µπορεί  να  εκφράσει  τις  ιδιότητες  των  χωροχρονικών

προσδιορισµών  των  απλών  γεγονότων  που  δίνουν  τα  διάφορα  ΑΣΑ  µε  µια  µαθηµατική  δοµή

ανάλογη  µ’  εκείνη  του  �3.  Το  ότι  αυτό  το  ερώτηµα  επιδέχεται  καταφατική  απάντηση

ανακαλύφθηκε  το  1908  από  τον  Ρωσογερµανό  µαθηµατικό  Hermann  Minkowski  (1864-1909)  και

γι’  αυτό η µαθηµατική δοµή που εκφράζει την εικόνα της Ειδικής Σχετικότητας για το χωρόχρoνο

ονοµάζεται χώρος Minkowski.

Για  να  γίνουν  απλούστερες  οι  εκφράσεις  που  θα  εµφανιστούν  αργότερα,  ξεκινάµε

εισάγοντας  έναν  καινούργιο  συµβολισµό  για  τις  τετράδες  πραγµατικών  αριθµών  και  διάφορους

συνδυασµούς τους:

(i)  ´Οπως  η  Hx1, x2, x3, x4L,  έτσι  και  η  έκφραση  Hx1, x2, x3, x4L  θα  παριστάνει  µια  τυχαία  τετράδα

πραγµατικών  αριθµών  και  όχι  την  τετράδα που  αποτελείται από την πρώτη, δεύτερη  κ.λ.π. δύναµη

του x.  

(ii) Tα µικρά λατινικά γράµµατα, a, b, s, ..., i, j, k, ... , θα χρησιµοποιούνται σαν πάνω και κάτω

δείχτες που παίρνουν τις τιµές 1, 2, 3, και 4. 

(iii)  Υιοθετούµε  την  σύµβαση  Einstein:  ´Οταν  σε  µια  έκφραση  ένας  δείκτης  εµφανίζεται  δυο

φορές,  µια  πάνω  και  µια  κάτω,  τότε  η  δοσµένη  έκφραση  σηµαίνει  το  άθροισµα  των  όρων  που



προκύπτουν  όταν  ο  δείκτης  πάρει  όλες  τις  δυνατές  τιµές  του.  Να  µερικά  παραδείγµατα  χρήσης

αυτής της σύµβασης:

(1. 3α)                Ta
a ª ⁄a=1

4 Ta
a = T1

1 + T2
2 + T3

3 + T4
4,         

(1. 3β)                yk  x
k ª ⁄k=1

4 yk  x
k = y1 x

1 + y2 x
2 + y3 x

3 + y4 x
4,                                

(1. 3γ)                 x j e j ª ⁄ j=1
4  x j e j = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 + x4 e4,    

(1. 3δ)                 Ta
b x

b ª ⁄b=1
4 Ta

b x
b = Ta

1 x
1 + Ta

2 x
2 + Ta

3 x
3 + Ta

4 x
4,       

(1. 3ε)                 h j k  x
j yk ª ⁄ j=1

4 H⁄k=1
4 h j k  x

j ykL
                                     = ⁄ j=1

4 Hh j 1 x
j y1 + h j 2 x

j y2 + h j 3 x
j y3 + h j 4 x

j y4L
                                     = h1 1 x1 y1 + h2 1 x2 y1 + h3 1 x3 y1 + h4 1 x4 y1 

                                         +h1 1 x
1 y2 + h2 1 x

2 y2 + h3 1 x
3 y2 + h4 1 x

4 y2 

                                         +h1 1 x
1 y3 + h2 1 x

2 y3 + h3 1 x
3 y3 + h4 1 x

4 y3 

                                         + h1 4 x
1 y4 + h24 x

2 y4 + h34 x
3 y4 + h44 x

4 y4.

Το τελευταίο παράδειγµα δείχνει καθαρά την οικονοµία που επιτυγχάνεται µε την εφαρµογή

της  σύµβασης  Einstein.  Θα  πρέπει  να  σηµειώσουµε  ότι,  σε  αντίθεση  µε  την  εντύπωση  που  τυχόν

δηµιούργησε  το  προηγούµενο  σύνολο  παραδειγµάτων,  οι  δείκτες  που  τυχόν  εµφανίζονται  σε  µια

έκφραση  δεν  είναι  υποχρεωµένοι  να  έχουν  το  ίδιο  σύνολο  τιµών.  Συνακόλουθα,  αν  ο  ελληνικός

δείκτης l περιορίζεται στις τιµές 81, 2, 3<, τότε
(1. 4α)                         xl yl ª ⁄l=1

3 xl yl = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3,       

(1. 4β)                         Sa
l x

l ª ⁄l=1
3 Sa

l x
l = Sa

1 x
1 + Sa

2 x
2 + Sa

3 x
3.           

Aς  υποθέσουµε  τώρα  ότι  οι  x
z
= Hx1, x2, x3, x4L,  y

z
= Hy1, y2, y3, y4L  είναι  δύο  τυχαίες

διαταγµένες  τετράδες  πραγµατικών  αριθµών  (στοιχεία  του  �4).  Ως  άθροισµά  τους  ορίζεται   η

τετράδα

(1. 5)                                      x
z
+ y

z
:= Hx1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, x4 + y4L .                                  

Από την άλλη, ως γινόµενο του l œ � µε το στοιχείο  x
z
= Hx1, x2, x3, x4L  του �4 ορίζεται  η τετράδα

(1. 6)                                              l x
z

:= Hl x1, l x2, l x3, l x4L.                                          
Με  αυτούς  τους  δύο  ορισµούς  το  σύνολο  �4  αποκτά  τη  δοµή  του  τετραδιάστατου  διανυσµατικού

χώρου. Τότε τα στοιχεία του ονοµάζονται διανύσµατα.  

Αν  στην  παραπάνω  δοµή  προσθέσουµε  και  την  συνηθισµένη  έννοια  του  εσωτερικού

γινόµενου  των  τυχαίων  διανυσµάτων  x
z

 και  y
z
,  θα  καταλήξουµε  στο  λεγόµενο  τετραδιάστατο

Ευκλείδειο χώρο, �4. Θυµίζουµε ότι ως εσωτερικό γινόµενο των x
z
 και y

z
 ορίζεται ο αριθµός 
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(1. 7)                                  x
z
ÿ y
z

:= x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 + x4 y4.                                 

Συνήθως,  και  ο  τετραδιάστατος  Ευκλείδειος  χώρος  δηλώνεται  µε  το  ίδιο  σύµβολο  �4  που

χρησιµοποιούµε  για  τον  διανυσµατικό  χώρο  των  διαταγµένων  τετράδων  πραγµατικών  αριθµών.

Εµείς  προτιµάµε  να  το  σύµβολο   �4  για  λόγους  που  θα  γίνουν  σαφέστατοι  αµέσως  πιο  κάτω.  Εδώ

περιοριζόµαστε  να  σηµειώσουµε  ότι,  χρησιµοποιώντας  τη  σύµβαση  Einstein,  µπορούµε  να

δώσουµε στην (1. 7) την µορφή

(1. 8)                                             x
z
ÿ y
z

:= d j k  x
j yk ,

όπου

(1. 9)                                         d j k := 9 1, an j = k

0, an j ∫ k
  .        

Το σύµβολο που ορίζεται από την (1.9) λέγεται δέλτα του Kronecker.                       

Με µήκος του διανύσµατος x
z
= Hx1, x2, x3, x4L εννοούµε τον αριθµό

(1. 10)                                                      °xz• :=
"########

x
z
ÿ x
z

.

Συνεπώς,

(1. 11)                   °xz• = "##################d j k  x j xk =
"######################################################Hx1L2 + Hx2L2 + Hx3L2 + Hx4L2

.         

Για  προφανείς  λόγους,  κάθε  στοιχείο  του  �4   ονοµάζεται  και  σηµείο  του  Ευκλείδειου  χώρου.

Συνακόλουθα, ο αριθµός

(1. 12)                                            dIxz, y
zM := °xz - y

z•      
ονοµάζεται απόσταση των σηµείων  x

z
  και  y

z
  του �4.  Από την (1. 11) αµέσως συνάγεται ότι

(1. 13)                 AdIxz, y
zME2

= d j kHx j - y jL Hxk - ykL     
                                          = Hx1 - y1L2

+ H x2 - y2L2
+ Hx3 - y3L2

+ Hx4 - y4L2
 

                                          ª H∆ x1L2
+ H∆ x2L2

+ H∆ x3L2
+ H∆ x4L2

. 

Είναι φανερό ότι το τετράγωνο της Ευκλείδειας απόστασης δύο σηµείων του �4  δεν µπορεί

να  χρησιµοποιηθεί  ως  χαρακτηριστική της  χωροχρονικής  σχέσης  δύο  τυχαίων  γενονότων.  Κι  αυτό

γιατί, αν θέσουµε    

(1. 14)                                   Hx1, x2, x3, x4L := Hx, y, z, w ª c tL,      
τότε  η  ποσότητα  α,  που  ορίζεται  στην  (1.  1)  και  είναι  χαρακτηριστική  της  κατάστασης  που

επικρατεί στο χωρόχρονο, µπορεί να γραφτεί σαν

(1. 15)                             a := H∆ x1L2
+ H∆ x2L2

+ H∆ x3L2
- H∆ x4L2

,           
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Αυτή  διαφέρει  ουσιαστικά  από  την  (1.  13),  λόγω  του  αρνητικού  πρόσηµου  στον  τελευταίο  όρο.

Εξαιτίας αυτού του πρόσηµου η ποσότητα a µπορεί να παίρνει και αρνητικές τιµές, πράγµα που δεν

ισχύει για την AdIxz, y
zME2

.

Αυτή  η  παρατήρηση  µας  οδηγεί  στο  να  εισαγάγουµε  ένα  διαφορετικό  εσωτερικό  γινόµενο

στο  διανυσµατικό  χώρο  �4,  ένα   εσωτερικό  γινόµενο  που  ταιριάζει  στη  δοµή  των  χωροχρονικών

σχέσεων των στοιχειωδών γεγονότων. Προς αυτή την κατεύθυνση ξεκινάµε εισάγοντας το σύµβολο

(1. 16)                            h j k = 9
1, an j = k = 1, 2, 3

-1, an j = k = 4

0, an j ∫ k

                 

Στη  συνέχεια  ορίζουµε  ως  εσωτερικό  γινόµενο  Minkowski  των  διανυσµάτων   x
z

 και y
z

  του  �4  τον

πραγµατικό αριθµό

(1. 17)          < x
z
, y

z
>M ª x

z
ù y

z
ª hIxz, y

zM := h j k  x
j yk = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 - x4 y4 .     

Mε αυτό το συµβολισµό η (1. 15) γίνεται

(1. 18)                            aIxz, y
zM := hIxz - y

z
, x

z
- y

zM ª h j kHx j - y jL Hxk - ykL.       
Μπορούµε,  τώρα,  να  ορίσουµε  ως  χώρο  Minkowski  τον  διανυσµατικό  χώρο  �4

εφοδιασµένο  µε  το  εσωτερικό  γινόµενο  (1.  18).  Ακριβέστερα,  ως  χώρος  Minkowski  ορίζεται  το

µαθηµατικό σύνολο � που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i)  Eπιδέχεται  1-1  (αµφιµονοσήµαντες)  απεικονίσεις  της  µορφής  C : � Ø �4.  Αυτές  οι  απει-

κονίσεις λέγονται συστήµατα συντεταγµένων του �. 

(ii)  Είναι  εφοδιασµένο  µε  µια  συνάρτηση  g  που  απεικονίζει  κάθε  ζευγάρι  στοιχείων  του,  (g1, g2),

στους  πραγµατικούς  αριθµούς.  Aυτή  η  συνάρτηση  g : �ä� Ø �  χαρακτηρίζεται  από  την

ακόλουθη  ιδιότητα:  Υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  σύστηµα  συντεταγµένων,  C : � Ø �4,   τέτοιο  που,

αν g1, g2 œ �,  και  x
z
= CHg1L,  yz = CHg2L, τότε 

(1. 19)                                          gHg1, g2L = aIxz, y
zM     

Kάθε σύστηµα αυτού του είδους ονοµάζεται συντεταγµένες Minkowski του �.

Ο  χώρος   Minkowski  θα  θεωρείται  ως  το  µαθηµατικό  πρότυπο  του  σύνολου  των

πραγµατικών και πιθανών απλών γεγονότων του φυσικού κόσµου και, για συντοµία, θα αναφέρεται

ως  χωρόχρονος  (της  Ειδικής  Σχετικότητας).  Κάθε  σύστηµα  συντεταγµένων  Minkowski,

C : �Ø �4,  θα  ερµηνεύεται  ως  η  εικόνα  που  δίνει  για  το  χωρόχρονο  κάποιο  ΑΣΑ  Σ.  Πιο

συγκεκριµένα,  για  κάθε  γεγονός  g œ �  η  τετράδα  x
z
ª Hx1, x2, x3, x4L = CHgL  θα  ταυτίζεται  µε  την

Hx, y, z, w L,  που  θα  έχει  πάντα  την  ίδια  ερµηνεία:  (α)  Τα  τρία  πρώτα  στοιχεία  της,  Hx, y, zL,
παριστάνουν  τις  χωρικές  συντεταγµένες  του  g,  σύµφωνα  µε  το  Καρτεσιανό  σύστηµα  αξόνων  του

ΑΣΑ  Σ  και  (β)  Το  τελευταίο  στοιχείο,  w,  της  παραπάνω  τετράδας  ταυτίζεται  µε  τον  αριθµό  c t,

όπου t η  χρονική συντεταγµένη του g, σύµφωνα µε το χρονόµετρο (ρολόι) του ίδιου ΑΣΑ.
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7. 2  Μετασχηµατισµοί Lorentz  και Poincaré 

Στο  προηγούµενο  κεφάλαιο  εισαγάγαµε  τους  ειδικούς  µετασχηµατισµούς  Lorentz  που  ορίζονται

από τους τύπους

(2. 1)                       x £ = gHx- bwL, y £ = y, z £ = z, w £ = gHw - b xL                 

όπου

(2. 2)                                b := VÅÅÅÅÅ
c

, g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

    

                                                  

Αν, σύµφωνα µε το συµβολισµό που µόλις υιοθετήσαµε, θέσουµε     

(2. 3)                                  Hx, y, z, w L = Hx1, x2, x3, x4L ,      
(2. 4)                           Hx £, y £, z £, w £ L = Hx1 £, x2 £, x3 £, x4 £L   
τότε οι τύποι (2. 1) θα γίνουν   

(2. 5)                 x1 £ = gHx1 - b x4L, x2 £ = x2, x3 £ = x3, x4 £ = gHx4 - b x1L     

Με τη σειρά τους, οι τελευταίοι τύποι µπορούν να γραφτούν σαν

(2. 6α)                              x1 £ = L 1
1  x1 + L 4

1 x4,         L 1
1 = g,    L 4

1 = -b g,  

(2. 6β)                              x2 £ = L 2
2  x2 ,                    L 2

2 = 1,                                  

(2. 6γ)                              x3 £ = L 3
3  x3 ,                    L 3

3 = 1,           

(2. 6δ)                              x4 £ = L 1
4  x1 + L 4

4 x4,        L 1
4 = -b g,   L 4

4 = g.       

Αν, µάλιστα, εφαρµόσουµε τη σύµβαση Einstein, µπορούµε να εκφράσουµε και τις τέσσερες αυτές

σχέσεις µε τον πολύ συνοπτικό τρόπο  

(2. 7)                                                x j £ = L m
j xm 

όπου  οι  λατινικοί  δείχτες  j, m  παίρνουν  τις  τιµές  1, 2, 3, 4  και  οι  4 x4 = 16  συντελεστές   L m
j

δίνονται από τον ακόλουθο πίνακα:

(2. 8)                        

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

g 0 0 -b g

0 1 0 0

0 0 1 0

-b g 0 0 g

y

{

zzzzzzzzzzzz
    

Κι αυτό γιατί, όταν j = 1 γ.π., η (2. 7) γίνεται    
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(2. 9)                   x1 £ = L m
1 xm ª L 1

1 x1 + L 2
1 x2 + L 3

1 x3 + L 4
1 x4   

                                = g x1 + 0 x2 + 0 x3 + H-b gL x4 = gHx1 - b x4L 
´Οπως  έχουµε  ήδη  διαπιστώσει,  οι  ειδικοί  µετασχηµατισµοί  Lorentz  διατηρούν  το

εσωτερικό γινόµενο Minkowski. Aν, δηλαδή, x j £ = L m
j xm  και  y j £ = L m

j ym, τότε

(2. 10)                hIxz £, y
z £M = hIxz, y

zM      ñ    h j k  x
j£ y k £ = h j k  x

j yk   

                   ñ       x1 £ y1 £ + x2 £ y2 £ + x3 £ y3 £ - x4 £ y4 £ = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 - x4 y4.     

Με βάση αυτή την παρατήρηση, ορίζουµε ως (γενικό) µετασχηµατισµό Lorentz κάθε αντιστρέψιµο

µετασχηµατισµό της µορφής (2. 7) που έχει την ιδιότητα (2. 10).   

Σηµειώστε ότι η αντικατάσταση των x j £ = L m
j xm,  yk £ = L n

j yn  στη σχέση 

h j k  x
j£ y k £ = h j k  x

j yk  την µετατρέπει στην 

(2. 11)                                          h j k  L m
j xm L n

k yn = h j k  x
j yk  

Για  να  εξαγάγουµε  συµπεράσµατα  από  σχέσεις  αυτής  της  µορφής,  συνήθως  αλλάζουµε  τη  σειρά

ορισµένων  παραγόντων  και  τα  σύµβολα  ορισµένων  από  τους  επαναλαµβανόµενους

(αθροιζόµενους) δείκτες. Η (2. 11) γ.π. είναι ταυτόσηµη µε την

(2. 12)                                             h j k  L m
j L n

j xm yn = hm n  xm yn     

Η  τελευταία  σχέση  πρέπει  να  ισχύει  για  κάθε  ζευγάρι  διανυσµάτων  x
z
, y

z
.  Αν  γ.π.

x
z
= y

z
= H1, 0, 0, 0L,  τότε  η  (2.  12)  γίνεται  h j k  L 1

j
L 1

j = h1 1.  Αν  πάλι  x
z
= H1, 0, 0, 0L,

y
z
= H0, 1, 0, 0L,  τότε  η  (2.  12)  γίνεται  h j k  L 1

j
L 2

j = h1 2.   Συνεπώς,  η  (2.  12)  θα  ισχύει  για  κάθε

ζευγάρι διανυσµάτων x
z
, y

z
 εάν και µόνο όταν τηρείται η συνθήκη

(2. 13)                                        h j k  L m
j L n

k = hm n     

Συνακόλουθα,  µπορούµε  να  χρησιµοποιούµε  τη  συνθήκη  (2.  13)  σαν  αυτή  που  ορίζει  τη  γενική

µορφή ενός µετασχηµατιµού  Lorentz L : x j Ø x j £ = L k
j

xk .

Σηµειώστε,  τώρα,  ότι  από  τον  ορισµό  τους,  (1.  16),  οι  ποσότητες  h j k  µπορούν  να

θεωρηθούν ως τα στοιχεία ενός διαγώνιου 4µ4 πίνακα:

(2. 14)                     h = Hh j kL=διαγH1, 1, 1, -1L≡
i

k

jjjjjjjjjjjj

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 -1

y

{

zzzzzzzzzzzz
    

Από την άλλη, αν συµβολίσουµε  µε L τον  4 x4 πίνακα (L k
j

), τότε ο ανάστροφος του L είναι ο 4µ4

πίνακας  LΤ=ILΤ
k

jM,  όπου                                                               

(2. 15)                                            LΤ
k

j
= L k

j
.  

Για παράδειγµα, LΤ
1

2
= L 1

2 . Συνεπώς, η συνθήκη (2. 13) γράφεται σαν
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(2. 16)                                   LΤ
m

j
h j k  L n

k = hm n ñ LΤ h L = h.  

Θυµίζουµε ότι για την ορίζουσα του γινόµενου δύο τετραγωνικών πινάκων ισχύει ότι 

(2. 17)                                        detHA BL = detHAL detHBL                 
και  detHAΤL = detHAL. Aπό την άλλη είναι προφανές ότι

(2. 18)                                              detHhL = -1.   

´Αρα η σχέση (2. 16) συνεπάγεται ότι 

(2. 19)                                   @detHLLD2 = 1, ñ detHLL = ≤1.         

´Ενας  µετασχηµατισµός  Lorentz  L : x j Ø x j £ = L k
j

xk   του  οποίου  ο  αντίστοιχος  πίνακας

L = HL k
j L  έχει  ορίζουσα  ίση  µε  τη  µονάδα  λέγεται  κανονικός.  Για  παράδειγµα,  κάθε   ειδικός

µετασχηµατισµός  Lorentz   της  µορφής  (2.  8)  είναι  κανονικός.  Το  ίδιο  ισχύει  και  για  τους

µετασχηµατισµούς για τους οποίους οι αντίστοιχοι πίνακες έχουν µια από τις ακόλουθες µορφές:

(2. 20)                           

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

1 0 0 0

0 g 0 -b g

0 0 1 0

0 -b g 0 g

y

{

zzzzzzzzzzzz
   

                                  

 (2. 21)                         

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 g -b g

0 0 -b g g

y

{

zzzzzzzzzzzz
             

Θα πρέπει να είναι φανερό ότι οι πίνακες (2. 20) και (2. 21) παριστάνουν τη µετάβαση από το ΑΣΑ

Σ  σε  κάποιο  άλλο  ΑΣΑ  Σ£  το  οποίο  κινείται  µε  ταχύτητα  V = b c  στην  κατεύθυνση  του  άξονα  y

και  z, αντίστοιχα.  

To  υποσύνολο  των  µετασχηµατισµών  Lorentz  που  αποτελείται  από  τους  κανονικούς

µετασχηµατισµούς  θα  συµβολίζεται  µε  L+  και  το  υποσύνολο  των  µη  κανονικών  µε  L-.  Kάνοντας

κατάχρηση  του  σύµβολου   L,  θα  το  χρησιµοποιούµε  και  για  να  δηλώνουµε  ολόκληρο  το  σύνολο

των µετασχηµατισµών Lorentz. Προφανώς,  L = L+ ‹ L-,     L+ › L- = «.

Η  εξίσωση  (2.  13)  αποτελεί  συντοµογραφία  4µ4 = 16  εξισώσεων  για  τα  16  στοιχεία  του

πίνακα  L.  Ωστόσο,  µόνο  δέκα  (10)  από  αυτές  τις  εξισώσεις  είναι  ανεξάρτητες,  γιατί  ο  πίνακας  h
είναι  συµµετρικός:  h j k = h k j.  Συνεπώς,  µόνο  δέκα  από  τα  16  στοιχεία  του  πίνακα  L  µπορούν  να

προσδιοριστούν  από  τις  παραπάνω  εξισώσεις.  Τα  υπόλοιπα  έξι  µπορούν  να  επιλεγούν  αυθαίρετα.

Ισοδύναµα,  και  τα   16  στοιχεία  του  πίνακα  L  µπορούν  να  εκφραστούν  ως  συναρτήσεις  έξι

αυθαίρετων  παραµέτρων.  Επειδή  από  την  άλλη  µεριά  όλοι  µαζί  οι  µετασχηµατισµοί  Lorentz
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αποτελούν οµάδα -µε την αλγεβρική έννοια αυτού του όρου- και το ίδιο ισχύει για το σύνολο L των

αντίστοιχων πινάκων, λέµε ότι η οµάδα Lorentz είναι εξαδιάστατη.  

Οι  έξι  παράµετροι  που  υπεισέρχονται  στην  κατασκευή  των  πινάκων   L  µπορούν  να

επιλεγούν  µε  τρόπο  ώστε  να  έχουν  και  άµεση  φυσική  σηµασία.  ´Ετσι,  τρεις  απ'  αυτές  µπορεί  να

είναι οι συνιστώσες της ταχύτας V
z

  του ΑΣΑ Σ£  ως προς το Σ. Γιατί, θα πρέπει να είναι φανερό ότι

οι  γενικοί  µετασχηµατισµοί  Lorentz  καλύπτουν  και  αυτή  τη  γενικότερη  περίπτωση  για  τη  σχετική

κίνηση  των  δύο  ΑΣΑ  που  χρησιµοποιούν  τα  χωροχρονικά  συστήµατα  συντεταγµένων

Hx1, x2, x3, x4L  και  Hx1 £, x2 £, x3 £, x4 £L.
Από  την  άλλη  µεριά,  εύκολα  διαπιστώνεται  ότι  και  πίνακες  σαν  τους  επόµενους  τρεις

σέβονται την συνθήκη (2. 13):

 (2. 22)                            

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

1 0 0 0

0 cosj -sinj 0

0 sinj cosj 0

0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzz
           

 

 (2. 23)                            

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

cosj 0 sinj 0

0 1 0 0

-sinj 0 cosj 0

0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzz
     

 

(2. 24)                             

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

L 1
1 L 2

1 L 3
1 L 4

1

L 1
2 L 2

2 L 3
2 L 4

2

L 1
3 L 2

3 L 3
3 L 4

3

L 1
4 L 2

4 L 3
4 L 4

4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjj

cosj sinj 0 0

-sinj cosj 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzz
                         

                               

Είναι  φανερό  ότι  οι  παραπάνω  πίνακες  αντιστοιχούν  στην  περίπτωση  που  τα  ΑΣΑ  Σ  και  Σ£  είναι

ουσιαστικά  τα  ίδια  και  η  µόνη  διαφορά  τους  έγκειται  στο  ότι  οι  Καρτεσιανοί  χωρικοί  άξονες

x1 £ x2 £ x3 £ ª x£ y£ z£  προκύπτουν από τους   x1 x2 x3 ª x y z  µε στροφή κατά γωνία j γύρω από τους

άξονες   x,  y  και  z,  αντίστοιχα.  Συνακόλουθα,  οι  άλλες  τρεις  παράµετροι  που  καθορίζουν  τους

πίνακες  L  µπορούν  να επιλεγούν  να  είναι  οι  τρεις  γωνίες  που  ορίζουν  τη  σχέση  ενός  Καρτεσιανού

συστήµατος αξόνων του Ευκλείδειου χώρου προς ένα άλλο που έχει κοινή αρχή µε το πρώτο. 

Ας θεωρήσουµε, τώρα, τα τυχαία διανύσµατα x
z
= Hx1, x2, x3, x4L,  yz = Hy1, y2, y3, y4L. Κατά

το  µετασχηµατισµό  Lorentz  L,   αυτά  µετατρέπονται  στα   x
z £

 και  y
z £

,  αντίστοιχα,  όπου  x j £ = L k
j

xk

και y j£ = L k
j

yk .  Συνεπώς,
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(2. 25)                         y j £ - x j £ = L k
j

yk - L k
j

xk = L k
j Hyk - xkL.   

Ισοδύναµα,                                  

(2. 26)                          ∆ x j £ = L k
j
∆ xk ,      ∆ xk := yk - xk .    

Aπό  αυτή  τη  σχέση  και  το  γεγονός  ότι  οι  µετασχηµατισµοί  Lorentz  διατηρούν  το  εσωτερικό

γινόµενο Minkowski αµέσως έπεται ότι

(2. 27)                    h j k  ∆ x j £ ∆ xk £ = h j k  ∆ x j ∆ xk    ñ    aIxz £, y
z £M = aIxz, y

zM.       
Aς υποθέσουµε, στη συνέχεια, ότι τα διανύσµατα x

z £
 και y

z £
 προκύπτουν, αντίστοιχα, από τα

x
z
= Hx1, x2, x3, x4L και yz = Hy1, y2, y3, y4L, σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό

(2. 28)                                   x j£ = L k
j

xk + a j,      y j£ = L k
j

yk + a j      

όπου   a
z
= Ha1, a2, a3, a4L ένα συγκεκριµένο στοιχείο του �4. Τότε

(2. 29)                   y j £ - x j £ = HL k
j

yk + a jL- HL k
j

xk + a jL = L k
j Hyk - xkL    

και, κατά συνέπεια, ισχύει και πάλι η (2. 27). 

Οι απεικονίσεις της µορφής

(2. 30)                   P : �4 Ø �4 ,      x
z £
= PIxzM,      x j £ = L k

j
xk + a j    

ονοµάζονται  µετασχηµατιµοί  Poincaré  (Πουανκαρέ)   και   είναι  οι  πιο  γενικοί  µετασχηµατισµοί

του  χώρου  Minkowski, µε  την  έννοια  ότι  είναι  οι  γενικότερες  1-1 απεικονίσεις  του  διανυσµατικού

χώρου �4 στον εαυτό του που διατηρούν αναλλοίωτη τη χαρακτηριστική ποσότητα aIxz, y
zM.

7. 3  Ταξινόµηση τετραδιανυσµάτων 

Το  τυχαίο  (τετρα-)διάνυσµα  x
z
= Hx1, x2, x3, x4L  παριστάνει,  όπως  είπαµε,  τις  χωροχρονικές

συντεταγµένες ενός γεγονότος ή στοιχείου του χώρου Minkowski, ας πούµε του g1, ως προς κάποιο

ΑΣΑ Σ.  Αν µε τη σειρά του το διάνυσµα y
z
= Hy1, y2, y3, y4L δίνει τις συντεταγµένες του γεγονότος

g2, τότε το διάνυσµα z
z

:= y
z
- x

z
 συνδέει την εικόνα του g1  στο χωροχρονικό διάγραµµα του ΑΣΑ Σ

µε  την  εικόνα  του  g2.  Συνακόλουθα,  η  ταξινόµηση  του  χωροχρονικού  διαστήµατος που  χωρίζει τα

γεγονότα  g1  και  g2  µπορεί  να  γίνει  χρησιµοποιώντας  το  διάνυσµα  z
z

 που,  ας  σηµειωθεί,  µπορεί  να

παριστάνεται και µε ∆ x
z
.

Με βάση, λοιπόν, το συµβολισµό που υιοθετήσαµε στα προηγούµενα δυο εδάφια, το τυχαίο

διάνυσµα z
z
  θα λέγεται

(i)  Χρονικού τύπου, ή χρονοειδές, αν hIzz, z
zM < 0,

(ii) Χωρικού τύπου, ή χωροειδές, αν hIzz, z
zM > 0, και

(iii) Φωτονιακού τύπου, ή φωτοειδές, αν hIzz, z
zM = 0.
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Τονίζουµε  ότι  οι  παραπάνω  χαρακτηρισµοί  είναι  απόλυτοι,  δηλαδή  ανεξάρτητοι  από  το

ΑΣΑ  που  χρησιµοποιείται  κάθε  φορά  για  τον  υπολογισµό  του  αριθµού  hIzz, z
zM.  Κι  αυτό,  βέβαια,

γιατί  το  εσωτερικό  γινόµενο  Minkowski  δύο  (τετρα-)διανυσµάτων  είναι  ανεξάρτητο  από  το

συγκεκριµένο  σύστηµα  συντεταγµένων  Minkowski  που  τυχόν  χρησιµοποιούµε  για  ν’

απεικονίζουµε τον χωρόχρονο � (≡  είναι αναλλοίωτο ως προς τους µετασχηµατισµούς Lorentz).

To   σύνολο  των  φωτειδών  διανυσµάτων  που  έχουν  βάση  το  σηµείο  x
z

 (το  γεγονός  g1)

ονοµάζεται κώνος φωτός του x
z
 και συµβολίζεται µε K

x
z. ´Ετσι, 

(3. 1)                                     KIxzM := 9 y
z
œ � : h j kHy j - x jL Hyk - x jL = 0 = .  

Tα σηµεία του KIxzM µε y4 - x4 > 0 αποτελούν τον µέλλοντα ή µελλοντικό κώνο φωτός του x
z
, K+IxzM.

Ανάλογα,  τα σηµεία του KIxzM µε y4 - x4 < 0 αποτελούν τον παρελθόντα κώνο φωτός του x
z
,  K-IxzM.

Ως  εσωτερικό  του  κώνου  φωτός   KIxzM  θεωρούµε  το  σύνολο  των  σηµείων  y
z

 του  �  που

έχουν  χρονικού  τύπου  απόσταση  από  το  σηµείο  x
z
,  δηλαδή  τα  σηµεία  για  τα  οποία

h j kHy j - x jL Hyk - x jL < 0.  

Ανάλογα,  ως  εξωτερικό  του κώνου φωτός   KIxzM θεωρούµε  το σύνολο των σηµείων  y
z

 του

�  που  έχουν  χωρικού  τύπου  απόσταση  από  το  σηµείο  x
z
,  δηλαδή  τα  σηµεία  για  τα  οποία

h j kHy j - x jL Hyk - x jL > 0. 

Το  εξωτερικό  του  κώνου  KIxzM  αναφέρεται  και  µε  το  όνοµµα  το  αλλού  του  γεγονότος  g1.

Μέλλον  του  γεγονότος  g1,   FIxzM,  ονοµάζεται  η  ένωση  του   µέλλοντα  κώνου  K+IxzM  µε  τµήµα  του

χωρόχρονου που περιέχεται στον  K+IxzM. Mε άλλα λόγια,

(3. 2)                        FIxzM := 9y
z
œ � : h j kHy j - x jL Hyk - x jL § 0, y4 - x4 > 0= .  

Αντίστοιχα, παρελθόν του γεγονότος  g1, PIxzM, ονοµάζεται η ένωση του παρελθόντα κώνου

K-IxzM µε το τµήµα του χωρόχρονου που περιέχεται σ’  αυτόν. Mε άλλα λόγια,      

(3. 3)                         PIxzM := 9y
z
œ � : h j kHy j - x jL Hyk - x jL § 0, y4 - x4 < 0= .      

7. 4 Τα τετραδιανύσµατα της ταχύτητας και της ορµής-ενέργειας 

Ας υποθέσουµε ότι τα (τετρα-)διανύσµατα x
z
= Hx1, x2, x3, x4L, yz = Hy1, y2, y3, y4L που αντιστοιχούν

στα  γεγονότα  g1  και  g2  είναι  τέτοια  που  το  συνδετικό  τους  διάνυσµα  ∆ x
z

:= y
z
- x

z
 είναι  χρονικού

τύπου, δηλαδή ότι  

(4. 1)            hI∆ xz, ∆ x
zM ª h j k ∆ x j ∆ xk ª H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2 - H∆wL2 < 0,   

και ανήκει στο µέλλον του γεγονότος g1. Τότε µπορούµε να εισαγάγουµε την ποσότητα 

(4. 2)                                 ∆t := 1ÅÅÅÅ
c
 
"###################################################################H∆wL2 - @H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2D
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µε τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ´Εχει τη διάσταση του χρόνου,

(ii)  Η  τιµή  της  είναι  ανεξάρτητη  από  το  ΑΣΑ  που  δίνει  τις  χωροχρονικές  συντεταγµένες  των

γεγονότων   g1 και g2,

(iii)  Eίναι  ίση  µε  τη  χρονική  απόσταση  των   g1  και  g2  στο  ΑΣΑ   όπου  αυτά  τα   γεγονότα  είναι

ταυτόχωρα.

Συνακόλουθα,  το  τετραδιάνυσµα  u
z

:= ∆ x
z

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆t  έχει  τη  διάσταση  της  ταχύτητας.  Μπορεί,

µάλιστα, να θεωρηθεί ως το κατάλληλο διάνυσµα για την περιγραφή της κίνησης ενός σωµάτιου σ

από  το  σηµείο  x
z

 του  χωρόχρονου  στο  σηµείο  y
z
.  Με  άλλα  λόγια,  είναι  κατάλληλο  για  να

περιγράψουµε  την  οµαλή  κίνηση  του  σ  από  το  χωρικό  σηµείο  Hx1, x2, x3L  στο  χωρικό  σηµείο

Hy1, y2, y3L µέσα στο χρονικό διάστηµα Hy4 ê cL § t § Hx4 ê cL. Κι αυτό γιατί η περιγραφή της κίνησης

του  σ  µέσω του διανύσµατος  u
z

 µπορεί  να µετατραπεί αυτόµατα στην περιγραφή της ίδιας κίνησης

από τη σκοπιά οποιουδήποτε άλλου ΑΣΑ.

Πιο συγκεκριµένα, αν στο ΑΣΑ Σ£ το διάνυσµα που συνδέει τα γεγονότα  g1  και g2  είναι το

∆ x
z £

, τότε ∆ x j£ = L k
j
∆ xk  και άρα

(4. 3)                                          u j£ := ∆ x j£

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆t = L k

j  ∆ xk

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆t ª L k

j  uk    

Για  να  δούµε  αναλυτικότερα  τη  σχέση  του  τετραδιανύσµατος   u
z

 µε  το  (τρις-)διάνυσµα  της

συνήθους ταχύτητας του σωµάτιου σ, ας ονοµάσουµε το τελευταίο υ  κι ας θυµηθούµε ότι

(4. 4)                   u = Hu1, u2, u3L := I ∆ x1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

, ∆ x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

, ∆ x3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

M ª I ∆ xÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

,
∆ yÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

, ∆ zÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t

M   
Συνακόλουθα, 

(4. 5)                               ∆ x = u1 ∆ t,          ∆ y = u2 ∆ t,            ∆ z = u3 ∆ t,            

και η  (4. 2) γίνεται   

(4. 6)        ∆t = 1ÅÅÅÅ
c
 "###################################################################################Hc∆ tL2 - AHu1 ∆ tL2 + Hu2 ∆ tL2 + Hu3 ∆ tL2E     

                      = ∆ t
"############################################################

1 - 1ÅÅÅÅÅÅ
c2 AHu1 L2 + Hu2 L2 + Hu3L2E ª ∆ t

"#############################1- 1ÅÅÅÅÅÅ
c2 ˝ u ˝2              

Για ευκολία, αυτή τη σχέση θα τη γράφουµε σαν

(4. 7)                        ∆ t = gHuL ∆t ,          gHuL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#######################
1-HuêcL2

,       u := ˝ u ˝.
´Ετσι, η τετρα-ταχύτητα του σ µπορεί να γραφτεί σαν

(4. 8)                       u
z
ª I ∆ x1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , ∆ x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , ∆ x3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , ∆ x4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t M ª I ∆ xÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t ,
∆ yÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , ∆ zÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t , c∆ tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t M   

                                = I ∆ xÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t
 ∆ tÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t ,

∆ yÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t
 ∆ tÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , ∆ zÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t
 ∆ tÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆ t , c∆ tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t M
                                = I ∆ xÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t
 gHuL, ∆ yÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t
 gHuL, ∆ zÅÅÅÅÅÅÅÅ

∆ t
 gHuL, c gHuLM.
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Ισοδύναµα,

(4. 9)                                                   u
z
= gHuL Hu, cL    

Mε  άλλα  λόγια,  οι  τρείς  χωρικές  συνιστώσες  του  4-διανύσµατος    u
z

 συναποτελούν  το

3-διάνυσµα  της  συνήθους  ταχύτητας,   u,   πολλαπλασιασµένο µε  το συντελεστή  gHuL.  Σύµφωνα  µε

την (4. 7), ο συντελεστής gHuL εκφράζει τη σχέση του χρονικού διαστήµατος ∆ t  που χρειάστηκε το

σωµάτιο για να καλύψει την απόσταση 
"###############################################H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2    προς τον αντίστοιχο ιδιοχρονικό

διάστηµα  ∆t.  Τέλος,  η  τέταρτη συνιστώσα  του  u
z

 µας  δίνει  ουσιαστικά  το  λόγο  H∆ t ê∆t L,  δηλαδή
το ρυθµό µε τον οποίο αλλάζει η χρονική συντεταγµένη t συγκριτικά µε τον ιδιόχρονο.

Στο  πλαίσιο  της  Νευτωνικής  Μηχανικής,  ορίσαµε  ως  ορµή  ενός  σωµάτιου  µάζας  m  που

κινείται µε σταθερή ταχύτητα u το διάνυσµα 

(4. 10)                                                  p := mu 

Κατ’  αναλογία, ορίζουµε το διάνυσµα

(4. 11)                                                  p
z

:= m u
z
,          

και  το  ονοµάζουµε  (τετρα-)  διάνυσµα  ορµής-ενέργειας,  για  τους  λόγους  που   θα  διευκρινιστούν

αµέσως.  Από την (4. 9) έπεται ότι  

(4. 12)                                            p
z
= m gHuL Hu, cL                                                        

Συνακόλουθα οι τρείς χωρικές  συνιστώσες  του  4-διανύσµατος  p
z

  απλώς συναποτελούν το

πολλαπλάσιο gHuL p  του  συνήθους  διανύσµατος  της  ορµής.  Αντίθετα,  η  χρονική  συνιστώσα  του  p
z

είναι ίση µε p4 = m c gHuL, που δε φαίνεται να έχει άµεση φυσική σηµασία. 

Ωστόσο, η ποσότητα

(4. 13)                                           E := c p4 = m c2 gHuL 
έχει δυο αξιοσηµείωτες ιδιότητες:

(α) ´Εχει τη διάσταση της ενέργειας, αφού  (µάζα)×(ταχύτητα)2 = gr ÿ Hcm ê secL2 ª erg.

(β)  Από το γεγονός ότι 

(4. 14)            1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-x2

= 1 + 1ÅÅÅÅ
2
 x2 +OHx4L ñ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!

1-x2
> 1 + 1ÅÅÅÅ

2
 x2, όtan ˝ x ˝ ` 1,

έπεται ότι             

(4. 15)                 E = m c2 gHuL = m c2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#######################
1-HuêcL2

> m c2 + 1ÅÅÅÅ
2
 m u2,   όταν uÅÅÅÅ

c
` 1.    

Η  τελευταία  έκφραση  σηµαίνει  ότι,  στην  περίπτωση  που   η  ταχύτητα  του  σωµάτιου  είναι  πολύ

µικρότερη από την ταχύτητα του φωτός στο κενό, η ποσότητα E ανάγεται στη συνήθη κινητική του

ενέργεια,  1ÅÅÅÅ
2
 m ˝ v ˝2,  συν  ένα  ποσό  ενέργειας  m c2  που  δεν  εξαρτιέται  από  την  ταχύτητα  του

σωµάτιου. 
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Αυτές οι  ιδιότητες, σε συνδυασµό  µε  τα συµπεράσµατα από τη σχετικιστική µηχανική που

θα  εξετάσουµε  στο  µεθεπόµενο  εδάφιο,  µας  ωθούν  στο  να  ονοµάσουµε  την  ποσότητα  E  ενέργεια

του (ελεύθερου) σωµάτιου και αποτελούν τη βάση για την ονοµασία του 4-διανύσµατος u
z
.  

Αν, για να τονίσουµε την εξάρτησή της από την ταχύτητα, ξαναγράψουµε την ενέργεια του

σωµάτιου στη µορφή

(4. 16)                                              EHuL = m c2 gHuL     
τότε  θα  παρατηρήσοµε  ότι  η  ποσότητα  m c2  αποτελεί  την  τιµή  της  συνάρτησης  EHuL  όταν  η

ταχύτητα είναι µηδενική:

(4. 17)                                               E0 := EH0L = m c2  

Γι αυτό η ποσότητα m c2 ονοµάζεται και ενέργεια ηρεµίας ενός σωµάτιου µάζας m. H (4. 17) είναι

η  περίφηµη  και,  συνήθως,  κακώς  εννοούµενη  "σχέση  ισοδυναµίας  ανάµεσα  στη  µάζα  και  την

ενέγεια ενός σώµατος".

Θα  πρέπει  τώρα  να  σηµειωθεί  ότι,  όταν  αλλάζει  το  ΑΣΑ  που  περιγράφει  την  κίνηση  ενός

σωµάτιου σ, αλλάζουν και οι συνιστώσες του 4-διανύσµατος της ταχύτητας του σ,  u
z
, σύµφωνα µε

τον  τύπο  (4.  3).  Ωστόσο,  το  εσωτερικό  γινόµενο  Minkowski  του   u
z

 µε  τον  εαυτό  του  παραµένει

αµετάβλητο και ίσο µε

(4. 18)                       hIuz, u
zM ª h j k u j uk ª h j k  

∆ x j

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆t  

∆ xk

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∆t =

h j k ∆ x j ∆ xk

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH∆tL2   

                                            = H∆ xL2+H∆ yL2+H∆ zL2-H∆wL2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH∆tL2     

Αλλά σύµφωνα µε τον ορισµό (4. 2) του ∆t,                         

(4. 19)                         H∆tL2 = 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  8 H∆wL2 - @H∆ xL2 + H∆ yL2 + H∆ zL2D <      

´Αρα η (4. 18) γίνεται                                      

(4. 20)                                          hIuz, u
zM ª h j k u j uk = -c2  

Αυτή η σχέση και ο ορισµός του διανύσµατος ορµής-ενέργειας συνεπάγονται αµέσως ότι   

(4. 21)                                        hIp
z

, p
zM ª h j k p j pk = -m2 c2 .  

Aν  γράψουµε  την  τελευταία  σχέση  αναλυτικά  και  χρησιµοποιήσουµε  τον  ορισµό  της

ενέργειας, E,  θα καταλήξουµε στο ακόλουθο αποτέλεσµα:                                                  

(4. 22)                                  Hp1L2
+ Hp2L2

+ Hp2L2
- E2

ÅÅÅÅÅÅÅ
c2 = -m2 c2.

Iσοδύναµα,                                               

(4. 23)                           E = c 
"########################

m2 c2 + †P§2 ,       P := Hp1, p2, p3L.     
Η επαλήθευση του ισχυρισµού ότι η τελευταία σχέση δεν είναι άλλη από την (4. 19) αποτελεί απλή

άσκηση. 
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Η σχέση (4. 23) φαίνεται να έχει νόηµα, ακόµα και όταν m = 0. Aυτό, βέβαια, προϋποθέτει

ότι  µπορούµε  να  ορίσουµε  του  διάνυσµα   P  µε  διαφορετικό  τρόπο  από  αυτόν  που

χρησιµοποιήσαµε  παραπάνω  για  ένα  έµµαζο  σωµάτιο.  Για  το  σκοπό  αυτό  θεωρούµε  ένα  άµαζο

σωµάτιο σαν το φωτόνιο το οποίο κινείται στην κατεύθυνση του µοναδιαίου διανύσµατος n. Αν το

σωµάτιο αντιστοιχεί σε ακτινοβολία συχνότητας n, τότε ως ενέργειά του ορίζουµε την ποσότητα

(4. 24)                                                  E := h n   

και ως ορµή το τρισδιάνυσµα     

(4. 25)                                                P := h nÅÅÅÅÅÅÅ
c

n.

Αυτούς  τους  ορισµούς,  όπου  το  h   είναι  η  σταθερή  (του)  Planck,  συνήθως  τους  συναντάµε  στη

µορφή

(4. 26)                                                  E = Ñw,

(4. 27)                                                  P = Ñ k.

Τούτες οι εκφράσεις προκύπτουν από τις (4. 24) και (4. 25), αντίτστοιχα, αν θέσουµε

(4. 28)                                     Ñ := hÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p ,        w := 2 p n,

και 

(4. 29)                                                 k = wÅÅÅÅÅÅ
c

n.

(βλ. Κεφ. 5, εδάφ. 6).  

Κατά  συνέπεια,  ως  4-διάνυσµα  ορµής-ενέργειας  ενός  άµαζου  σωµάτιου  το  οποίο

αντιστοιχεί σε ακτινοβολία συχνότητας n ορίζεται το 

(4. 30)                            p
z
ª Hp1, p2 , p3, p4L := HÑ k, Ñw ê cL.   

Σηµειώστε ότι  από την (4. 29) αµέσως έπεται ότι   

(4. 31)                                               †k§ = w ê c.     

Συνακόλουθα,

(4. 32)                                     hIp
z

, p
z

jM ª h j k p j pk = 0.     

7. 5  Kοσµικές καµπύλες 

Στο  προηγούµενο  εδάφιο  ορίσαµε  τα  4-διανύσµατα  της  ταχύτητας  και  της  ορµής-ενέργειας  ενός

σωµάτιου  σ,  υποθέτοντας  ότι  το  σ  εκτελεί  οµαλή  κίνηση.  Ωστόσο,  οι  παραπάνω  έννοιες

επιδέχονται  άµεση  γενίκευση,  έτσι  ώστε  να  καλύψουν  και  τη  γενικότερη  περίπτωση  όπου  η

ταχύτητα  του  σωµάτιου  δεν  παραµένει  σταθερή.  Για  το  σκοπό  αυτό,  αρκεί  να  αντικαταστήσουµε

στους προηγούµενους ορισµούς την ταχύτητα από τη στιγµιαία ταχύτα του σωµάτιου.
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Για  να  γίνουµε  πιο  συγκεκριµένοι,  ας  υποθέσουµε  ότι,  ως  προς  το  ΑΣΑ  Σ,  το  οποίο

χρησιµοποιεί  τις  συντεταγµένες  Minkowski  Hx1, x2, x3, x4L = Hx, y, z, w ª c tL,   το  σωµάτιο  s
διαγράφει µια τροχιά που ορίζεται από τις εξισώσεις

(5. 1)                                 x1 ª x = f HtL,   x2 ª y = gHtL,      x3 ª z = hHtL      
όπου    f : I Ø �,    g : I Ø �  και  h : I Ø �  δοσµένες  συναρτήσεις  µε  κοινό  πεδίο  ορισµού  κάποιο

χρονικό διάστηµα  I .  Όπως γνωρίζουµε, η (στιγµιαία) ταχύτητα του s ορίζεται από το διάνυσµα 

(5. 2)                               uHtL ª Hu1HtL, u2HtL, u3HtLL := H f
° HtL, g

° HtL, h
° HtLL,  

όπου   f
° HtL  η  παράγωγος  Hd f ê d tL HtL  της  f HtL,  κι  όµοια  για  τις   g

° HtL  και  h
° HtL.  Ανάλογα,  ως

(στιγµιαία) επιτάχυνση του  ορίζεται το διάνυσµα

(5. 3)                                 aHtL ª Ha1HtL, a2HtL, a3HtLL := H f
–HtL, g

– HtL, h
– HtLL, 

όπου    f
–HtL ª Hd 2 f ê d t2L HtL = Hd u1 ê d tL HtL κλπ. 

Στην  περίπτωση  της  ευθύγραµµης  οµαλής  κίνησης  που  εξετάσαµε  στο  προηγούµενο

εδάφιο, η ταχύτητα του σωµάτιου ήταν σταθερή. Συνεπώς, η (5. 2) ήταν της µορφής 

(5. 4)                            uHtL := H f
° HtL, g

° HtL, h
° HtLL = staq. = Hu1, u2, u3L.  

Συνακόλουθα, οι εξισώσεις της τροχιάς (5. 1) είχαν τη µορφή 

(5. 5α)                                        x1 = f HtL = x1
0 + u

1 t,                                          

(5. 5β)                                        x2 = gHtL = x2
0 + u

2 t,      

(5. 5γ)                                        x3 = hHtL = x3
0 + u

3 t.                                                

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι η  T : I Ø �  είναι µια οµαλή συνάρτηση µε την ιδιότητα ότι

(5. 6)                                      T
° HtL = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅgHuL ª

"##########################
1 - H†u§ ê cL2 .

Τότε 

(5. 7)                                             THtL = T0 +
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅgHuL t,                           

όπου T0  τυχαία σταθερή. Αν, λοιπόν, παραστήσουµε µε τ τις τιµές της συνάρτησης   T : I Ø �, αν

δηλαδή θέσουµε

(5. 8)                                           t = THtL = T0 +
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅgHuL t,   

τότε θα έχουµε τη σχέση

(5. 9)                                                  ∆t = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅgHuL ∆ t.                                           

H  (5.  9)  είναι  ταυτόσηµη  µε  την  (4.  7),  η  οποία  περιγράφει  την  σχέση  των  διαστηµάτων  του

ιδιόχρονου προς τα χρονικά διαστήµατα που καταγράφει το ρολόι του ΑΣΑ Σ.
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Αν στηριχτούµε στην (5. 8) για να εκφράσουµε τη χρονική παράµετρο t ως συνάρτηση της

νέας χρονικής παραµέτρου τ, θα καταλήξουµε στην έκφραση

(5. 10)                                          t = ΨHtL = Ψ0 + gHuL t                   
όπου  Ψ0  τυχαία  σταθερή.  Για  ευκολία,  µπορούµε  να  θέσουµε  T0 = Ψ0 = 0,  έτσι  που  οι  χρονικές

παράµετροι t και τ να µηδενίζονται ταυτόχρονα.

Στη συνέχεια, µπορούµε να αντικαταστήσουµε την (5. 10) στις εξισώσεις της τροχιάς 

(5. 5) και να γράψουµε το αποτέλεσµα µαζί µε την (5. 10) στη µορφή

                                     x1 = FHtL = f HΨHtLL = x1
0 + u

1 gHuL t,
(5. 11)                            x2 = GHtL = gHΨHtLL = x2

0 + u
2 gHuL t                                    

                                      x3 = HHtL = hHΨHtLL = x3
0 + u3 gHuL t

                                      x4 ª c t = ΦHtL = gHuL c t.

Είναι  φανερό  ότι  αυτές  οι  εξισώσεις  περιγράφουν  την  κοσµική  γραµµή  του  σωµάτιου  s  µε  βάση

την ιδιοχρονική παράµετρο τ. 

Τέλος, το διάνυσµα που ορίζεται από τις παραγώγους των συναρτήεων FHtL, GHtL, ΗHtL και
ΦHtL δεν είναι άλλο από το 4-διάνυσµα της ταχύτητας του s:

(5. 12)                           u
z

:= H F
° HtL, G

° HtL, H
° HtL, Φ° HtL L = gHuL Hu, cL                

Η  παραπάνω  διαδικασία  µπορεί  να  επαναληφθεί  κατά  γράµµα  και  στην  γενικότερη

περίπτωση που οι εξισώσεις  της  τροχιάς δεν είναι γραµµικές, δηλαδή της µορφής (5. 5).  Το µόνο

που  χρειάζεται  να  κάνουµε  είναι  να  αντικαταστήσουµε  το  σταθερό  διάνυσµα  u   από  τη

διανυσµατική  συνάρτηση  uHtL  που  ορίζεται  από  την  (5.  2).  Για  παράδειγµα,  η  εξίσωση  (5.  6)

αντικαθίσταται από την

(5. 13)                                        T
° HtL = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅgHuHtLL ª

"##############################
1- H†uHtL§ ê cL2 .        

Αυτή µπορεί να είναι πολύ δυσκολότερη στο να λυθεί ρητά, αλλά το γεγονός ότι  †uHtL§ < c

για  κάθε  t œ I  εξασφαλίζει  την  ύπαρξη  της  λύσης  της.  Πιο  συκεκριµένα,  το  θεµελιώδες  θεώρηµα

του διαφορικού λογισµού µας διαβεβαιώνει ότι, στο βαθµό που t0, t œ I , η λύση της (5. 13) δίνεται

από την έκφραση

(5. 14)                            THtL = THt0L+ ‡
t0

t

 
"###############################

1- H†uHxL§ ê cL2  d x             

Αν, λοιπόν, ορίσουµε την παράµετρο τ µέσω της 

(5. 15)                                                t = THtL,                                           
τότε αυτή η σχέση αντιστρέφεται µε αποτέλεσµα την                                                               

(5. 16)                                                 t = ΨHtL.      
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Μάλιστα,  το  θεώρηµα  της  αντίστροφης  συνάρτησης  µας  εξασφαλίζει  την  ύπαρξη  της

παραγώγου της συνάρτησης   ΨHtL·  δίνεται από την έκφραση

(5. 17)                                           Ψ
° HtL = 1 ê T

° HΨHtLL.                   
Η  αντικατάσταση  της  (5.  16)  στις  εξισώσεις  της  τροχιάς  (5.  1)  οδηγεί  σε  εξισώσεις

εκφρασµένες  µε  την  παράµετρο  του  ιδιόχρονου  t.  Αυτές  οι  εξισώσεις,  µαζί  µε  την  (5.  16),

αποτελούν ένα σύστηµα όµοιο µε το (5. 11). Συγκεκριµένα, 

                                                 x1 = FHtL = f HΨHtLL,
 (5. 18)                                       x2 = GHtL = gHΨHtLL,                                        
                                                  x3 = HHtL = hHΨHtLL,
                                                  x4 ª c t = ΦHtL = cΨHtL.                                                       
Συνακόλουθα, το διάνυσµα 

(5. 19)                                 u
z

:= H F
° HtL, G

° HtL, H
° HtL, Φ° HtL L                       

που  ορίζεται  από  τις  παραγώγους  των  συναρτήεων  FHtL,  GHtL,  HHtL  και  ΦHtL  ονοµάζεται

4-διάνυσµα της στιγµιαίας ταχύτητας του σ.

Σηµειώστε  ότι, αφού  FHtL = f HΨHtLL, ο κανόνας της αλυσσίδας  και η (5. 17) συνεπάγονται

ότι η παράγωγος της συνάρτησης  FHtL είναι ίση µε

(5. 20)                               F
° HtL = f

° HΨHtLL Ψ° HtL = f
° HΨHtLL ê T

° HΨHtLL.             
Ανάλογες εκφράσεις προκύπτουν και για τις άλλες συναρτήσεις, οπότε η (5. 19) παίρνει τη µορφή

(5. 21)                             u
zHtL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

T
° HΨHtLL  H f

° HΨHtLL, g
° HΨHtLL, h

° HΨHtLL, c L.   
Σ’  αυτό  το  σηµείο  µπορούµε  να  επιστρέψουµε  στην  παράµετρο  t,  χρησιµοποιώντας  την

αντίστροφη της σχέσης (5. 16), δηλαδή την (5. 15). ´Ετσι η έκφραση (5. 21) για το 4-διάνυσµα της

ταχύτητας γίνεται   

(5. 22)                    u
zHtL := u

zHΤHtLL = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
T
° HtL  H f

° HtL, g
° HtL, h

° HtL, c L   
                                    = gHuHtLL H f

° HtL, g
° HtL, h

° HtL, c L ª gHuHtLL H uHtL, cL.

Aπό  την  τελευταία  έκφραση  γίνεται  σαφές  ότι  και  το  4-διάνυσµα  της  στιγµιαίας  ταχύτητας  του

σωµάτιου  s  καθορίζεται  από  την  συνήθη  στιγµιαία  ταχύτητα,  ακριβώς  όπως  στην  περίπτωση  της

οµαλής κίνησης. Συνακόλουθα, όλες οι σχέσεις και οι έννοιες που κατασκευάσαµε στην περίπτωση

που  το  σωµάτιο  κινιόταν  µε  σταθερή  ταχύτητα  ισχύουν  και  στη  γενικότερη  περίπτωση.  Για

παράδειγµα                        

(5. 23)                                hIuzHtL, u
zHtLM ª h j k u jHtL ukHtL = -c2 ,                 

οπότε και                                          
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(5. 24)                              hIp
zHtL, p

zHtLM ª h j k p jHtL pkHtL = -m2 c2, 

όπου

(5. 25)                                             p
zHtL := m u

zHtL                             
το 4-διάνυσµα της στιγµιαίας ορµής-ενέργειας. Επιπλέον,

(5. 26)         EHtL := c p4HtL = c 
"##############################

m2 c2 + †PHtL§2 ,        PHtL := Hp1HtL, p2HtL, p3HtLL.        

Στη   γενικότερη  περίπτωση,  όπου  η  συνήθης  στιγµιαία  επιτάχυνση  aHtL   δε  µηδενίζεται

ταυτοτικά, αξίζει να ορίσουµε και το 4-διάνυσµα της στιγµιαίας επιτάχυνσης 

(5. 27)                                  a
zHtL := H F

– HtL, G
– HtL, H

– HtL, Φ
– HtL L                  

Η   διαφορά  είναι  ότι  η  έκφραση  αυτού  του  4-διανύσµατος  συναρτήσει  των  συνιστωσών  του  aHtL
δεν  έχει  απλή  µορφή  σαν  την  (5.  22).  Γιαυτό  στα  επόµενα  θα  χρησιµοποιούµε  συστηµατικά  µόνο

τη  διανυσµατική  συνάρτηση  a
zHtL.  Σηµειώνουµε,  επίσης,  ότι  τα  4-διανύσµατα  u

zHtL,  a
zHtL  είναι

πάντοτε ορθογώνια, ως προς το εσωτερικό γινόµενο Minkowski:

(5. 28)                                 hIazHtL, u
zHtLM ª h j k a jHtL ukHtL = 0.                                  

Αυτό προκύπτει αµέσως από την παραγώριση της (5. 23), αν σηµειωθεί ότι     

(5. 29)                                                    a jHtL = u
° jHtL.   

Παράδειγµα (Σχετικιστική ελικοειδής κίνηση)

Αν ξεκινήσουµε από την κλασική περιγραφή της ελικοειδούς κίνησης θα έχουµε  

                                          x1 = f HtL = r cosHw tL,
(5. 30)                                x2 = gHtL = r sin Hw tL,                                                      
                                          x3 = hHtL = b t,  

όπου  r,  w  και  b  δοσµένες  σταθερές.  Oι  αντίστοιχες  εκφράσεις  για  τις  συνιστώσες  της  συνήθους

ταχύτητας, uHtL, είναι                                                   
                                          u1HtL = f

° HtL = -rw sin Hw tL ,

(5. 31)                                u2HtL = g
° HtL = rw cosHw tL ,                                               

                                          u3HtL = h
° HtL = b .     

´Αρα το µέτρο της  συνήθους ταχύτητας είναι σταθερό και ίσο µε

(5. 32)                                  †uHtL§ = "######################HrwL2 + b2 ª b c.  
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Συνακόλουθα,    

(5. 33)                               gHuHtLL ª 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"##############################
1-H†vHtL§êcL2

= 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

και η εξίσωση (5. 13) γίνεται

(5. 34)                                        T
° HtL = è!!!!!!!!!!!!!!!!

1- b2 .   

´Αρα     

(5. 35)                                      t = THtL = è!!!!!!!!!!!!!!!!
1- b2 t ,  

όπου θέσαµε τη σταθερή ολοκλήρωσης ίση µε µηδέν . Από αυτήν έπεται ότι

(5. 36)                                       t = ΦHtL = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 t,                   

που, σε συνδυασµό µε τις (5. 30) δίνει

                                        x1 = FHtL = r cosJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 tN,
(5. 37)                              x2 = GHtL = r sinJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

1-b2
 tN,                                          

                                        x3 = ΗHtL = bÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

t,

                                        x4 ª c t = ΦHtL = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 c t .                

Aπό  αυτές  τις  εκφράσεις  και   τις  (5.  19),  (5.  27)  βρίσκουµε  ότι  οι  συνιστώσες  της

στιγµιαίας 4-ταχύτητας u
zHtL και της στιγµιαίας 4-επιτάχυνσης  a

zHtL  δίνονται από τις 

                                           u1 = - rwÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 sinJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 tN,
(5. 38)                                 u2 = rwÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

1-b2
 cosJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

1-b2
 tN,          

                                           u3 = bÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

,

                                           u4 = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
1-b2

 c ,       

και

                                          a1 = - rw2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-b2  cosJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

1-b2
 tN,

(5. 39)                                a2 = - rw2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-b2  sinJ wÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

1-b2
 tN,     

                                          a3 = 0,

                                          a4 = 0,
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αντίστοιχα.

 

Επισήµανση. Από τώρα και στο εξής θα χρησιµοποιούµε µονάδες µέτρησης στις οποίες η τιµή της

σταθερής c είναι ένα:

(5. 40)                                                      c = 1  

Aυτή  η  επιλογή  ισοδυναµεί  µε  την  αντικατάσταση  όλων  των  χρονικών  παραµέτρων  από  το

γινόµενό τους µε τη σταθερή c. (Για παράδειγµα, t Ø c t).

Επιπλέον,  η  κοσµική  καµπύλη  ενός  σωµάτιου  σ  θα  περιγράφεται  από  την  4-διανυσµατική

συνάρτηση

(5. 41)                                 x
zHtL := H x1HtL, x2HtL, x3HtL, x4HtL L   

οπότε τα 4-διανύσµατα της ταχύτητας και επιτάχυνσης του σ θα έχουν τη µορφή

(5. 42)                                u
zHtL := I x

ÿ 1HtL, x
ÿ 2HtL, x

ÿ 3HtL, x
ÿ 4
 HtL M

και 

(5. 43)                                a
zHtL := I x

ÿÿ1HtL, x
ÿÿ2HtL, x

ÿÿ3HtL, x
ÿÿ 4
 HtL M,                         

αντίστοιχα.

Τέλος,  εκεί  που  δεν  υπάρχει  πιθανότητα  σύγχυσης,  η  ένδειξη  της  εξάρτησης  από  την

παράµετρο  τ  θα  παραλείπεται.  Τότε   x1 ª x1HtL,   x
ÿ 1
ª x

ÿ 1HtL   κ.λπ.  Οι  παραπάνω  συµβάσεις

σηµαίνουν γ.π. ότι

(5. 44)                            h j k  x
ÿ j
 x
ÿ k
= -1 ñ h j k u jHtL ukHtL = -c2   

Από τη θεµελιακή ταυτότητα

(5. 45)                                       cosh2HzL - sinh2HzL = 1,  

έπεται ότι  η συνθήκη (5. 44) εξασφαλίζεται µε την επιλογή      

(5. 46)                                       x
ÿ 1
= a HtL sinh@ f HtLD,

x
ÿ 2
= b HtL sinh@ f HtLD,

x
ÿ 3
= c HtL sinh@ f HtLD,

x
ÿ 4
= cosh@ f HtLD,

        

µε την προϋπόθεση ότι οι συναρτήσεις  aHtL,   bHtL και  cHtL ικανοποιούν τη συνθήκη

(5. 47)                                         a2 + b2 + c2 = 1   

Σ’  αυτή  την  περίπτωση,  oι  συνιστώσες  της   4-επιτάχυνσης  είναι  δίνονται  από  τις  ακόλουθες

εκφράσεις:  
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(5. 48)                          x
ÿÿ1HtL = aHtL f

ÿ HtL cosh@ f HtLD+ a
ÿ HtL sinh@ f HtLD,

x
ÿÿ2HtL = bHtL fÿ HtL cosh@ f HtLD+ b

ÿ HtL sinh@ f HtLD,
x
ÿÿ3HtL = cHtL fÿ HtL cosh@ f HtLD+ c

ÿ HtL sinh@ f HtLD,
x
ÿÿ4HtL = f

ÿ HtL sinh @ f HtLD.

  

Αφού, σύµφωνα µε την (5. 47)

(5. 49)                              aHtL aÿ HtL+ bHtL bÿ HtL + cHtL cÿ HtL = 0,  

έπεται ότι                                                                                                       

(5. 50)                   hIazHtL, a
zHtLM = h j k  x

ÿÿ j
 x
ÿÿ k

     

                                               =A f
ÿ HtLE2

+ 9Aaÿ HtLE2
+ Abÿ HtLE2

+ Acÿ HtLE2= sinh2@ f HtLD    
Οι  παραπάνω  εκφράσεις  είναι  πολύ  γενικές  και  µας  επιτρέπουν  να  κατασκευάσουµε   πολλά

παραδείγµατα  σχετικιστικής  κίνησης  σωµατίων  µε  διάφορες  επιλογές  των  συναρτήσεων

f HtL,  aHtL,  bHtL και  cHtL.
Παράδειγµα ( Kίνηση µε 4-επιτάχυνση σταθερού µέτρου)

Aν υποθέσουµε ότι οι ποσότητες a, b, c είναι σταθερές και ότι         

(5. 51)                                          f
ÿ HtL = k = staq.    

τότε

(5. 52)                                  f HtL = k Ht - t0L, t0 = staq.   

Από την (5. 50) έπεται ότι    

(5. 53)                                           h j k  a
j ak = k2    

και  άρα το  4-διάνυσµα της επιτάχυνσης είναι χωρικού τύπου µε σταθερό µέτρο.                                

Αν  πάρουµε  t0 = 0,  τότε   f HtL = k t  και,  µε  απλή  ολοκλήρωση,  καταλήγουµε  στις  εκφράσεις

                                              x1HtL = Ha ê kL coshHk tL+ A,               

(5. 54)                                    x2HtL = Hb ê kL coshHk tL + B,   

                                              x3HtL = Hc ê kL coshHk tL+C,   

                                              x4HtL = H1 ê kL sinhHk tL +D.    

Από αυτές  τις εκφράσεις έπεται ότι οι σταθερές ολοκλήρωσης έχουν την ακόλουθη σηµασία:

                                            A = x1
0 - Ha ê kL := x1H0L - Ha ê kL,

(5. 55)                                  B = x2
0 - Hb ê kL := x2H0L- Hb ê kL,                                 
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                                            C =x3
0 - Hc ê kL := x3H0L- Hc ê kL, 

                                            D = x4
0 := x4H0L.   

´Ετσι καταλήγουµε στις   

                                            x1HtL = Ha ê kL @coshHk tL- 1D+ x1
0,   

(5. 56)                                  x2HtL = Hb ê kL @coshHk tL- 1D+ x2
0,   

                                            x3HtL = Hc ê kL @coshHk tL- 1D+ x3
0,   

                                            x4HtL = H1 ê kL sinhHk tL + x4
0.         

Αν  πάρουµε    x4
0 = 0,  τότε  η  σχέση  του  χρόνου  του  συστήµατος  αναφοράς,  t,  προς  τον

ιδιόχρονο, t, γίνεται 

(5. 57)                                    t HtL ª x4HtL = H1 ê kL sinhHk tL.                           
Συνεπώς,

(5. 58)                                          coshHk tL = "##################
1+ Hk tL2   

και οι εξισώσεις της τροχιάς γίνονται

                                            x1HtL = Ha ê kL A"##################
1 + Hk tL2 - 1E + x1

0,   

(5. 59)                                  x2HtL = Hb ê kL A"##################
1 + Hk tL2 - 1E + x2

0,    

                                            x3HtL = Hc ê kL A"##################
1 + Hk tL2 - 1E + x3

0.

Οι συνιστώσες της συνήθους ταχύτητας είναι 

                                                x
ÿ 1HtL = a k t í "##################

1+ Hk tL2 ,   

(5. 60)                                      x
ÿ 2HtL = b k t í"##################

1 + Hk tL2 ,     

                                                x
ÿ 3HtL = c k t í "##################

1+ Hk tL2 .

Από αυτές τις εκφράσεις και τη συνθήκη (5. 47) έπεται ότι                                                

(5. 61)                                         †uHtL§ = †k t§ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"###################
1+Hk tL2

  

Παρατηρούµε ότι, ασυµπτωτικά, η ταχύτητα έχει µέτρο µονάδα, δηλαδή γίνεται ίση µε την

ταχύτητα του φωτός. Για µικρές τιµές του t, οι συνιστώσες  της ταχύτητας γίνονται οι κλασικές για

την "ευθύγραµµη, οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση"

                                                       x
ÿ 1HtL = a k t ,
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(5. 62)                                             x
ÿ 2HtL = b k t ,    

                                                       x
ÿ 3HtL = c k t .

Οι συνιστώσες της συνήθους επιτάχυνσης είναι 

                                              x
ÿÿ1HtL = a k ë @1 + Hk tL2D3ê2

,   

(5. 63)                                    x
ÿÿ2HtL = b k ë @1 + Hk tL2D3ê2

,   

                                              x
ÿÿ3HtL = c k ë @1+ Hk tL2D3ê2

.      

´Αρα, το µέτρο της  συνήθους επιτάχυνσης δίνεται από την έκφραση 

(5. 64)                                    †aHtL§ = k ë @1+ Hk tL2D3ê2
   

που  δείχνει  ότι  δεν  είναι  σταθερή.  Ωστόσο,  για  †t§` †1 ê k§,   η  επιτάχυνση  µπορεί  να  θεωρηθεί

σταθερή και ίση µε § aHtL§ > k, κι αυτό ταιριάζει µε τις (5. 62). 

7. 6  Σχετικιστική µηχανική

´Οπως  τονίσαµε  σε  προηγούµενο  κεφάλαιο,  η  Νευτωνική  Μηχανική  δεν  είναι  συµβατή  µε  την

Ειδική Σχετικότητα. Αυτή  η ασυµβατότητα µπορεί  να διατυπωθεί  µε πολλούς τρόπους, όπως  µε  το

να  πούµε  ότι  ο  χωρόχρονος  της  πρώτης  είναι  αναλλοίωτος  ως  προς  τους  µετασχηµατισµούς  του

Γαλιλαίου,  ενώ  εκείνος  της  Ειδικής  Σχετικότητας  είναι  αναλλοίωτος  ως  προς  τους

µετασχηµατισµούς του Lorentz (και του Poincaré).

´Ενας  άλλος  τρόπος  είναι  ότι  η  Ειδική  Σχετικότητα  δεν  επιτρέπει  στα  έµµαζα  σωµάτια  να

αποκτήσουν  αυθαίρετα  µεγάλες  ταχύτητες,  πράγµα  που  δεν  συµβαίνει  στη  Νευτωνική  Μηχανική.

Γιατί,  από  την  θεµελιακή  εξίσωση  a = F ê m  της  Νευτωνικής  θεωρίας  συνάγεται  το  ακόλουθο

συµπέρασµα. Αν σε ένα σωµάτιο s ασκείται σταθερή σε µέτρο και κατεύθυνση δύναµη σ’  όλο το

χρονικό  διάστηµα  t ¥ 0,  τότε   το  µέτρο  της  ταχύτητάς  του,  †uHtL§,   θα  υπερβεί  κάποια  στιγµή

οποιαδήποτε τιµή βάλουµε στο µυαλό µας. 

Για ευκολία, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η αρχική ταχύτητα του σωµάτιου είναι µηδενική.

Τότε uHtL = HF ê mL t και άρα †uHtL§ = H†F § ê mL t. Συνεπώς, αν το C δηλώνει τον τυχαίο θετικό αριθµό,

τοτε  †uHtL§ ¥ C,  όταν  t ¥ Hm CL ê †F §.   Mε  άλλα  λόγια,  όσο  µικρή  σε  µέγεθος  κι  αν  είναι  η  δύναµη,

αρκεί να περιµένουµε  αρκετά για να δούµε το µέτρο της ταχύτητας του σωµάτιου να φτάνει και να

ξεπερνάει τον (οσοδήποτε µεγάλο) θετικό αριθµό C. 

Από  την  άλλη  µεριά,  η  Νευτωνική  Μηχανική  φαίνεται  να  είναι  µια  πολύ  επιτυχής  θεωρία

όταν  εφαρµόζεται  σε  συστήµατα  σωµατίων  των  οποίων  οι  ταχύτητες  είναι  µικρές  σε  σύγκριση  µε

την  ταχύτητα  του  φωτός  στο  κενό.  Αυτή  η  παρατήρηση  οδηγεί  στο  συµπέρασµα  ότι,  η  θεωρία  για

την δυναµική των σωµάτων, η οποία πρέπει να αντικαταστήσει εκείνη του Νεύτωνα, ώστε να είναι

συµβατή  µε  την Ειδική Σχετικότητα (ΕΣ), θα πρέπει να διατηρήσει και κάποια χαρακτηριστικά της

τελευταίας.  Αναρωτιέται,  λοιπόν,  κανείς  αν  υπάρχει  τρόπος  να  κάνει  συµβατή  µε  την  ΕΣ  την

θεµελιακή εξίσωση a = F ê m της Νευτωνικής θεωρίας.
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Από  τις  εκφράσεις  που  υιοθετήσαµε  για  την  4-ταχύτητα  και  την  4-επιτάχυνση  ενός

σωµάτιου  s  ως  προς  κάποιο  ΑΣΑ  Σ  φαίνεται  ότι  µια  φυσική  γενίκευση  της  βασικής  εξίσωσης

a = 1ÅÅÅÅÅ
m
 F  της Νευτωνικής µηχανικής είναι η

(6. 1)                                                       a
z
= 1ÅÅÅÅÅ

m
 F
z

  

όπου   F
z

 το  4-διάνυσµα  της  δύναµης  που  ασκείται  στο  σωµάτιο.  Αυτήν  ακριβώς  την  εξίσωση

πρότεινε  ο  Minkowski   ως  θεµέλιο  της  Σχετικιστικής  Μηχανικής,  δηλαδή  της  θεωρίας  για  τη

δυναµική  των  σωµατίων  που  ταιριάζει  στη  δοµή  του  χωρόχρονου  της  ΕΣ.  Μένει  να  εξετάσουµε

αναλυτικά  τις  συνέπειες  της  πρότασης  του  Minkowski,  ιδιαίτερα  σε  ότι  αφορά  την  σηµασία  του

4-διανύσµατος της δύναµης.

Ξεκινάµε, λοιπόν, µε την παρατήρηση ότι η έκφραση που κάθε φορά συγκεκριµενοποιεί την

δύναµη F
z

 οφείλει να σέβεται την ακόλουθη συνθήκη:

(6. 2)                                       hJFz , u
zN ª h j k F j uk = 0    

Εδώ,   u
z
ª u

zHtL  είναι  το  4-διάνυσµα  της  στιγµιαίας  ταχύτητας  του  σωµάτιου  που  υφίσταται  την

δύναµη  F
z

. Η αναγκαιότητα αυτής της συνθήκης είναι άµεση απόρροια της εξίσωσης (6. 1) και του

γεγονότος  ότι,  ως  προς  το  εσωτερικό  γινόµενο   Minkowski,  η  ίδια  η  4-επιτάχυνση   a
z
ª a

zHtL  είναι

πάντοτε ορθογώνια προς την 4-ταχύτητα u
z
, :

(6.3)                                                           h j k a j uk = 0

´Ενας τρόπος για να εξασφαλιστεί η αυτόµατη τήρηση της συνθήκης (6. 2) είναι να έχει  το

διάνυσµα  F
z

 την ακόλουθη  δοµή:

(i) Οι συνιστώσες του F
z

 είναι γραµµικός συνδυασµός των συνιστωσών του u
z
:

(6. 4)                                                      F j = l F j
m  u

m

(ii) Οι ποσότητες

(6. 5)                                                     Fi j := hi k  F
k

j ,  

που ορίζονται αµέσως µόλις δοθούν οι συντελεστές F j
k , έχουν την εξής αντισυµµετρική ιδιότητα 

(6. 6)                                                        Fi j = -F j i.                 

Απόδειξη: Aπό την (6. 5) και µε απλές µεταθέσεις των παραγόντων και αλλαγές των συµβόλων των

αθροιστικών δεικτών βρίσκουµε ότι

(6. 7)                           F m n  u
m un = -F n m u

m un - F n m u
n um = -F m n  u

m un    

∆ηλαδή, από την (6. 5) έπεται ότι

(6. 8)                                                     F m n  u
m un = 0.                                            
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Συνακόλουθα,

(6. 9)              h j k F j uk = h j k  l F j
m  u

m uk = l h k j F j
m  u

m uk = l Fk m  u
m uk = 0 .             

Συγκεκριµένο  παράδειγµα  δύναµης  αυτής  της  µορφής  αποτελεί  η  ηλεκτροµαγνητική.  Πιο

συγκεκριµένα, όταν ένα σωµάτιο σ µάζας m είναι ηλεκτρικά φορτισµένο και το φορτίο του είναι ίσο

µε  q,  τότε  η  δύναµη  που  υφίσταται  από  τα  υπόλοιπα  ηλεκτρικά  φορτισµένα  σώµατα  του

περιβάλλοντός του είναι ίση µε 

(6. 10)                                                Fe
j = q F j

k  u
k .

Οι  συντελεστές  8F j
k <,  που  είναι  συναρτήσεις  του  χωροχρονικού  διανύσµατος  θέσης,  x

z
,

ονοµάζονται  συνιστώσες  του  ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου.  Το  πώς  ακριβώς  τα  υπόλοιπα   ηλεκτρικά

φορτισµένα  σώµατα  του  περιβάλλοντος  του   s  παράγουν  το  ηλεκτροµαγνητικό  πεδίο  θα  το

εξετάσουµε  στο επόµενο κεφάλαιο.                                                    

                                                                                                                   

Παράδειγµα ( Kίνηση σε σταθερό ηλεκτροµαγνητικό  πεδίο)

Σύµφωνα  µε  τα  παραπάνω,  οι  εξισώσεις  κίνησης   ενός  σωµάτιου  s  που  έχει  µάζα  m  και  φορτίο  q

είναι της µορφής

(6. 11)                                   x
– j HtL = Hq ê mL F j

k@xmHtLD x° kHtL  
´Οταν το πεδίο είναι σταθερό, τότε αυτές γίνονται                                                       

(6. 12)                        u° jHtL = Hq ê mL F j
k  u

kHtL,            x° jHtL = u jHtL.                    
´Αν  υποθέσουµε  ότι  οι  µη  µηδενικές  συνιστώσες  είναι  οι  F1

2, F3
4  και  όσες  προκύπτουν  από  τη

σχέση  F j k = -Fk j,  (δηλαδή  ότι  υπάρχει  ηλεκτρικό  και  µαγνητικό  πεδίο  στην  κατεύθυνση  x3 ª z,

µόνο), τότε οι εξισώσεις ανάγονται στις

(6. 13α)                            u
° 1 HtL = Hq ê mL F1

2  u
2HtL ª b u2HtL,

(6. 13β)                            u° 2 HtL = Hq ê mL F2
1  u

1HtL ª -b u1HtL,
(6. 13γ)                            u

° 3HtL = Hq ê mL F3
4  u4HtL ª e u4HtL,

(6. 13δ)                            u° 4HtL = Hq ê mL F4
3  u

3HtL ª e u3HtL.      
Ο συνδυασµός των  (6. 13α) και  (6. 13β) δίνει την                                         

(6. 14)                                  u
– 1 HtL = b u

° 2HtL = -b2 u1HtL.                                           
Ανάλογα, από τον συνδυασµό των (6. 13γ) και (6. 13δ) έπεται ότι

(6. 15)                                  u
– 3 HtL = e u

° 4HtL = e2 u3HtL.                                              
Κατά συνέπεια,
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(6. 16α)                                   u1HtL = Α sin @b Ht - t0LD,          
(6. 16β)                                   u2HtL = Α cos@b Ht - t0LD,
και

(6. 17α)                                u3HtL = C sinh He tL +D coshHe tL,
(6. 17β)                                u4HtL = C coshHe tL+D sinh He tL.

Eίναι φανερό ότι η σταθερή ολοκλήρωσης t0  µπορεί επιλεγεί ίση µε το µηδέν, χωρίς βλάβη

της  γενικότητας.  Οι  υπόλοιπες  τρεις  σταθερές  ολοκλήρωσης  δεν  µπορούν  να  επιλεγούν  τελείως

αυθαίρετα, αφού η βασική συνθήκη  h j k  x
° j x° k = h j k  u

j uk = -1 τώρα γίνεται

(6. 18)                         A2 +D2 -C2 = -1   ñ   C2 = A2 +D2 + 1.

Από τις (6. 16), (6. 17) αµέσως έπεται ότι 

(6. 19α)                                      x1HtL = HΑ ê bL cos Hb tL+C1,

(6. 19β)                                      x2HtL = -HΑ ê bL sin Hb tL+C2,                                     

(6. 19γ)                                      x3HtL = HC ê eL coshHe tL + HD ê eL sinh He tL+C3,

(6. 19δ)                                      x4HtL = HC ê eL sinh He tL+ HD ê eL coshHe tL+C4.   

όπου 8C j< σταθερές ολοκλήρωσης. Από τις αρχικές σχέσεις                                      

(6. 20α)                                         x1H0L = HΑ ê bL +C1,

(6. 20β)                                         x2H0L = C2,

(6. 20γ)                                         x3H0L = HC ê eL +C3,

(6. 20δ)                                         x4H0L = HD ê eL +C4.    

έπεται ότι δε χάνουµε σε γενικότητα αν θέσουµε                                  

(6. 21)                     C1 = C2 = 0,     C3 = -C ê e,       C4 = -D ê e.   

Με αυτές τις επιλογές καταλήγουµε στις εκφράσεις                                   

(6. 22α)                                  x1HtL = r cos Hb tL,            r := Α ê b,

(6. 22β)                                  x2HtL = -r sin Hb tL,                                
(6. 22γ)                                  x3HtL = @HC ê eL- 1D coshHe tL + HD ê eL sinh He tL,
(6. 22δ)                                  x4HtL = HC ê eL sinh He tL + @HD ê eL - 1D coshHe tL.   
Από αυτές συνάγεται ότι το φορτισµένο σωµάτιο σ διαγράφει έναν κυλινδρικό έλικα ακτίνα r. 

Οι  συνιστώσες  της  συνήθους  ταχύτητας  δίνονται  από  τις  ακόλουθες  εκφράσεις:
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(6. 23α)                           u1HtL = u1HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
u4HtL = b r sin Hb tLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

C coshHe tL+HD-eL sinh He tL ,

(6. 23β)                           u2HtL = u2HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
u4HtL = b r cos Hb tLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

C coshHe tL+HD-eL sinh He tL ,        

(6. 23γ)                           u3HtL = u3HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
u4HtL = HC-eL sinh He tL+D coshHe tLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

C coshHe tL+HD-eL sinh He tL = HC-eL tanh He tL+DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
C +HD-eL tanh He tL .   

Tο επόµενο σχήµα δείχνει ένα τµήµα της ελικοειδούς τροχιάς του φορτισµένου σωµάτιου σ

που αντιστοιχεί στην κοσµική καµπύλη (6. 22)

x

y

z

Σχ. 6.1

7. 7  Nόµοι διατήρησης ορµής ενέργειας

´Οπως είδαµε στο αντίστοιχο κεφάλαιο, ένα από τα βασικά θεωρήµατα της Νευτωνικής Μηχανικής

λέει ότι η συνολική ορµή  ενός συστήµατος σωµατίων  δεν αλλάζει µε τον χρόνο, αν η συνισταµένη

των  εξωτερικών  δυνάµεων  που  ασκούνται  στο  σύστηµα  είναι  µηδενική.    Αυτό  το  αποτέλεσµα

συνήθως αναφέρεται ως Νόµος της διατήρησης της ορµής. 

Το  απλούστερο  σύστηµα  αποτελείται  από  δύο  σωµάτια,  s1  και  s2,  που  έχουν  µάζα  m1και

m2, αντίστοιχα. Αν οι στιγµιαίες  ταχύτητές τους είναι u1HtL και u2HtL,  αντίστοιχα, τότε οι στιγµιαίες

ορµές τους δίνονται από τις εκφράσεις  p1HtL = m1  u1HtL και p2HtL = m2 u2HtL.
Aς θεωρήσουµε, τώρα, το χρονικό διάστηµα t1 § t § t2 κι ας θέσουµε

(7. 1)                                   p1 := p1Ht1L,     p1
* := p1Ht2L                                        

(7. 2)                                  p2 := p1Ht1L, p2
* := p2Ht2L  

Αν  λοιπόν  κατά  το  χρονικό  διάστηµα  I = @t1, t2D  η  συνισταµένη  των  εξωτερικών  δυνάµεων  που

υφίσταται  το  σύστηµα  8s1, s2<  µηδενίζεται,  τότε  ο  νόµος  της  διατήρησης  της  ορµής  συνεπάγεται
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ότι η ολική ορµή του συστήµατος τη στιγµή t2  είναι ίδια µ’  εκείνη που είχε το σύστηµα τη στιγµή

t1:

(7. 3)                            polHt1L = polHt2L      ñ     p1 + p2 = p1
* + p2

* .

Kάτι τέτοιο ισχύει γ.π. όταν µια µπάλα του µπιλιάρδου  χτυπάει µιαν άλλη, οπότε το Ι παριστάνει το

διάστηµα  κατά  το  οποίο  οι  δυο  µπάλες  βρίσκονται  σε  επαφή.  Κατά  την  επαφή  τους,  η  µια  µπάλα

πιέζει την άλλη µε αποτέλεσµα να την επιταχύνει και άρα να αλλάζει την ορµή της. Αν είχαµε µιαν

ακριβή περιγραφή της χρονικής εξέλιξης αυτής της δύναµης, θα ήµασταν σε θέση να υπολογίσουµε

και τη συνολική αλλαγή της ορµής καθεµιάς από τις δυο µπάλες s1  και s2. Ωστόσο, αυτή η αλλαγή

µπορεί  να  υπολογιστεί  και  από  τη  σχέση  (7.  3),  µε  την  προϋπόθεση  ότι  έχουµε  στη  διάθεσή  µας

περισσότερη πληροφορία. 

Για να φανεί καθαρά το τι εννοούµε, ας γράψουµε αναλυτικότερα τη σχέση (7. 3) στη µορφή

(7. 4)                             m1 u1 +m2 u2 = m1 u1
* +m2 u2

*.        

Είναι φανερό ότι, αν γνωρίζουµε µόνο τις ποσότητες  m1,  m2, u1  και u2, τότε δεν αρκεί η τελευταία

εξίσωση για να προσδιορίσουµε και τις  δυο "άγνωστες", u1
*  και u2

*. Η (7.4) αποτελείται από τρεις

µόνο εξισώσεις, ενώ οι άγνωστες ποσότητες είναι έξι  -οι τρεις συνιστώσες του διανύσµατος u1
* και

οι τρεις συνιστώσες του διανύσµατος u2
*. Χρειαζόµαστε τρεις εξισώσεις ακόµα. 

Μια από τις υπόλοιπες εξισώσεις  προκύπτει από το αξίωµα της φυσικής που λέγεται Νόµος

της  διατήρησης  της  ενέργειας:  Η  µείωση  (αύξηση)  της  µηχανικής  ενέργειας  ενός  συστήµατος  είναι

ίση µε  την αύξηση  (µείωση, αντίστοιχα) της  ενέργειας του  περιβάλλοντός του. Με άλλα λόγια, αν

Eol,  E
£  είναι η ολική µηχανική ενέργεια του συστήµατος στην αρχή και στο τέλος, αντίστοιχα, του

διαστήµατος Ι,  τότε  η διαφορά τους,

(7. 5)                                            ∆ Eol := Eol
* - Eol,  

είναι  είναι  ένα  ποσό  της  ενέργειας  που  εισάγεται  στο  σύστηµα  από  το  πουθενά,  όταν  ∆ Eol > 0,

ούτε εξαφανίζεται, όταν ∆ Eol < 0. ∆ίνεται στο σύστηµα από τα άλλα σώµατα του σύµπαντος, στην

πρώτη  περίπτωση,  ή  απορροφάται  από  αυτά,  στη  δεύτερη,  σε  διαφορετική  ίσως  µορφή  -γ.π.  στη

µορφή θερµικής ενέργειας.

Θυµίζουµε  ότι,  στη  Νευτωνική  Μηχανική,  µε  ολική  µηχανική  ενέργεια  ενός  σωµάτιου  σ

εννοούµε το άθροισµα

(7. 6)                                                         E := T + V    

όπου

(7. 7)                                                      T := 1ÅÅÅÅ
2
 m ˝ u ˝2   

η κινητική    και  V  η δυναµική   ενέργεια   του  σ. Η τελευταία εξαρτιέται από τη στιγµιαία θέση, x,

του σ και άλλες φυσικές παραµέτρους,  αλλά στο παρόν εδάφιο η ακριβής µορφή της συνάρτησης V

δεν έχει  ιδιαίτερη σηµασία.  Κι αυτό  γιατί εκείνο που  µας  λείπει είναι  η πληροφορία που οδηγεί σε

µια εξίσωση συµπληρωµατική της (7. 3). Για τη διατύπωση, λοιπόν, µιας τέτοιας εξίσωσης αρκεί να

γνωρίζουµε µόνο την αλλαγή,  
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(7. 8)                                                      ∆ Tol := Tol
* - Tol,        

της κινητικής ενέργειας του συστήµατος κατά το χρονικό διάστηµα Ι. 

Αν  γ.π.  ∆ Tol = 0, οπότε  λέµε  ότι  έχουµε  διατήρηση  της  κινητικής  ενέργειας,   τότε  για το

σύστηµα µε το οποίο ξεκινήσαµε τη συζήτησή µας ισχύει και η εξίσωση

(7. 9)          Tol = Tol
*  ñ   1ÅÅÅÅ

2
 m1 ˝ u1 ˝2  + 1ÅÅÅÅ

2
 m2 ˝ u2 ˝2 = 1ÅÅÅÅ

2
 m1 ˝ u1

* ˝2  + 1ÅÅÅÅ
2
 m2 ˝ u2

* ˝2 .   

Παράδειγµα

Ας υποθέσουµε ότι τα σωµάτια s1  και s2  παριστάνουν δυο µπάλες µπιλιάρδου ίδιας µάζας, m, που

συγκρούονται και βρίσκονται σε επαφή κατά το απειροελάχιστο διάστηµα  t1 § t § t2. Αν τη στιγµή

t1  η µπάλα s1  κινείται µε ταχύτητα u1  προς την µπάλα s2  και αυτή  ακινητεί, ποιά είναι θα είναι η

ταχύτητά τους στο τέλος της σύγκρουσης;

Για ευκολία, µπορούµενα υποθέσουµε ότι η µπάλα s1  κινείται αρχικά στην κατεύθυνση του

θετικού  άξονα  x  και  πως  η  s2  βρίσκεται  στο  σηµείο  (0,  0) του  Καρτεσιανού συστήµατος  αξόνων

x- y.  Τότε  καταλήγουµε  στην  εικόνα  στα  αριστερά  του  επόµενου  σχήµατος.  Στα  δεξιά  του  ίδιου

σχήµατος  απεικονίζεται  η  κατάσταση  που  προκύπτει  αµέσως  µετά  τη  σύγκρουση  των  δυο

σωµατίων.

x

y

m1 v1 m2

x

y

m1

m2

v1
∗

v2
∗

θ

ϕ

Σχ. 7.1

Συνήθως, η κατάσταση που επικρατεί λίγο πριν από τη σύγκρουση καθώς κι εκείνη που ισχύει 

αµέσως µετά παρουσιάζονται σε ένα ενιαίο σχήµα, σαν αυτό που ακολουθεί.
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θ

ϕ

Σχ. 7.2

Το  αποτέλεσµα  της  σύκρουσης  είναι  να  αλλάξει  η  ορµή  και  η  κινητική  ενέργεια  καθεµιάς

µπάλας  χωριστά,  αλλά  η  συνολική  τους  ορµή  παραµένει  αµετάβλητη.  Αφού  m1 = m2 = m  και

u2 = 0, η εξίσωση (7. 4) που εκφράζει τη διατήρηση της ορµής γίνεται

(7. 10)                                                   u1 = u1
* + u2

*    

Ας  υποθέσουµε  αρχικά  ότι   έχουµε  να  κάνουµε  µε  ελαστική  κρούση,  πράγµα  που  σηµαίνει

ότι  η  κινητική  ενέργεια  του  συστήµατος  παραµένει  αµετάβλητη.  Τότε  η  εξίσωση      (7.  9)  που

εκφράζει τη  διατήρηση της ενέργειας παίρνει τη µορφή

(7. 11)                                           †u1§2 = †u1
*§2 + †u2

*§2    

Θα  πρέπει  εδώ  να  σηµειωθεί  ότι  το  πρόβληµα  που  εξετάζουµε  είναι  στην  ουσία  δισδιάστατο.  Τα

σωµάτια  s1  και  s2  περιορίζονται  να  κινούνται  στο  επίπεδο  του  ορίζει  η  επιφάνεια  του  τραπεζιού

του  µπιλιάρδου.  Αν  λοιπόν  θεωρήσουµε  την  αρχική  ταχύτητα  της  µπάλας  s1  ως  γνωστή,  τότε  οι

άγνωστες  του  προβλήµατος  είναι  τέσσερες  -οι  συνιστώσες  (u1 x
* , u1 y

* )  του  διανύσµατος  u1
*   και  οι

συνιστώσες (u2 x
* , u2 y

* ) του διανύσµατος u2
*.

Ας θέσουµε, τώρα,

(7. 12)                              u1 := †u1§,       u1
* := †u1

*§ ,      u2
* := †u2

*§    
κι  ας  ονοµάσουµε  q  και j  τις  γωνίες  που  σχηµατίζουν  µε  τον  άξονα x  τα  διανύσµατα   u1

*  και    u2
*,

αντίστοιχα, όπως  στο  σχήµα ( η j  είναι θετική  προς τη  φορά των δεικτών ενός  ρολογιού, αντίθετα

από τη q). Τότε η (7. 10) παίρνει την ακόλουθη µορφή

(7. 13α)                                     u1 = u1 x
* + u2 x

* = u1
*  cos q + u2

*  cos j,    

(7. 13β)                                      0 = u1 y
* + u2 y

* =u1
*  sin q - u2

* sin j.          

Aπό την άλλη, η εξ. (7. 11) γίνεται 

(7. 14)                                                     u1
2 = u1

*2 + u2
*2        
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M’  αυτό  τον  τρόπο  η  τετράδα  των  αγνώστων  Hu1 x
* , u1 y

* , u2 x
* , u2 y

* L  έδωσε  τη  θέση  της  στην

τετράδα  Hu1
*, u2

*, j, qL.  Είναι  φανερό  ότι  ένα  από  τα  µέλη  της  τελευταίας  πρέπει  να  θεωρηθεί  ως

γνωστό για να έχει πιθανότητα το σύστηµα των εξ. (7. 13)-(7. 14) να καθορίσει τα υπόλοιπα τρία.

Τώρα,  τετραγωνίζοντας  τις  (7.  13)  και  αντικαθιστώντας  το  αποτέλεσµα  στην  (7.  14)

βρίσκουµε ότι 

(7. 15)                           u1
*  u2

* Hcos q cos j - sin q sin jL ª u1
*  u2

*  cos Hj + qL = 0.  

Αν υποθέσουµε ότι u1
*  u2

* ∫ 0, τότε η (7. 15) οδηγεί στο συµπέρασµα ότι j + q = ≤p ê 2. Στην πρώτη

περίπτωση sin j = cos q, cos j = sin q, οπότε οι (7. 13) γίνονται

(7. 16α)                                           u1 = u1
*  cos q + u2

*  sin q,        

(7. 16β)                                            0 = u1
* sin q - u2

*  cos q.          

Από αυτές έπεται ότι                                  

(7. 17)                                       u2
* = sin q u1,      u1

* = cos q u1.      

Σηµειώστε ότι αυτή η λύση είναι αποδεκτή µόνο για 0 § q § p ê 2, γιατί οι ποσότητες u1, u1
*  και   u2

*

είναι, από τον ορισµό τους, µη αρνητικές.                                       

Στην  περίπτωση  που j + q = -p ê 2, έχουµε sin j = cos q, cos j = -sin q, οπότε οι 

(7. 13) γίνονται

(7. 18α)                                                u1 = u1
*  cos q - u2

*  sin q,     

(7. 18β)                                                0 = u1
* sin q + u2

* cos q.          

Αυτές δίνουν τη λύση                                  

(7. 19)                                          u2
* = -sin q u1,   u1

* = cos q u1,      

που ισχύει για  -p ê 2 § q § 0.    

Αξίζει να παρατηρήσουµε τις δυο ακραίες περιπτώσεις q = 0 και q = ≤p ê 2. Στην πρώτη απ'

αυτές,  έχουµε   u1
* = u1,   u2

* = 0  που  δηλώνουν  ότι  η  µπάλα  s1  δε  χτύπησε  τελικά  τη  s2.  Στην

περίπτωση που  q = ≤p ê 2 παίρνουµε τις τιµές  u1
* = 0,  u2

* = u1. Αυτές δηλώνουν ότι το αποτέλεσµα

της σύγκρουσης είναι το ν’  ακινητοποιηθεί η προσπίπτουσα µπάλα s1  και η αρχικά ακίνητη s2 ν’

αποκτήσει  την  ταχύτητα  που  είχε  η  s1.  Θα  πρέπει  να  τονιστεί  ότι  από  όλες  τις  λύσεις  που

περιγράφονται  από  τις  (7.  17)  και  (7.  19)  µόνο  αυτή  που  αντιστοιχεί  στην  τιµή   q = 0  µπορεί  να

θεωρηθεί ως ρεαλιστική, αν απολυτοποιήσουµε την υπόθεση ότι οι µπάλες s1  και s2  είναι σωµάτια

ή υλικά σηµεία και δεχτούµε ότι δυο υλικά σηµεία µπορούν να επιδρούν το ένα στο άλλο µόνο στην

κατεύθυνση της ευθείας που κάθε στιγµή ορίζουν.  

 

Ch_7.nb 31



Στο  πλαίσιο  του  χωρόχρονου  Minkowski,  η  ορµή  και  η  ενέργεια  ενός  σωµάτιου

συναποτελούν  το  4-διάνυσµα  της  ορµής-ενέργειας,  p
z

.  Συνακόλουθα,  κατά  το  µετασχηµατισµό

Lorentz L : x j Ø x j£ = L k
j

xk , οι συνιστώσες  του p
z

 αλλάζουν, σύµφωνα µε τον τύπο

(7. 20)                                                      p j£ = L k
j

pk .     

´Οταν  ο  µετασχηµατισµός  είναι  ειδικού  τύπου,  τότε  η  σχέση   x j£ = L k
j

xk   παίρνει  τη  µορφή

(7. 21)                    x £ = gHx- bwL, y £ = y, z £ = z, w £ = gHw - b xL   

όπου

(7. 22)                                    b := VÅÅÅÅÅ
c

, g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-b2

     

οπότε και ο τύπος (7. 20) γίνεται

(7. 23)                px£
£ = gHpx - b

EÅÅÅÅÅ
c

L, py£
£ = py, pz£

£ = pz, E £ = gHE - b c pxL       

Αυτές  οι  παρατηρήσεις  σηµαίνουν  ότι,  στο  πλαίσιο  της  Ειδικής  Σχετικότητας,  δεν  µπορούµε  να

µιλάµε  για  τη  διατήρηση  της  ορµής  και  της  κινητικής  ενέργειας  ξεχωριστά.  Γιατί,  αν  στο  ΑΣΑ  Σ

γ.π.  το  σωµάτιο  σ  ακινητεί,  οπότε  η  ορµή  του  µηδενίζεται,  τότε  στο  ΑΣΑ  Σ£,  που  κινείται  µε

ταχύτητα  V  στην  κατεύθυνση  του  άξονα  x  ως  προς  το  Σ,  το  σ  έχει  µη  µηδενική  ορµή.  Πιο

συγκεκριµένα, από την (7. 23) έπεται ότι px£
£ = -b gE ê c = -bgm c = -gm V .

´Οταν στη διαδικασία που εξετάζουµε, γ.π. σύγκρουση, εµπλέκονται δύο σωµάτια, τα οποία

διατηρούν την ταυτότητά τους µέχρι και το τέλος της διαδικασίας, τότε ο νόµος της διατήρησης της

ορµής-ενέργειας παίρνει τη µορφή  

(7. 24)                                                 p
z

1 + p
z

2 = p
z

1

*
+ p

z

2

*
     

όπου   p
z

a,   p
z

a

*
,  µε  a = 1, 2, είναι  το  4-διάνυσµα  της  ορµής-ενέργειας  του  σωµάτιου  sa  στην αρχή

και  στο  τέλος  της  διαδικασίας,  αντίστοιχα.   Αρχικά,  µπορούµε  να  ξεχωρίσουµε  αυτή  την  εξίσωση

σε δύο µέρη, µε το πρώτο,                                            

(7. 25)                                                P1 + P2 = P1
* + P2

*,     

να αφορά την ορµή και το δεύτερο,   

(7. 26)                                                  E1 + E2 = E1
* + E2

*,      

την ενέργεια  του  συστήµατος. Στην περίπτωση που και  τα  δύο  σωµάτια  είναι  έµµαζα, τότε  η     (7.

25)  µπορεί να γραφτεί αναλυτικότερα στη µορφή   

(7. 27)                                 m1 g1 u1 +m2 g2 u2 = m1 g1
* u1

* +m2 g2
* u2

*,                       

όπου                                 

(7. 28)                       ga ª gHbaL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"################
1-ba

2
, ba := uaÅÅÅÅÅÅÅ

c
, ua := ˝ ua ˝, a = 1, 2.     
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Ανάλογα, η εξ. (7. 26) παίρνει τη µορφή                  

(7. 29)                                       m1 g1 +m2 g2 = m1 g1
* +m2 g2

*.   

Γενικά,  µπορεί  να  µην  είναι  βολικό  να  κάνουµε  τους  σχετικούς  υπολογισµούς

χρησιµοποιώντας  τις  τελευταίες  αναλυτικές  εκφράσεις  όπου  εµφανίζεται ρητά η συνήθης  ταχύτητα

των  σωµατίων.  Συχνά  είναι  βολικότερο  να  διατηρήσουµε  ως  ρητές  παραµέτρους  του  προβλήµατος

τις τρεις συνιστώσες του χωρικού τµήµατος   P  το τετραδιανύσµατος  p
z

 . Τότε, εργαζόµαστε µε τις

τρεις εξισώσεις (7. 25) και την (7. 25), στη µορφή που παίρνει η τελευταία µε βάση τη σχέση   

(7. 30)                                                     Ea = c 
"##########################

m2 c2 + †Pa§2    

(βλ. εξ.  (4. 23) ). Οι λεπτοµέρειες θα αναδειχτούν στα επόµενα παραδείγµατα.

Σηµείωση.  Οι  επιτρεπτές  αντιδράσεις  δεν  είναι  απλώς  εκείνως  που  σέβονται  την  αρχή  της

διατήρησης  της  ορµής-ενέργειας.  Στη  φύση  παρατηρείται  να  ισχύουν  και  άλλοι  νόµοι  διατήρησης,

µε  πιο  γνωστό  εκείνον  της  διατήρησης  του  ηλεκτρικού  φορτίου.  Συνεπώς,  από  τη  διάσπαση  ενός

πρωτόνιου  γ.π.  δεν  είναι  δυνατό  να  παραχθεί  ένα  νετρόνιο  και  ένα  φωτόνιο.  Γιατί  το  µητρικό

σωµάτιο  έχει  µία  µονάδα  ηλεκτρικού  φορτίου  (=το  ελάχιστο  φορτίο  που  φέρει  ένα  ελεύθερο

σωµάτιο  = σε απόλυτη τιµή,  το φορτίο  ενός  ηλεκτρόνιου) και τα  προϊόντα της διάσπασης θα είχαν

συνολικά µηδενικό φορτίο.

Ορισµένοι  νόµοι  διατήρησης  είναι  το  ίδιο  γενικοί  όπως  αυτός  της  διατήρησης  του

ηλεκτρικού φορτίου. ΄Aλλοι πάλι παρατηρείται να ισχύουν  σε µια κατηγορία µόνο αντιδράσεων. Η

διατήρηση  του  βαρυονικού  αριθµού  θεωρείται  ότι  ανήκει  στην  πρώτη  κατηγορία,  ενώ  εκείνος  της

διατήρησης  της  parity  (ισοτιµίας,  συµµετρίας  δεξιόστροφων  και  αριστερόστροφων  συστηµάτων  ή

δεξόχειρων και αριστερόχειρων) ανήκει στην κατηγορία εκείνων που έχουν περιορισµένη ισχύ. ∆εν

τηρείται σε διασπάσεις που συµβαίνουν µέσω των ασθενών αλληλεπιδράσεων.

                                              

Παράδειγµα

Θα  ξεκινήσουµε  µε  την  ανάλυση  µονοδιάστατων  προβληµάτων.  Ας  θεωρήσουµε  λοιπόν  την

περίπτωση που µελετήσαµε νωρίτερα, όπου µια µπάλα µπιλιάρδου, s1, προσπέφτει µε ταχύτητα  u1

στη µπάλα s2. Θα υποθέσουµε ότι τόσο πριν, όσο και µετά από, τη σύγκρουση οι µπάλες κινούνται

πάνω στην ίδια ευθεία, που µπορούµε να ταυτίσουµε µε τον άξονα x.

Με  αυτές  τις  υποθέσεις,  οι  εξισώσεις  που  εκφράζουν  τη  διατήρηση  της  ορµής  και  της

ενέργειας γίνονται αρχικά

(7. 31)                                  m1 g1 u1 +m2 g2 u2 = m1 g1
* u1

* +m2 g2
* u2

*     

και      

(7. 32)                                          m1 g1 +m2 g2 = m1 g1
* +m2 g2

*     

αντίστοιχα. 
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Από  την  άποψη  των  απαιτούµενων  υπολογισµών,  το  σύστηµα  των  δυο  τελευταίων

εξισώσεων  φαίνεται,  αλλά  δεν  είναι,  απλό.  Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  οι  ποσότητες  ga  είναι

αρκετά  περίπλοκες  συναρτήσεις  των  αντίστοιχων  ταχυτήτων.  Γι  αυτό  στρεφόµαστε  στην

αντικατάσταση  των  ταχυτήτων  από  τις  ορµές  και  αντί  για  τις  (7.  31)  και  (7.  32)  έχουµε  να

αντιµετωπίσουµε τις

(7. 33)                     
"#############################

m1
2 + P1

2 m1
2 +

"#####################
m2

2 + P2
2 =

"######################
m1

2 + P1
£2 +

"######################
m2

2 + P2
£2    

και          

(7. 34)                                             P1 + P2 = P1
* + P2

*,

αντίστοιχα, όπου θέσαµε c = 1, για ευκολία.  

Για  να  περιορίσουµε  την  πολυπλοκότητα  των  υπολογισµών,  θα  εξετάσουµε  ορισµένες

ειδικότερες περιπτώσεις, αρχίζοντας από την

(i)  m1 = m2 = m.

Σ' αυτή την περίπτωση η (7. 33) ανάγεται στην

(7. 35)                           
"###################

m2 + P1
2 +

"###################
m2 + P2

2 =
"#####################

m2 + P1
*2 +

"#####################
m2 + P2

*2     

Θα πρέπει να είναι φανερό από τη συµµετρία των εξ. (7. 34)-(7. 35) ότι οι λύσεις τους είναι 

(7. 36)                                 P1
* = P1,  P2

* = P2  και  P1
* = P2,   P2

* = P1. 

Προφανώς,  η  πρώτη  απ’  αυτές  τις  λύσεις  σηµαίνει  ότι  τα  δυο  σωµάτια  δεν  αλληλεπίδρασαν

καθόλου.

(ii)  u2 = 0.                                     

Σ’  αυτή την περίπτωση oι (7. 33) και (7. 34) ανάγονται στις

(7. 37)                                
"#####################

m1
2 + P1

2 +m2 =
"#######################

m1
2 + P1

*2 +
"#######################

m2
2 + P2

*2      

και          

(7. 38)                                                 P1 = P1
* + P2

*                              

αντίστοιχα. 

Για ευκολία στους παραπέρα υπολογισµούς θέτουµε

(7. 39)                        m1 = m,       m2 = M ,      P1 = p,    P1
* = p    και  P2

* = P,  

οπότε οι  προς επίλυση εξισώσεις γίνονται

(7. 40α)                                    
è!!!!!!!!!!!!!!!!

m2 + p2 +M =
è!!!!!!!!!!!!!!!!!

m2 + p2 +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!

M 2 + P2       

(7. 40β)                                                       p = p+ P     
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Με  απλούς  αλλά χρονοβόρους  αλγεβρικούς  χειρισµούς,  που  ξεκινάνε  µε  τον  τετραγωνισµό

και  των  δύο  µελών  του,  οδηγείται  κανείς  στην  ακόλουθη  µη  τετριµµένη  λύση  του  συστήµατος  (7.

40α)  - (7. 40β): 

                                      

(7. 41α)                                   p =
p Hm2-M 2L 9 m2+M I-2

è!!!!!!!!!!!!!!!!
p2+m2 +M M =

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m4-4 p2 M2-2 m2 M 2+M 4 ,        

(7. 41β)                      P =
2 pM 9m2 Iè!!!!!!!!!!!!!!!!

p2+m2 -M M+M A-2 p2+M I-è!!!!!!!!!!!!!!!!
p2+m2 +M M E =

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m4-4 p2 M2-2 m2 M2+M 4     

Αυτή µπορεί να γραφτεί στην απλούστερη µορφή                                   

(7. 42)                                   p = Hm2-M2L pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2+M2+2 M e

,            P = 2 M He+M L pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2+M2+2 M e

,     

µε την εισαγωγή της ενέργειας e :=
è!!!!!!!!!!!!!!!!
p2 +m2  του s1. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι, για µικρές ταχύτητες του προσπίποντος σωµάτιου s1,     

(7. 43)                                                    e > m+ p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m ,        

oπότε η (7. 42) γίνεται            

(7. 44)                      p >
Hm2-M 2LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHm+M L2+HM êmL p2

 p,           P >
2 M Hm+M L+HM êmL p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHm+M L2+HM êmL p2
 p.                

                                                       

Παράδειγµα (πλαστική σύγκρουση ή σύντηξη, διάσπαση)

Ας  υποθέσουµε  ότι  το  σωµάτιο  s1  που  πέφτει  µε  ταχύτητα   u1  πάνω  στο  s2  ενώνεται  µε  το

τελευταίο, µε αποτέλεσµα να σχηµατιστεί ένα σωµάτιο s µάζας m.  Τότε οι εξισώσεις (7. 40) δίνουν

τη θέση τους στις   

(7. 45α)                                 
è!!!!!!!!!!!!!!!!

m2 + p2 +M =
è!!!!!!!!!!!!!!!!
m2 + P2     

(7. 45β)                                               p = P  

Από αυτές συνάγεται αµέσως ότι η µάζα του νέου σωµάτιου είναι ίση µε      

(7. 46)                 m =
"######################################################

m2 +M2 + 2 M
è!!!!!!!!!!!!!!!!
p2 +m2 =

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
m2 +M2 + 2 M e    

Για µη σχετικιστικές ταχύτητες, όταν δηλαδή ισχύει η (7. 43), η τελευταία έκφραση γίνεται     

(7. 47)                                         m > m+M + MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m+M

 p
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m .    

Σηµειώστε ότι ο όρος  p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m   αντιπροσωπεύει τη Νευτωνική κινητική ενέργεια του σωµάτιου s1.  Αν

υποθέσουµε  ότι  η  µάζα  M  του  ακίνητου  σωµάτιου  είναι  πολύ  µεγαλύτερη  από  τη  µάζα  m  του  s1,

τότε ο συντελεστής M ê Hm +M L  δεν διαφέρει ουσιαστικά από τη µονάδα. Σ’  αυτή την περίπτωση

η (7. 47) γίνεται  

(7. 48)                                               m > m+M + p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m , 
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που  δηλώνει  ότι  η  µάζα  του  σωµάτιου  που  σχηµατίστηκε  ως  αποτέλεσµα  της  σύγκρουσης

υπερβαίνει   το  άθροισµα  των  µαζών  των  σωµατίων  που  συγκρούστηκαν  κατά   p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m ª p2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m c2 .

Πρόκειται για τη µάζα που αντιστοιχεί στη Νευτωνική κινητική ενέργεια του s1.       

                                                                                   

Η  διαδικασία  που  περιγράψαµε  σ’  αυτό  το  παράδειγµα  ονοµάζεται  πλαστική  ή  τελείως

ανελαστική σύγκρουση των σωµατίων s1  και s2. Συχνά αναφέρεται και ως σύντηξη των s1  και s2.

Αν  την   αντιστρέψουµε  χρονικά,  τότε  θα  καταλήξουµε  στην  ακόλουθη  εικόνα:  ´Ενα  σωµάτιο  σ

µάζας  m  και  (σχετικιστικής)  ορµής  P  σπάει  κάποια στιγµή  σε  δύο,  µε  αποτέλεσµα να  εµφανιστούν

τα  σωµάτια  s1  και  s2,  µάζας  m  και  M ,  αντίστοιχα.  Αυτή  η  διαδικασία  ονοµάζεται   διάσπαση   (

ενός σωµάτιου σε δύο).                        

           

Παράδειγµα (Απορρόφηση και εκποµπή φωτονίων)

Ας  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι το  σωµάτιο  s1  του  προηγούµενου  παραδείγµατος, το  οποίο  προσκρούει

στο  s2  κι  ενώνεται  µαζί  του,  είναι  ένα  φωτόνιο.   Τότε  οι  εξισώσεις  (7.  45)  εξακολουθούν  να

ισχύουν, µε τη διαφορά ότι η µάζα του s1 µηδενίζεται. ´Ετσι καταλήγουµε στις σχέσεις

(7. 49α)                                          p +M =
è!!!!!!!!!!!!!!!!
m2 + P2 ,

(7. 49β)                                                     p = P .           

Θυµίζουµε  ότι  το  4-διάνυσµα  ορµής-ενέργειας  ενός  φωτόνιου  που  αντιστοιχεί  σε

ακτινοβολία συχνότητας f  δίνεται την έκφραση 

(7. 50)                   p
z

j = HÑ k, E ê cL ,       †k§ = wÅÅÅÅÅ
c
ª 2 p fÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
,      E = Ñw = h f .

Στην περίπτωση που εξετάζουµε και αφού έχουµε θέσει c = 1, 

(7. 51)                                              p = E = h f ,  

οπότε η   (7. 49α)  γίνεται

(7. 52)                                     h f +M =
"#######################
m2 + Hh f L2 .        

Συνεπώς, η µάζα του σωµάτιου στο οποίο µετασχηµατίζεται  το s2  µε την απορρόφηση του

φωτόνιου s1 δίνεται από τον τύπο

(7. 53)                                           m = M  
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

1+ 2 Hh f ê M L .   

´Οταν  η  ενέργεια  του  απορροφούµενου  φωτόνιου  είναι  πολύ  µικρότερη  από  την  ενέργεια  ηρεµίας

M c2  του s2, όταν δηλαδή   h f ` M , τότε ο τύπος (7. 53) γίνεται 

(7. 54)                                                   m > M + h f  . 

Από  αυτόν  φαίνεται  καθαρά  ότι,  στις  µονάδες  όπου  c = 1,  η  αύξηση  της  µάζας  του  s2  είναι  ίση

προς την ενέργεια του φωτόνιου που αυτό το έµµαζο σωµάτιο απορρόφησε.
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Παράδειγµα (Σκέδαση Compton)

Ας  θεωρήσουµε  το  γενικότερο  παράδειγµα  όπου  ένα  φωτόνιο,  ας  το  πούµε  s1,  προσκρούει  στο

ακίνητο σωµάτιο s2  µάζας m, µε αποτέλεσµα να αλλάξει η συχνότητά του και η κατεύθυνση  προς

την οποία κινείται. Τότε οι εξισώσεις που εκφράζουν τη διατήρηση της ορµής και της ενέργειας του

συστήµατος 8s1, s2< παίρνουν την ακόλουθη µορφή:

(7. 55)                                              h f0 +m = h f +m g    

(7. 56)                                                  Ñ k0 = Ñ k +m g u      

όπου  k0, k   το κυµατάνυσµα του φωτόνιου πριν και µετά τη σύγκρουση, αντίστοιχα, u η ταχύτητα

που αποκτάει το s2 εξαιτίας της πρόσπτωσης του φωτόνιου και                             

(7. 57)                                      g := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!
1-u2

,    u := †u§.   
Xωρίς να περιορίζουµε τη γενικότητα της ανάλυσής µας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι, πριν

από  τη  σύγκρουση,  το  σωµάτιο  s2  βρισκόταν  στην  αρχή  των  Καρτεσιανών  αξόνων  x - y - z  του

ΑΣΑ που περιγράφει τη σύγκρουση, ενώ το φωτόνιο εκινιόταν κατά µήκος του αρνητικού άξονα x.

Με αυτή την υπόθεση η εξίσωση (7. 56) γράφεται αναλυτικά ως εξής:

(7. 58)                Ñ k0 = Ñ k1 +m g u1      0 = Ñ k2 +m g u2,        0 = Ñ k3 +m g u3.   

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις αµέσως έπεται ότι  

(7. 59)                                  k2 = -Hm g êÑL u2,             k3 = -Hm g êÑL u3 .    

Αυτό  σηµαίνει  ότι  τα  διανύσµατα   k  και   u   είναι  συνεπίπεδα.  ´Αρα  µπορούµε  να  σκεφτούµε  µια

στροφή  του  συστήµατος   x- y- z  γύρω  από  τον  άξονα  x,  τέτοια  που  το  νέο  επίπεδο   x - y  να

ταυτίζεται µε το επίπεδο που ορίζουν τα   k  και   u. 

x

y

ph m

ph

m

k0

k

v

θ

ϕ

Σχ. 7.3

Στο  νέο  σύστηµα  αξόνων  η  τρίτη  συνιστώσα  αυτών  των  διανυσµάτων  θα  µηδενίζεται

ταυτοτικά.  Ισοδύναµα,  µπορούµε  να  υποθέσουµε  ότι  έχουµε  επιλέξει  από  την  αρχή  το  σύστηµα
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x- y - z   έτσι  που  τα  διανύσµατα   k  και  u  να  περιέχονται  στο  επίπεδο  x - y.  Σ’  αυτή  την

περίπτωση, η τρίτη από της εξ. (7. 58) είναι κενή και οι υπόλοιπες δύο µπορούν να γραφτούν ως 

(7. 60)        HÑ k0 ê mL = HÑ k ê m L cosq + g u cosj, 0 = HÑ k ê mL sinq - g u sinj,

όπου 

(7. 61)                                      k := †k§ = "#########################Hk1L2 + Hk2L2
.      

Αν υποθέσουµε ότι j = 0, πράγµα που σηµαίνει ότι το σωµάτιο s2  αποκτάει ταχύτητα στην

κατεύθυνση στην οποία εκινιόταν το φωτόνιο πριν από τη σύγκρουση, τότε από τη δεύτερη των (7.

60) έπεται ότι sin q = 0. Συνεπώς  q = 0 ή π, οπότε cos q = ≤1, αντίστοιχα, και η πρώτη των (7. 60)

γίνεται

(7. 62)                                             HÑ k0 ê mL = ≤HÑ k ê m L+ g u .     

Ισοδύναµα,

(7. 63)                                    g u = HÑ ê mL H k0 ¡ kL = Hh ê mL H f0 ¡ f L.     
Από την άλλη η  (7. 55) είναι ισοδύναµη µε την                                   

(7. 64)                                        g = Hh ê mL H f0 - f L+ 1.   

Προφανώς,  όταν  q = 0, οι εξ. (7. 63) και (7. 64) είναι συµβατές µόνο όταν  f = f0  και u = 0. Αυτή

η λύση αντιστοιχεί στην περίπτωση που, τελικά, το φωτόνιο δεν αλληλεπίδρασε µε το σωµάτιο s2.

Αντίθετα, όταν q = p, τότε η λύση του συστήµατος   (7. 63) - (7. 64) δίνεται από τις σχέσεις

(7. 65)                                                     f = f0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+2 HhêmL f0

,    

(7. 66)                                       u = 2 l0H1+l0LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+2 l0H1+l0L ,          l0 := h f0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
.      

Σηµειώστε  ότι  η  ποσότητα  l0  παριστάνει  το  λόγο  της  ενέργειας  του  φωτόνιου  προς  την  ενέργεια

ηρεµίας  (m ª m c2) του  σωµάτιου s2. ´Οταν l0 ` 1, τότε οι (7. 65) , (7.66) ανάγονται στις   f > f0,

u > 2 l0.                                         

Aν, όµως, η γωνία j δε είναι µηδενική, τότε η  δεύτερη των (7. 60) γίνεται

(7. 67)                                         g u = l sinqÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
sinj ,            l := h fÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
    

H  αντικατάσταση  αυτής  της  έκφρασης  για  την  ποσότητα   g u  στην  πρώτη  των  (7.  60)  οδηγεί  στο

ακόλουθο αποτέλεσµα:     

(7. 68)                              cot j = 1-x cos qÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx sin q ,           x := lÅÅÅÅÅ
l0
= fÅÅÅÅÅÅ

f0
   

Από την άλλη, µε το συµβολισµό που έχουµε εισαγάγει, η  εξ. (7. 55) γράφεται σαν

(7. 69)                                  g - 1 = Hh ê mL f0@1 - H f ê f0LD = l0 H1 - xL .    
Μένει,  λοιπόν,  να  λύσουµε  το  σύστηµα  των  εξ.  (7.  67)-(7.  69)  για  να  έχουµε  ολοκληρώσει  την

ανάλυση του προβλήµατος.                                            
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Αρχίζουµε  µε  τον  τετραγωνισµό  της  (7. 67) που  δίνει  το  ακόλουθο  αποτέλεσµα,  αν ληφθεί

υπόψη η (7. 68):

(7. 70)                     Hg u L2 = l2 sin2 q 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
sin

2  j
ª l2 sin2 qH1+ cot2 jL        

                                        = l2 sin2 q A1+ I 1-x cosqÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx sinq M2E = l2 x
2-2 x cosq+1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2   

´Οµως,                                

(7. 71)                                         Hg u L2≡ u 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-u 2 =

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-u 2 - 1 ª g2 - 1.  

Συνεπώς, η (7. 70) γράφεται σαν                                          

(7. 72)                                            g2 - 1 = l2 x
2-2 x cosq+1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2 .       

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις   (7. 69) και  (7. 72), βρίσκουµε ότι                                                 

(7. 73)                                             g + 1 = l0 
x2-2 x cos q+1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-xL .    

Από το συνδυασµό των   (7. 69),   (7. 73) συνάγεται ότι                                                 

(7. 74)                                               x = 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+l0 H1-cosqL .    

Ισοδύναµα,        

(7. 75)                                          f = f0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+Hh f0êmL H1-cosqL       

                                                  

Τέλος,  απλές  αλγεβρικές  πράξεις  οδηγούν  στις  ακόλουθες  εκφράσεις  για  τη  γωνία  που

σχηµατίζει  το  διάνυσµα  της  ταχύτητας  του  s2  µε  τον  άξονα  x  και  το  µέτρο  αυτής  της  ταχύτητας,

αντίστοιχα:                                                     

(7. 76)                                             tan j = cot Hqê2LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ l0

,          

                                                        

(7. 77)                               u =
2 l0 sinHqê2L "##############################################

1+l0H2+l0L sin
2Hqê2L

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+2 l0H1+l0L sin

2Hqê2L .        

Προφανώς, όταν q = p, τα τελευταία αποτελέσµατα ανάγονται σ’  εκείνα που βρήκαµε νωρίτερα.      

Πυρηνική διάσπαση και σύντηξη

Οι  διαδικασίες  που  περιγράψαµε  στα  προηγούµενα  παραδείγµατα  όχι  µόνο  δεν  είναι  σπάνιες  στη

φύση  αλλά  αποτελούν  και  τη  βάση  της  ζωής  πάνω  στη  γη.  Κι  αυτό  γιατί  η  διαρκής  σύντηξη

πρωτονίων  (πυρήνων  του  υδρογόνου)   είναι  ο  βασικός  µηχανισµός  παραγωγής  ενέργειας  στο

εσωτερικό  του  ήλιου.  Ακριβέστερα,  αυτό  που  συµβαίνει  στο  κεντρικό  τµήµα  του  ήλιου  είναι  ότι,

πυρήνες  υδρογόνου  (δηλαδή  πρωτόνια)  και  των  ισότοπων  του  υδρογόνου  δευτέριου
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(πρωτόνιο+νετρόνιο)  και  τρίτιου  (πρωτόνιο+2  νετρόνια)  συγκρούονται  αδιάκοπα,  µε  αποτέλεσµα

ορισµένοι  απ’  αυτούς  να  ενώνονται  και  να  σχηµατίζουν  αυτό  που  λέµε  (πυρήνα  του  στοιχείου)

"ήλιο" (2 πρωτόνιοα+2 νετρόνια). 

Αρχικά  δίνεται  η  εντύπωση  ότι  η  σύντηξη  είναι  διαδικασία που  απορροφά  ενέργεια  από το

σώµα  που  συναποτελούν  τα  συντηκόµενα  σωµάτια,  αφού,  στα  παραδείγµατα  που  µελετήσαµε,  η

µάζα του  σωµάτιου  που σχηµατίζεται είναι µεγαλύτερη από τη µάζα των συζύγων. Η ενέργεια που

αντιστοιχεί  στην  επιπλέον  µάζα  προέρχεται,  όπως  είδαµε,  από  την  κινητική  ενέργεια  των

συντηκόµενων σωµατίων. 

Εκείνο που συµβαίνει στην πραγµατικότητα είναι ότι η µάζα του σχηµατιζόµενου σωµάτιου

είναι  µικρότερη  από  το  άθροισµα  των  συντηκοµένων.  Αυτό  το  αποτέλεσµα µπορεί  να  περιγραφτεί

µε µια από τις ακόλουθες δυο, ισοδύναµες, εικόνες.

(i) To σωµάτιο  που προκύπτει από τη σύντηξη  έχει αρχικά µάζα µεγαλύτερη από το άθροισµα  των

µαζών των σωµατίων που ενώνονται. ´Οµως αυτό το σωµάτιο είναι ασταθές και γι αυτό αποβάλλει

ενέργεια, µε τη µορφή γ.π. φωτονίων, τόση όσο χρειάζεται για να µείνει µε µάζα µικρότερη από το

άθροισµα  των  µαζών  των  σωµατίων  από  τα  οποία  σχηµατίστηκε.  Αυτή  η  διαδικασία  µπορεί  να

ονοµαστεί σύντηξη-διάσπαση.

(ii)  H  σύντηξη  δύο,  γ.π.,  σωµατίων  είναι  µια  σύγκρουση  που  έχει  ως  άµεσο  αποτέλεσµα  το

σχηµατισµό  δύο  νέων  σωµατίων,  ενός  έµµαζου  που  η  µάζα  του  είναι  µικρότερη  από  το  άθροισµα

των µαζών των σωµατίων από τα οποία σχηµατίστηκε κι ενός άµαζου. Το δεύτερο είναι το φωτόνιο

της προηγούµενης εικόνας.

Σε  τελική  ανάλυση,  βέβαια,  η  διαδικασία  που  περιγράψαµε  δεν  οδηγεί  στην  παραγωγή

(πυρηνικής)  ενέργειας  από  το  µηδέν,  παρά  είναι  ένας  µηχανισµός  µετατροπής  κάποιων  µορφών

ενέργειας σε άλλες.

Oι  διαδικασίες  σύγκρουσης,  σύντηξης  και  διάσπασης  των  πυρηνικών  και  στοιχειωδών

σωµατίων  ονοµάζονται  συλλογικά  αντιδράσεις.  Η  αναπαράσταση  µιας  αντίδρασης  γίνεται,

συνήθως,  µε  τον  ακόλουθο  τρόπο.  Τα  αρχικά  σωµάτια   τοποθετούνται  στην  αριστερή  πλευρά  του

συµβόλου  Ø  και  τα  προϊόντα  της  αντίδρασης  στα  δεξιά.  Θα  πρέπει  να  σηµειωθεί  ότι,  συχνά,  τα

σωµάτια που εµφανίζονται µετά την αντίδραση δεν είναι τα ίδια µε τα αρχικά, ούτε  στην υφή ούτε

στον  αριθµό.  H  έκφραση  e + p Ø e + p   γ.π.  παριστάνει  τη  σύγκρουση  ενός  ηλεκτρόνιου  µε  ένα

πρωτόνιο.  Η    n + p Ø d + g  παριστάνει  την  ανελαστική  σύγκρουση  ενός  νετρόνιου  µε  ένα

πρωτόνιο που έχει ως αποτέλεσµα την ένωσή τους και την εκποµπή ενός  φωτόνιου (ακτίνας γ). Το

σύµπλοκο  d  πρωτόνιου-νετρόνιου  αποτελεί  τον  πυρήνα  ενός  ισότοπου  του  συνηθισµένου

υδρογόνου Η που λέγεται δευτέριο. Tέλος, η  έκφραση n Ø e + p + nêê παριστάνει τη διάσπαση ενός

νετρόνιου σε ηλεκτρόνιο, πρωτόνιο και αντινετρίνο.

Η µονάδα ενέργειας που χρησιµοποιείται συνήθως στις πυρηνικές αντιδράσεις είναι το MeV

(µέγα ηλεκτρονιο-βόλτ). Η σχέση του µε τη µονάδα ενέργειας  erg = gr ÿ cm2 ÿ sec-2  δίνεται από τον

τύπο

(7. 78)                                       1 MeV = 1, 602ä10-26 ergs  

40 Ch_7.nb



Στους πίνακες µε τα χαρακτηριστικά των πυρηνικών και στοιχειωδών σωµατίων, δίνεται συνήθως η

ενέργεια ηρεµίας, m c2,   και όχι η ίδια η µάζα τους. Παράδειγµα:

                  

Σωµάτιο Σύµβολο mc2 σ∂ MeV

ηλ∂κτρόνιο e 0, 511

πρωτόνιο p 938, 256

ν∂τρόνιο n 939, 550

ϕωτόνιο Hακτίνα γάµµαL γ 0

ν∂τρίνο ν 0

πιόνιο Hουδέτ∂ροL π0 135

πιόνιο HϕορτισµένοL π± 139, 6

µιόνιο µ 105, 7

δ∂υτέριο HυδρογόνοL Η
2 1.875, 580

τρίτιο HυδρογόνοL Η
3 2.808, 873

άλϕα HήλιοL He4 3.727, 315

Παράδειγµα

Σ’  έναν  πυρηνικό  αντιδραστήρα,  νετρόνια  µικρής  κινητικής  ενέργειας  -της  τάξης  του  ενός  eV-

συγκρούονται  µε  πρωτόνια  µε  αποτέλεσµα  τον  σχηµατισµό  πυρήνων  δευτέριου  και  την  εκποµπή

ακτινοβολίας.  Θέλουµε  να  υπολογίσουµε  τη  συνολική  κινητική  ενέργεια  των  προϊόντων  αυτής  της

αντίδρασης

                                                        n + p Ø d + g

Λύση

Από  τον  προηγούµενο  πίνακα  βρίσκουµε  ότι  τα  αντιδρώντα  σωµάτια,  n  και  p,  έχουν  συνολική

ενέργεια  ηρεµίας  938, 256+ 939, 550 = 1877, 806ΜeV.   Aυτό  το  άθροισµα  υπερβαίνει  την

ενέργεια  ηρεµίας  του  δευτέριου,  d,  κατά  1877, 806- 1.875, 580 = 2, 226ΜeV.  Eπειδή  η  κινητική

ενέργεια  των  νετρονίων  είναι  αµελητέα,  µπορούµε  να  συµπεράνουµε  ότι  η  συνολική  κινητική

ενέργεια  των  προϊόντων  της  αντίδρασης  δίνεται  από  την  παραπάνω  διαφορά  των  2, 226MeV.

Παράδειγµα

Στο  εσωτερικό  του  ήλιου  δύο  πυρήνες  δευτέριου  (βαριού  υδρογόνου)  ενώνονται  για  να

σχηµατίσουν  έναν  πυρήνα  του  στοιχείου  "ήλιο",  ή  σωµάτιο  άλφα.  Να  εκτιµηθεί  η  ενέργεια  των

εκπεµπόµενων  φωτονίων,  αν  υποτεθεί  ότι  τα  αρχικά  και  τα  παραγόµενα  έµµαζα  σωµάτια  της

αντίδρασης  

                                                                    d + d Ø a+ g

έχουν αµελητέα κινητική ενέργεια.                                               
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Λύση

Από  τον  πίνακα  βρίσκουµε  ότι  δυο  πυρήνες  υδρογόνου  έχουν  ενέργεια  ηρεµίας

2ä1.875, 580 = 3751.16ΜeV,  ενώ  η  ενέργεια  ηρεµίας  του  πυρήνα  του  ήλιου  HHe4L  είναι

3.727, 315ΜeV. ´Αρα τα παραγόµενα φωτόνια µεταφέρουν ενέγεια ίση προς 23, 845MeV.
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8.  Ειδική Σχετικότητα και κλασική θεωρία ηλεκτρο- µαγνητισµού

8. 1  Βαθµωτά και διανυσµατικά πεδία

Ας θεωρήσουµε  τη  συνάρτηση f : �2 Ø � που έχει ως  πεδίο ορισµού  ολόκληρο το επίπεδο �2

και  τύπο  f Hx, yL = 2 x y.  Επειδή  τα  στοιχεία  του  �  ονοµάζονται  και  βαθµωτά,  η  παραπάνω

f : �2 Ø � ονοµάζεται βαθµωτό πεδίο του �2. 

Γενικότερα,  µπορούµε  να  θεωρήσουµε  βαθµωτά  πεδία  που  ορίζονται  µόνο  σε  µια

περιοχή   του  επίπεδου,  αντί  σε  ολόκληρο  τον  �2.   ´Ενα  παράδειγµα  αποτελεί  η  συνάρτηση

h :ΩØ � µε τύπο hHx, yL = 1 + x + y και πεδίο ορισµού την ορθογώνια περιοχή

                               Ω = 8Hx, yL œ �2 : 0 § x § 2, 0 § y § 1<. 
Συχνά,  βαθµωτά  πεδία  αυτού  του  είδους  χρησιµεύουν  για  την  αναπαράσταση  µιας  φυσικής

ποσότητας, γ.π. της θερµοκρασίας, σε µια γεωγραφική περιοχή που αντιστοιχεί στη γεωµετρική

περιοχή Ω.

´Αλλοτε,  πάλι,  ο  περιορισµός  σε  κάποιο γνήσιο  υποσύνολο  Ω  του   �2  επιβάλλεται από

το  γεγονός  ότι  ο  τύπος  της  συνάρτησης  που  υπεισέρχεται  στον  ορισµό  του  πεδίου  δεν  έχει

νόηµα σε όλα τα σηµεία του επίπεδου. Για παράδειγµα,  ο τύπος gHx, yL = 1 ê Hx2 + y2L δεν έχει

νόηµα  στο  σηµείο  Hx, yL = H0, 0L.  Συνεπώς,  ο  τύπος  gHx, yL = 1 ê Hx2 + y2L  µπορεί  να

χρησιµοποιηθεί  για  τον ορισµό  του  βαθµωτού  πεδίου  g :Ω Ø �  στην περιοχή  Ω = �2 \ 8H0, 0L<
ή  σε  κάποιο  τµήµα  αυτής  της  περιοχής,  όχι  όµως  και  σ'  ολόκληρο  τον  �2.  Ανάλογα,  ο  τύπος

jHx, yL = 1 ê Hx - yL δεν έχει νόηµα κατά µήκος  της ευθείας  Γ = 8Hx, yL œ �2 : x = y <. ´Αρα µε

βάση  τον  τύπο  jHx, yL = 1 ê Hx- yL  µπορούµε  να  ορίσουµε  ένα  βαθµωτό  πεδίο  στο  υποσύνολο

Ω = �2 \Γ   ή σε κάποια µικρότερη περιοχή του �2.

Yπάρχουν  πολλοί  τρόποι  για  να  δώσουµε  µια  γραφική  αναπαράσταση  ενός  βαθµωτού

πεδίου µιας περιοχής Ω του �2. ´Ενας απ’  αυτούς έγκειται στο να καταγράψουµε την τιµή της

συνάρτησης  f :Ω Ø �  σε  ορισµένα  από  τα  σηµεία  της  Ω,  όπως  γίνεται  στο  ακόλουθο  σχήµα

για την f Hx, yL = 2 x y. 
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Σχ. 1.1

Πολλές  φυσικές  ποσότητες  που  αφορούν  µια  επίπεδη  φυσική  περιοχή  προσδιορίζονται

µε  τη  βοήθεια  δύο  συναρτήσεων  και  όχι  µιας  µόνο.  Ας  σκεφτούµε  το  παράδειγµα  ενός  λεπτού

στρώµατος  κάποιου  υγρού  που  βρίσκεται  πάνω  σε  µια  επίπεδη  µεταλλική  πλάκα.  Για  να

προσδιορίσουµε  την  ταχύτητα  των  στοιχείων  του  υγρού,  θα  πρέπει  να  εργαστούµε  ως  εξής.

Θεωρούµε  αρχικά  ότι  η  µεταλλική  πλάκα  αντιστοιχεί  στην  περιοχή  Ω  του  �2.  Στη  συνέχεια,

δίνουµε  δύο  συναρτήσεις  µε  πεδίο  ορισµού  την  περιοχή  Ω,  ας  πούµε  τις  f :Ω Ø �  και

g :Ω Ø �2,  και  λέµε  ότι  το  στοιχείο   του  υγρού  που  βρίσκεται  στο  σηµείο  Hx, yL  της  Ω  έχει

ταχύτητα  uHx, yL,  µε  συνιστώσα  στην  κατεύθυνση  x  τον  αριθµό  f Hx, yL   και  συνιστώσα  στην

κατεύθυνση y τον αριθµό gHx, yL. Mε άλλα λόγια, η ταχύτητα u είναι µια συνάρτηση που η τιµή

της στο σηµείο Hx, yL œ Ω είναι το ζευγάρι uHx, yL = H f Hx, yL, gHx, yL L, δηλαδή ένα διάνυσµα.

Αυτό  το  γεγονός  περιγράφεται  λέγοντας  ότι  η  ταχύτητα  είναι  ένα  διανυσµατικό  πεδίο  και

δηλώνεται µε την έκφραση  u :Ω Ø �2.

Για  να  κατασκευάσουµε  µια  γραφική  παράσταση  ενός  διανυσµατικού  πεδίου

u :Ω Ø �2,  µπορούµε  να  ακολουθήσουµε  το  παράδειγµα  της  γραφικής  παράστασης  του

βαθµωτού  πεδίου  που  δώσαµε  νωρίτερα.  Πιο  συγκεκριµένα,  αν  η  συνάρτηση  u :ΩØ �2

ορίζεται από τις  f :Ω Ø �  και g :Ω Ø �2,  τότε αρκεί  να δώσουµε  τις  τιµές  της u  σε ορισµένα

σηµεία της περιοχής Ω.  Αυτό γίνεται στο σχήµα που ακολουθεί, υποθέτοντας ότι η συνάρτηση

f : �2 Ø �  ορίζεται  από  τον  τύπο  f Hx, yL = 2 x y,  ενώ  η  g : �2 Ø �  ορίζεται  από  τον  τύπο

gHx, yL = x2 - y2, οπότε  uHx, yL = H f Hx, yL, gHx, yL L = H2 x y, x2 - y2L.  
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Eναλλακτικά,  µπορούµε  στα  επιλεγµένα  σηµεία  της  περιοχής  Ω  να  κατα-  σκευάσουµε

βελάκια µε  οριζόντια  συνιστώσα  τον  αριθµό   f Hx, yL  και  κάθετη συνιστώσα  τον gHx, yL,  όπως
στο επόµενο σχήµα.
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Σχ. 1.3

Με  τη  βοήθεια  των  σύγχρονων  υπολογιστών,  ακόµα  και  "προσωπικών"  (PCs),

µπορούµε  να  κατασκευάσουµε  σχήµατα  που,  σαν  το  προηγούµενο,  δείχνουν  βέλη  που

παριστάνουν τις τιµές του πεδίου σε ορισµένα, αλλά πολύ περσότερα σηµεία. Τα αποτελέσµατα
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τέτοιων  κατασκευών  φαίνονται  στα  δύο  επόµενα  σχήµατα.  Και  τα  δύο  αντιστοιχούν  στο

παραπάνω  διανυσµατικό  πεδίο  uHx, yL = H2 x y, x2 - y2L,  αλλά  στο  πρώτο  περιγράφεται  η

περιοχή

                                     Ω1 = 8Hx, yL œ �2 : -2 § x § 2, -2 § y § 2<, 
 ενώ στο δεύτερο η περιοχή

                                     Ω2 = 8Hx, yL œ �2 : 2 § x § 6, -2 § y § 2<.

Σχ. 1.4
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Σχ. 1.5

Mε τον ίδιο ακριβώς τρόπο µπορούµε  να ορίσουµε βαθµωτά και διανυσµατικά πεδία σε

µια  περιοχή  Ω  του  τρισδιάστατου  Ευκλείδειου  χώρου  �3.  Σαν  παράδειγµα  βαθµωτού  πεδίου

που  ορίζεται  σε  ολόκληρο  τον  �3,  µπορούµε  να  πάρουµε  τη  συνάρτηση  f : �3 Ø �  µε  τύπο

f Hx, y, zL = x y z, ή την r : �3 Ø � µε τύπο rHx, y, zL = è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 . 

Mε τη βοήθεια της τελευταίας, µπορούµε να προσδιορίσουµε την περιοχή Ω ανάµεσα σε

δυο οµόκεντρες σφαίρες ακτίνας a και b, αντίστοιχα, γράφοντας

                                      Ω = 8Hx, y, zL œ �3 : a < rHx, y, zL < b <. 
Τότε  η  συνάρτηση  g :Ω Ø �  µε  τύπο  gHx, y, zL = 1 ê @rHx, y, zL- aD@b - rHx, y, zLD  ορίζει  ένα

βαθµωτό πεδίο στην περιοχή Ω. 

´Ενα  διανυσµατικό  πεδίο  στην   περιοχή  Ω  του  τρισδιάστατου  Ευκλείδειου  χώρου

�3ορίζεται  µέσω  τριών  βαθµωτών  πεδίων  της  ίδιας  περιοχής.  Για  παράδειγµα,  οι  παραπάνω

συναρτήσεις  f :Ω Ø �, g :ΩØ �, και h :Ω Ø � ορίζουν το διανυσµατικό πεδίο u :Ω Ø �3  µε

τύπο uHx, y, zL = H f Hx, y, zL, gHx, y, zL, hHx, y, zL L. 
Πιο  συγκεκριµένα,  αν  Ω = �3 \ 8H0, 0, 0L<  και  οι  τύποι  των  f , g, h  είναι

f Hx, y, zL = x y z,  gHx, y, zL = 1 ëè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2  και  hHx, y, zL = x- y + z,  αντίστοιχα,  τότε

uHx, y, zL = I x y z, 1 ëè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 , x- y+ z M.

Το  επόµενο  σχήµα  παριστάνει  το  διανυσµατικό  πεδίο  u = H x ê r, y ê r, z ê rL ,

r =
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 ,   στην κυβική περιοχή

                    Ω = 8Hx, y, zL œ �3 :-2 § x § 2, -2 § x § 2, -2 § x § 2 , r ∫ 0 <
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Σχ. 1.6

Αν παραλείψουµε την κεφαλές των βελών, το ίδιο σχήµα παίρνει την ακόλουθη µορφή:

Σχ. 1.7
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Ας υποθέσουµε  ότι οι µερικές  παράγωγοι της συνάρτησης  j :Ω Ø � υπάρχουν σε κάθε

σηµείο  της  περιοχής  Ω  του  τρισδιάστατου  Ευκλείδειου  χώρου  �3.  Με  άλλα  λόγια,  ας

υποθέσουε  ότι  ορίζονται  οι  συναρτήσεις  f :ΩØ �,  g :Ω Ø �,  και  h :Ω Ø �  µε  τύπο

f Hx, y, zL = ∑x jHx, y, zL,  gHx, y, zL = ∑y jHx, y, zL και hHx, y, zL = ∑z jHx, y, zL, αντίστοιχα.

Tότε  ορίζεται  αυτόµατα  και  το  διανυσµατικό  πεδίο  grad j : Ω Ø �3  µε  τύπο

grad jHx, y, zL = H f Hx, y, zL, gHx, y, zL, hHx, y, zL L.  Αυτό  το  πεδίο  ονοµάζεται  κλίση  του

βαθµωτού  πεδίου  φ  και  συχνά  συµβολίζεται  µε  “j.  ´Ετσι,  σε  κάθε  οµαλό  βαθµωτό  πεδίο

j :Ω Ø � αντιστοιχεί το διανυσµατικό πεδίο —j : ΩØ �3, όπου

(1. 1)     —jHx, y, zL ª grad jHx, y, zL := H ∑x jHx, y, zL, ∑y jHx, y, zL, ∑z jHx, y, zL L.       
Αν γ.π.  jHx, y, zL = x y z, τότε  —jHx, y, zL ª grad jHx, y, zL = H y z, x z, x y L.

Με  ανάλογο  τρόπο  σε   κάθε  οµαλό  διανυσµατικό  πεδίο  u :Ω Ø �3  αντιστοιχεί  ένα

βαθµωτό  πεδίο,  το  div u :ΩØ �,  που  oνοµάζεται  απόκλιση  του  u.  H  απόκλιση  του

διανυσµατικού πεδίου v συµβολίζεται και µε — ÿ v και ορίζεται µε τον ακόλουθο τρόπο.

 Αν uHx, y, zL = H f Hx, y, zL, gHx, y, zL, hHx, y, zL L, τότε
(1. 2)      — ÿuHx, y, zL ª div uHx, y, zL := ∑x f Hx, y, zL + ∑y gHx, y, zL + ∑z hHx, y, zL .      

Αν γ.π.  vHx, y, zL = H x y, y z, z x L, τότε — ÿuHx, y, zL ª div uHx, y, zL = y + z + x .    

Σε   κάθε  οµαλό  διανυσµατικό  πεδίο  v :Ω Ø �3  αντιστοιχεί  αυτόµατα  και  ένα

διανυσµατικό  πεδίο,  το  curl u :ΩØ �3,  που  oνοµάζεται  στροβιλισµός  του  v.  Ο  στροβιλισµός

του διανυσµατικού πεδίου v, που συµβολίζεται και µε — äu, ορίζεται ως εξής.

Αν uHx, y, zL = H f Hx, y, zL, gHx, y, zL, hHx, y, zL L, τότε 
(1. 3)              — äu ª curl u := H ∑y h - ∑z g, ∑z f - ∑x h, ∑x g - ∑y f L     

´Ετσι,  ο  στροβιλισµός  του  παραπάνω  διανυσµατικού  πεδίου  uHx, y, zL = H x y, y z, z x L  δίνεται
από τον τύπο   — äuHx, y, zL ª curl uHx, y, zL = H-y, -z, -x L ª -H y, z, x L . 

Eίναι  φανερό  ότι  οι  παραπάνω  διαδικασίες  παραγωγής  ενός  πεδίου  από  ένα  άλλο

µπορούν  να  συνδυαστούν  για  να  δώσουν  ολόκληρες  αλυσίδες  από  πεδία  που  ορίζονται  στην

ίδια  περιοχή  Ω  του  �3.  Με  την  προϋπόθεση,  βέβαια,  ότι  οι  παράγωγοι  των  συναρτήσεων  που

υπεισέρχονται  στον  ορισµό  κάθε  κρίκου  της  αλυσίδας  υπάρχουν.  ∆ιαφορετικά,  κάθε  κρίκος

ορίζεται σε όλο και µικρότερα υποσύνολα της περιοχής Ω.     

Για παράδειγµα, αν υποθέσουµε  ότι οι µερικές  παράγωγοι δεύτερης  τάξης ∑x
2 j,  ∑y

2 j
και ∑z

2 j της συνάρτησης j :Ω Ø � υπάρχουν σε κάθε σηµείο της περιοχής Ω,  τότε µπορούµε

να κατασκευάσουµε την απόκλιση της κλίσης του βαθµωτού πεδίου φ:

(1. 4)        — ÿ H—jL ª div Hgrad jL := ∑x H∑x jL + ∑y H∑y jL + ∑z H ∑z jL ª
∑x

2 j + ∑y
2 j + ∑z

2 j

                       

Ο  τελευταίος  συνδυασµός  των  µερικών  παραγώγων  δεύτερης  τάξης  ενός  βαθµωτού

πεδίου  j  συναντιέται  συχνά  στην  ανάλυση  των  πεδίων  και  γι  αυτό  αναφέρεται  µε  ξεχωριστό
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σύµβολο και όνοµα. Λέγεται πεδίο Laplace (Λαπλάς) του j και συµβολίζεται µε —2j ή µε ∆j.

Με άλλα λόγια, 

(1. 5)                                          —2j ª ∆j := ∑x
2 j + ∑y

2 j + ∑z
2 j .     

´Ετσι, η προηγούµενη σχέση µπορεί πλέον να γραφτεί σαν

(1. 6)                                             — ÿ H—jL ª div Hgrad jL = —
2j.         

Με  ανάλογο  τρόπο  µπορούµε  να  κατασκευάσουµε  το  στροβιλισµό  της  κλίσης  του

βαθµωτού πεδίου j :Ω Ø �. Xρησιµοποιώντας τους αντίστοιχους ορισµούς, βρίσκουµε ότι

(1. 7)    — ä H—jL ª curl Hgrad jL
                         = H ∑y H ∑z jL- ∑z H∑y jL, ∑z H∑x jL- ∑x H ∑z jL, ∑x H∑y jL - ∑y H∑x jL L    

´Οµως,  για  µια  συνάρτηση  µε  συνεχείς  παραγώγους  δεύτερης  τάξης  η  σειρά  παραγώγισης  δεν

παίζει  κανένα  ρόλο.  ´Αρα,  και  οι  τρεις  συνιστώσες  του  τελευταίου  διανύσµατος  µηδενίζονται

ταυτοτικά. Με άλλα λόγια,  

(1. 8)                                              — ä H—jL ª curl Hgrad jL = 0                                

∆ηλαδή,  ο  στροβιλισµός  της  κλίσης  ενός  βαθµωτού  πεδίου  j :Ω Ø �  είναι  µηδενικός  σε  κάθε

σηµείο της περιοχής Ω όπου το πεδίο φ είναι οµαλό.

Παράδειγµα

(α) Ας θεωρήσουµε το βαθµωτό πεδίο r : �3 Ø � µε τύπο 

(1. 9)                                   rHx, y, zL = è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2 + z2 .                                         

Η κλίση αυτού του πεδίου ορίζεται µόνο στο υποσύνολο Ω = �3 \ 8H0, 0, 0L< και δίνεται από την

έκφραση

(1. 10)        —rHx, y, zL ª grad rHx, y, zL = H x ê rHx, y, zL, y ê rHx, y, zL, z ê rHx, y, zL L.    
Aπό  την  ταυτότητα  που  µόλις  αποδείξαµε  έπεται  αµέσως  ότι  — ä H—rL ª curl Hgrad rL = 0  σε

κάθε σηµείο της περιοχής Ω.

(β) Γενικεύοντας, ας θεωρήσουµε ένα βαθµωτό πεδίο j :Ω Ø � µε τύπο

(1. 11)                                    jHx, y, zL = FHrHx, y, zLL,    
όπου  F : � Ø �  τυχαία  οµαλή  συνάρτηση  και  rHx, y, zL = è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 ,  όπως  παραπάνω.

Τότε,                                      

(1. 12)                —jHx, y, zL ª grad jHx, y, zL = F £ Hr L H x ê r , y ê r , z ê r L,    
όπου r = rHx, y, zL και  F £ Hr L η πρώτη παράγωγος της FHrL. 

Aνάλογα µε τον ακριβή τύπο της συνάρτησης F, το διανυσµατικό πεδίο  —j ορίζεται σ’

όλο  τον   �3  ή  µόνο  σε  κάποιο  υποσύνολό  του.  Αν  γ.π.  FHrL = r2,  τότε
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jHx, y, zL = FHrHx, y, zLL = x2 + y2 + z2.  ´Αρα   η  κλίση  του  πεδίου  j  δίνεται  από  τον  τύπο

—jHx, y, zL = 2 H x, y , z L και ορίζεται σε κάθε σηµείο του �3. 

Αντίθετα,  όταν   FHrL = 1 ê r,   τότε  η  κλίση  του  πεδίου  j  ορίζεται  µόνο  στην  περιοχή

Ω = �3 \ 8H0, 0, 0L<και  δίνεται  από  την  έκφραση  —jHx, y, zL = -H x ê r3, y ê r3 , z ê r3 L.  Και  στις
δυο περιπτώσεις, — ä H— jL ª curl Hgrad jL = 0.

   Συγκεκριµένο  φυσικό  παράδειγµα  που  αντιστοιχεί  στην  τελευταία  περίπτωση  είναι  το

ηλεκτρικό δυναµικό Φ που αντιστοιχεί σ' ένα σωµάτιο µε φορτίο Q που ακινητεί στην αρχή των

αξόνων:

(1. 13)                                                    ΦH x, y , z L = QÅÅÅÅÅ
r

       

To αντίστοιχο ηλεκτρικό πεδίο Ε ορίζεται από τη σχέση

(1. 14)                                     ΕH x, y , z L := -—ΦHx, y, zL.
Συνεπώς, 

(1. 15)            ΕH x, y , z L := Q H x ê r3, y ê r3 , z ê r3 L       ñ     

Εx = Q xÅÅÅÅÅÅ
r3

Εy = Q yÅÅÅÅÅÅ
r3

Εz = Q zÅÅÅÅÅÅ
r3

                      

Σύµφωνα µε τη φυσική θεωρία του ηλεκτρισµού, αν ένα σωµάτιο µε φορτίο q βρίσκεται

στο σηµείο p µε συντεταγµένες  H x, y , z L ∫ H0, 0, 0L, τότε υφίσταται την δύναµη
(1. 16)                     FH x, y , z L = qΕH x, y , z L = Q q H x ê r3, y ê r3 , z ê r3 L.    
Αυτή η σχέση εκφράζει τον λεγόµενο νόµο (του) Coulomb (Κουλόµ).               

ð

   Ας  αναδιατυπώσουµε  την  πρόταση  που  αποδείξαµε  παραπάνω:  Aν  δοθεί  το  οµαλό

διανυσµατικό  πεδίο  v :ΩØ �3  και  υπάρχει  βαθµωτό  πεδίο  j :ΩØ �  τέτοιο  που  u = —j,  τότε

— äu = 0  σε  κάθε  σηµείο  της  περιοχής  Ω.  Είναι  σηµαντικό  ότι  ισχύει,  εν  µέρει,  και  το

αντίστροφο  αυτής  της  πρότασης.  ∆ηλαδή,  αν  ο  στροβιλισµός  του  διανυσµατικού  πεδίου

u :Ω Ø �3  µηδενίζεται σε κάθε σηµείο της περιοχής Ω, τότε υπάχει βαθµωτό πεδίο j :Ω1 Ø �,

τέτοιο  που  u = —j  σε  κάθε  σηµείο  ενός  τµήµατος   Ω1της  περιοχής  Ω.  Το  πεδίο  j  ονοµάζεται

σ’  αυτή την περίπτωση βαθµωτό δυναµικό του διανυσµατικού πεδίου u.

´Ενα  άλλο  πεδίο  που  µηδενίζεται  ταυτοτικά  είναι  η  απόκλιση  του  στροβιλισµού  ενός

διανυσµατικού πεδίου  v. Mε άλλα λόγια, για κάθε οµαλό διανυσµατικό πεδίο v :Ω Ø �3  ισχύει

ότι

(1. 17)                                       — ÿ H— ävL ª div Hcurl vL = 0.    

Αυτή  η  ταυτότητα  αποδείχνεται  εύκολα  µε  βάση  τους  αντίστοιχους  ορισµούς.  Εδώ  θα

περιοριστούµε  στο  να  την  εκφράσουµε  στη  µορφή  της  ακόλουθης  πρότασης.  Αν  δοθεί  ένα

οµαλό  διανυσµατικό  πεδίο  w :Ω Ø �3  και  υπάρχει  ένα  άλλο  διανυσµατικό  πεδίο  u :Ω Ø �

τέτοιο  που  w = — äu,  τότε  — ÿw = 0 σε  κάθε  σηµείο  της  περιοχής  Ω.  Και  αυτής  της  πρότασης
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ισχύει  το  αντίστροφο,  µε  την  εξής  περιορισµένη  έννοια.  Αν  η  απόκλιση  του  οµαλού

διανυσµατικού  πεδίου  w :Ω Ø �3  µηδενίζεται  σε  κάθε  σηµείο  της  περιοχής  Ω,  αν  δηλαδή

— ÿw = 0,  τότε  υπάρχει  ένα  διανυσµατικό  πεδίο  u :Ω1 Ø �  τέτοιο  που  w = — äu  σε  κάποιο

τµήµα   Ω1  της  περιοχής  Ω.  Σ’  αυτή  την  περίπτωση,  το  πεδίο  u  ονοµάζεται  διανυσµατικό

δυναµικό του πεδίου w.

8. 2  Θεωρία βαθµωτών και διανυσµατικών πεδίων του ����3

Ας  υποθέσουµε  ότι  µας  έχει  δοθεί  το  οµαλό  διανυσµατικό  πεδίο  u :Ω Ø �3.  Τότε  µπορούµε

αµέσως να κατασκευάσουµε το βαθµωτό πεδίο a :Ω Ø � µε τύπο τον 

                                       aHx, y, zL = — ÿuHx, y, zL,     Hx, y, zL œ Ω,

καθώς και το διανυσµατικό πεδίο  s :Ω Ø �3 µε τύπο τον

                                      sHx, y, zL = — äuHx, y, zL,     Hx, y, zL œ Ω.  

Το  ερώτηµα  που  αµέσως  ανακύπτει  από αυτή  την  κατασκευή είναι  κατά  πόσο  είναι  δυνατό  να

αντιστρέψουµε  την  παραπάνω  διαδικασία.  Με  άλλα  λόγια,  αν  υποτεθεί  ότι  µας  δίνεται  το

βαθµωτό πεδίο r :Ω Ø � µαζί µε το διανυσµατικό πεδίο  w :Ω Ø �3, µπορούµε να βρούµε ένα

διανυσµατικό πεδίο u :Ω Ø �3 τέτοιο που

(2. 1)                 — ÿuHx, y, zL = rHx, y, zL  και  — äuHx, y, zL = wHx, y, zL                  
σε κάθε σηµείο της περιοχής Ω;    

Αξίζει  να  σηµειώσουµε  ότι  το  πρόβληµα  που  µόλις  διατυπώσαµε  ταυτίζεται,  από

µαθηµατική άποψη, µε την επίλυση ενός συστήµατος από µερικές διαφορικές εξισώσεις (Μ∆Ε)

πρώτης  τάξης.  Για  να  φανεί  αυτό  καθαρά,  αρκεί  να  γράψουµε  αναλυτικά  τις  συνιστώσες  των

πεδίων u, w  καθώς και τις εκφράσεις για τις ποσότητες — ÿu και — äu. Αν, λοιπόν,

(2. 2)                                            u = H f , g, hL  και w = Ha, b, cL,      
τότε  οι  εξισώσεις  — ÿu = r,   — äu = w  γράφονται  αναλυτικά  ως  εξής  (για  ευκολία

παραλείπουµε την ένδειξη Hx, y, zL). 
(2. 3)                                    — ÿu = r      ñ      ∑x f + ∑y g + ∑z h = r         

(2. 4)                                      — äu = w      ñ     

Ø≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤

∑y h - ∑z g = a

∑z f - ∑x h = b

∑x g - ∑y f = c

Το  παραπάνω  σύστηµα  φαίνεται  υπερκαθορισµένο,  µε  την  έννοια  ότι  απαρτίζεται  από

τέσσερες εξισώσεις ενώ οι άγνωστες συναρτήσεις είναι µόνο τρεις. Πριν αντιµετωπίσουµε αυτό

το  ζήτηµα  ,  θα  πρέπει  να  σηµειώσουµε  ότι  οι  συναρτήσεις  a, b, kai c  δεν  µπορούν  να

επιλέγονται  τελείως  ελεύθερα.  Κι  αυτό  γιατί  η  ταυτότητα  — ÿ H— äuL = 0  συνεπάγεται  ότι  οι

παραπάνω συναρτήσεις πρέπει να ικανοποιούν συνθήκη    ∑x a + ∑y b + ∑z c = 0. ´Οταν αυτή η

συνθήκη  ικανοποείται,  η  θεωρία  των  συστηµάτων  Μ∆Ε  πρώτης  τάξης  µας  εξασφαλίζει  την

ύπαρξη λύσης των εξ. (2. 4)
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Επανερχόµενοι  στο  αρχικό  ζήτηµα,  ας  υποθέσουµε  ότι  έχουµε  βρει  µια  λύση  u1  των

εξισώσεων (2. 4) και ότι    

(2. 5)                                                     — ÿu1 = t ∫ r.   

Τότε, µπορούµε να θεωρήσουµε το διανυσµατικό πεδίο

(2. 6)                                                 uêê1 := u1 +—Ψ,     

όπου Ψ τυχαία οµαλή συνάρτηση και να παρατηρήσουµε αρχικά ότι     

(2. 7)                                              — äuêê1 = — äu1 = w .        

Από την άλλη µεριά,       

(2. 8)                                   — ÿuêê1 = — ÿu1 +—H—ΨL = t +—
2Ψ      

Αν, λοιπόν, η αρχικά τυχαία συνάρτηση Ψ επιλεγεί έτσι ώστε να ικανοποεί τη συνθήκη

(2. 9)                                                —2Ψ = s := r - t,          

τότε το πεδίο uêê1 θα είναι λύση της Μ∆Ε

(2. 10)                                                     — ÿuêê1 = r.      

Με άλλα λόγια το νέο πεδίο uêê1 θα ικανοποεί το σύστηµα των εξισώσεων (2. 3) και (2. 4).

Η   µερική διαφορική εξίσωση (Μ∆Ε) δεύτερης τάξης    

(2. 11)                                                       —2Ψ = s      

είναι  γνωστή  ως  εξίσωση  Poisson  (Πουασόν),  ή  ως  µη  οµογενής  εξίσωση  Laplace.  ´Ενα

βασικό  αποτέλεσµα  της  θεωρίας  των  Μ∆Ε  είναι  ότι,  για  οποιαδήποτε  οµαλή  συνάρτηση  s,  η

εξίσωση Poisson έχει πάντοτε λύση. Αυτό σηµαίνει ότι και το σύστηµα (2. 3) - (2. 4) έχει λύση,

παρά το γεγονός ότι είναι υπερκαθορισµένο.

Θεωρούµε στη συνέχεια τα συστήµατα   

(2. 12)                                       — ÿu1 = r,         — äu1 = 0.   

και 

(2. 13)                                      — ÿu2 = 0,          — äu2 = w.     

Από  την  προηγούµενη  ανάλυση  έπεται  ότι  και  τα  δυο  αυτά  συστήµατα  έχουν  λύση.

Συνακόλουθα το διανυσµατικό πεδίο

(2. 14)                                                    u := u1 + u2    

ικανοποεί  το  σύστηµα  των  εξισώσεων  (2.  3)  και  (2.  4).  Με  άλλα  λόγια,  έχουµε  αποδείξει  την

ακόλουθη πρόταση:

Κάθε οµαλό διανυσµατικό πεδίο u του �3  µπορεί να θεωρηθεί, τοπικά τουλάχιστον, σαν

το άθροισµα δύο άλλων, των   u1  και   u2, από τα οποία το πρώτο είναι αστρόβιλο (— äu1 = 0)
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και το δεύτερο ασυµπίεστο (— ÿu2 = 0). 

Ο  τελευταίος  όρος  πηγάζει  από  τη  φυσική  των  ρευστών,  όπου  ένα  ρευστό  ονοµάζεται

ασυµπίεστο όταν το διάνυσµα της ταχύτητάς του, u, ικανοποιεί τη συνθήκη — ÿu = 0.  

8. 3  Το στατικό ηλεκτροµαγνητικό πεδίο

Σύµφωνα  µε  τη  θεωρία  που  είχε  ήδη  αναπτυχθεί  στα  µέσα  του  19ou  αιώνα,  τα  ηλεκτρικά  και

µαγνητικά φαινόµενα που δεν παρουσιάζουν χρονική µεταβολή µπορούν να περιγραφτούν µε τη

βοήθεια ενός αστρόβιλου πεδίου, Ε, κι ενός ασυµπίεστου, Β, που τα ονοµάζουµε ηλεκτρικό και

µαγνητικό  πεδίο,  αντίστοιχα.  Υποθέτουµε  ότι  η  απόκλιση  του  πρώτου  και  ο  στροβιλισµός  του

δεύτερου  µπορούν  να  προσδιοριστούν  ελεύθερα,  οπότε  οι  εξισώσεις  που  ικανοποιούν  τα  πεδία

ΕHx, y, zL,  ΒHx, y, zL παίρνουν την ακόλουθη µορφή.

(3. 1)                                     — äΕ = 0,        — ÿΕ = 4 p r,                                           

(3. 2)                                     — ÿΒ = 0,        — äΒ = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J .                                         

H  συνάρτηση  r = rHx, y, zL  ονοµάζεται  πυκνότητα  του  ηλεκτρικού  φορτίου  και  έχει

διάσταση  esu ê cm3.  H  µονάδα  esu  (electrostatic  unit  =  ηλεκτροστατική  µονάδα),  που

συµβολίζεται  και  µε sCoul  (static Coulomb = στατικό Κουλόµ(π) ), ορίζεται µε βάση τον τύπο

» F » = Qq ê r2  για το µέτρο της δύναµης που ασκεί ένα σηµειακό φορτίο Q σ' ένα δεύτερο q που

βρίσκεται σε απόσταση r από το πρώτο. Αυτό σηµαίνει ότι  HesuL2 = cm2 ÿ dyne = gr ÿ cm3 ê sec2.

Η σταθερή c έχει διάσταση ταχύτητας και, σε πάρα πολύ καλή προσέγγιση, είναι ίση µε

c = 3 ÿ 1010 cm ê sec.  ´Οπως  θα  δούµε  στο  επόµενο  εδάφιο,  αντιπροσωπεύει  την  ταχύτητα  των

ηλεκρτοµαγνητικών κυµάτων - άρα και του φωτός - στο κενό.

H συνάρτηση  J Hx, y, zL ονοµάζεται  πυκνότητα  του ηλεκτρικού  ρεύµατος.  Η  διάστασή

της  είναι  ίδια  µ'  εκείνη  του  γινόµενου  (πυκνότητα   ηλεκτρικού  φορτίου)  ä  (ταχύτητα),  δηλαδή

Hesu ê cm3L ÿ Hcm ê secL = esu ê Hcm2 ÿ secL.
Από τις εξισώσεις (3. 1) και (3. 2) έπεται ότι το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο έχουν

την ίδια διάσταση,  esu ê cm2.                                                     

Μια  άλλη µορφή  των  εξισώσεων  του  στατικού  ηλεκτροµαγνητισµού  προκύπτει µε   την

εισαγωγή δυναµικών για τα πεδία Ε και Β. Για το πρώτο, παρατηρούµε ότι η εξίσωση — äΕ = 0

συνεπάγεται ότι, τοπικά τουλάχιστον, υπάρχει ένα βαθµωτό πεδίο ΦHx, y, zL, τέτοιο που 

(3. 3)                                                     Ε = -—Φ.   

Σηµειώνουµε  ότι  το  αρνητικό  πρόσηµο  σ’  αυτή  τη  σχέση  είναι  απλώς  καθιερωµένη  σύµβαση

και  προχωράµε  στην  αντικατάστασή  της  στην  — ÿΕ = 4 p r.  Το  αποτέλεσµα  είναι  η  εξίσωση

Poisson  

(3. 4)                                                 —2Φ = - 4 p r.         
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Ανάλογα,   η  εξίσωση  — ÿΒ = 0  συνεπάγεται  ότι,  τοπικά  τουλάχιστον,  υπάρχει  ένα

διανυσµατικό πεδίο ΑHx, y, zL, τέτοιο που      
(3. 5)                                                    Β = — äΑ.          

Η  αντικατάσταση  αυτής  της  έκφρασης  για  το  µαγνητικό  πεδίο  στην  εξίσωση   — äΒ = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J

δίνει την                                                                     

(3. 6)                                            — ä H— äΑL = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J .    

Τώρα, είναι εύκολο να δειχτεί ότι

(3. 7)                                     — ä H— äΑL = —H— ÿΑL -—2Α,     

όπου  το  σύµβολο  —2Α  έχει  το  ακόλουθο  νόηµα.  Αν  Α=(Χ,  Υ,  Ζ)  τότε

—2Α ª H“2Χ, “2Υ, “2ΖL.  Κατά συνέπεια, η εξ. (3. 6) είναι ισοδύναµη µε την 

(3. 8)                                         — H— ÿΑL-—
2Α = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
J .      

Θα δείξουµε ευθύς αµέσως ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, το δυναµικό Α µπορεί να επιλεγεί

έτσι  ώστε    — ÿΑ = 0.  Με  βάση  αυτή  την  επιλογή,  η  εξίσωση  (3.  8)  γίνεται

(3. 9)                                                —2Α = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J .       

Ας υποθέσουµε, λοιπόν,  ότι έχουµε βρει µια λύση της εξ. (3. 6) που δεν ικανοποιεί τη συνθήκη

— ÿΑ = 0. ∆ηλαδή  — ÿΑ = s T 0. Τότε µπορούµε να ορίσουµε το δυναµικό Α£ = Α + “Ψ, όπου

ΨHx, y, zL  µια  οµαλή  συνάρτηση  που  ικανοποιεί  την  εξίσωση   —2Ψ = -s.  Κατά  συνέπεια,  θα

έχουµε

(3. 10)                                       — ÿΑ£ = — ÿΑ +—2Ψ = 0.      

και  

(3. 11)                                   — äΑ£ = — ä HΑ+—ΨL = — äΑ.         

Η αντικατάσταση της έκφρασης  Α = Α£ - “Ψ   στο αριστερό µέλος της (3. 8) δίνει     

(3. 12)    —@— ÿ HΑ£ - “ΨLD-—
2 HΑ£ -“ΨL = -— H—2ΨL- “2  Α£ +—

2 H—ΨL = -“2  Α£.       

Αυτό  σηµαίνει  ότι  το  δυναµικό  Α´  ικανοποιεί  την  (3. 9).  Από  την  άλλη,  η  (3.  11) συνεπάγεται

ότι 

(3. 13)                                               — äΑ£ = Β,  

και  άρα  έχει  αποδειχτεί  ότι  το  δυναµικό  για  το  µαγνητικό  µπορεί  να  επιλεγεί  έτσι  ώστε  να

ικανοποιεί την (τριάδα των εξισώσεων Poisson) (3. 9). 

Παράδειγµα

Ας  υποθέσουµε  ότι  η  πυκνότητα  του  ηλεκτρικού  φορτίου  ενός  σφαιρικού  µη  µεταλλικού
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σώµατος  ακτίνας  a  είναι  σταθερή.  Θέλουµε  να  υπολογίσουµε  το  ηλεκτρικό  πεδίο  σε  κάθε

σηµείο του χώρου, όταν το συνολικό φορτίο της σφαίρας είναι Q.

Λύση

Θεωρούµε  ότι  το  κέντρο  της  φορτισµένης  σφαίρας  ταυτιζεται  µε  την  αρχή  των  αξόνων  του

Καρτεσιανού  συστήµατος  x-y-z.  Αφού  ο  όγκος  της  σφαίρας  είναι  ίσος  µε  V = H4 ê 3L p a3,  η

πυκνότητα του φορτίου στο εσωτερικό της σφαίρας είναι ίση µε r0 = 3 Q ê 4 p a3. Συνακόλουθα,

η συνάρτηση rHx, y, zL  έχει την ακόλουθη µορφή

(3. 14)                                         rHx, y, zL = 9 r0, r § a

0, r > a
       

όπου r =
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 + z2 .

Θα πρέπει να είναι προφαφές ότι τόσο το ηλεκτρικό δυναµικό, Φ, όσο και το ηλεκτρικό

πεδίο, Ε,  θα εξαρτιώνται µόνο από την απόσταση r του τυχαίου σηµείου Hx, y, zL από το κέντρο

της  σφαίρας  και  όχι  από  τις  επιµέρους  τιµές  των  Καρτεσιανών  συντεταγµένων  του.  Γι  αυτό

µεταφερόµαστε  στις  σφαιρικές  συντεταγµένες  Hr, q, jL,  οπότε  η  συνάρτηση  του  δυναµικού

ΦHx, y, zL  µετατρέπεται  στην  jHr, q, jL.  Αφού,  όπως  επισηµάναµε,   το  δυναµικό  θα  εξαρτιέται

µόνο από το r, έπεται ότι  jHr, q, jL = jHrL.
Στις σφαιρικές συντεταγµένες ο τελεστής Laplace έχει την ακόλουθη µορφή

(3. 15)                             —2 = ∑r
2+ 2ÅÅÅÅ

r
 ∑r +

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2 sin q  ∑q Hsin q ∑qL + 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

r2  sin
2  q
 ∑j

2 .             

Συνεπώς, η συνάρτηση  jHrL πρέπει να ικανοποιει τη διαφορική εξίσωση 

(3. 16)                                   j≥ + 2 j£ ê r = aHrL = 9 -4 p r0, r § a

0, r > a
      

Θέτουµε j£ = y, οπότε η τελευταία εξίσωση γίνεται 

(3. 17)                                              y£ + 2 y ê r = aHrL.          
Πολλαπλασιάζοντας και τα δυο µέλη της (3. 17) µε r2, παίρνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

(3. 18)                                      r2 y£ + 2 r y ª Hr2 yL£ = r2 aHrL.    
´Οταν aHrL = -4 p r0, η λύση αυτής της εξίσωσης είναι

(3. 19)                        r2 y = - 4 p r0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

 r3 +C1     ñ     y = - 4 p r0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

 r+ C1ÅÅÅÅÅÅÅ
r2 .                

Oλοκληρώνοντας άλλη µια φορά, βρίσκουµε ότι

(3. 20)                                      jHrL = - 2 p r0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

 r2 - C1ÅÅÅÅÅÅÅ
r
+C2.          

Προφανώς,  αυτή  η  έκφραση  δεν  έχει  νόηµα  για  r = 0,  παρά  µόνο  όταν  C1 ª 0.  ´Ετσι,

καταλήγουµε στην

(3. 21)                            jHrL = - 2 p r0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

 r2 +C2 = -
QÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 a3  r
2 +C2,    r § a.                        

Ανάλογα,
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(3. 22)                                           jHrL = - C1ÅÅÅÅÅÅÅ
r
+C3,   r > a.                                 

Χωρίς να επηρεάζεται το τελικό αποτέλεσµα, µπορούµε να θέσουµε   C3 = 0. Αν απαιτήσουµε η

jHrL  και  η  παράγωγός  της  να  είναι  συνεχείς  στο  r = a,  τότε  θα  έχουµε  και  τις  εξής  συνθήκες:

(3. 23)                                 - QÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 a +C2 = -

C1ÅÅÅÅÅÅÅ
a

,        - QÅÅÅÅÅÅ
a2 = C1ÅÅÅÅÅÅÅ

a2 .          

´Αρα,

(3. 24)                                          C1 = -Q,         C2 =
3 QÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 a          

και η τελική µορφή της  jHrL γίνεται

(3. 25)                                   jHrL = 9
QÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 a3  H3 a2 - r2L, r § a

QÅÅÅÅÅ
r

, r ¥ a
                    

Αρκεί, τώρα, να θυµηθούµε  τη σχέση  Ε = -—Φ για να διαπιστώσουµε ότι το ηλεκτρικό πεδίο

που παράγεται από την οµοιόµορφα φορτισµένη σφαίρα δίνεται από την ακόλουθη έκφραση.    

(3. 26)                     ΕHx, y, zL = 9
QÅÅÅÅÅÅ
a3  r, r § a

QÅÅÅÅÅÅ
r3  r, r ¥ a

  ,     r = Hx, y, zL,       

Από  τη  σύγκριση  αυτής  της  έκφρασης  µε  την  (3.  15),  συνάγεται  ότι  στο  "κενό",  δηλαδή  στην

περιοχή  r > a,  το  πεδίο  που  παράγεται  από  τη  φορτισµένη  σφαίρα  είναι  ίδιο  µ'  εκείνο  ενός

σωµάτιου  που  βρίσκεται  στο  κέντρο  της  και  έχει  φορτίο  ίσο  προς  το  συνολικό  φορτίο  της

σφαίρας.

Παράδειγµα

Θεωρούµε  έναν  κυλινδρικό αγωγό ρεύµατος  µε  ακτίνα διατοµής  a.  Ηλεκτρικό ρεύµα  σταθερής

πυκνότητας  J0  διατρέχει  τον αγωγό  στην κατεύθυνση  του  άξονα συµµετρίας  του.  Ζητιέται να

υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο σε κάθε σηµείο του χώρου. 

Λύση

Θεωρούµε  ότι  ο  άξονας  συµµετρίας  του  αγωγού  ταυτίζεται  µε  τον  άξονα  z  του  Καρτεσιανού

συστήµατος x-y-z. ´Ετσι, η διανυσµατική συνάρτηση της πυκνότητας του ρεύµατος παίρνει  την

ακόλουθη µορφή

(3. 27)                JxHx, y, zL = JyHx, y, zL = 0,          JzHx, y, zL = 9 J0, r § a

0, r > a
                    

όπου r =
è!!!!!!!!!!!!!!!

x2 + y2 .

Συνακόλουθα, η εξίσωση (3. 9) γίνεται

(3. 28)                    —2Αx = 0,     —2Αy = 0,      —2Αz = 9 -
4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J0, r § a

0, r > a
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Eπειδή  εκείνο  που  µας  ενδιαφέρει  είναι  το  µαγνητικό  πεδίο  Β,  δε  χάνουµε  σε  γενικότητα  αν

επιλέξουµε  την  τετριµµένη  λύση  ΑxHx, y, zL = ΑyHx, y, zL = 0  για  τις  δύο  πρώτες  των  (3.  28).

Από  την  άλλη,  η  κυλινδρική  µορφή  της  πηγής  (αγωγού)  ωθεί  στην  εισαγωγή  των  κυλιδρικών

συντεταγµένων Hr, j, zL. Σ' αυτές, ο τελεστής Laplace έχει την ακόλουθη µορφή

(3. 29)                                  —2 = ∑r
2+ 1ÅÅÅÅ

r
 ∑r +

1ÅÅÅÅÅÅÅ
r2 ∑j+∑z

2 .        

Τώρα,   αν  ΗHr, j, zL = ΑzHx, y, zL,  τότε  από  τα  δοσµένα  του  προβλήµατος  αναµένουµε  ότι

ΗHr, j, zL = ΗHrL. Συνεπώς, η τρίτη από τις Μ∆Ε (3. 27) ανάγεται στην  

(3. 30)                          Η≥ + 1ÅÅÅÅ
r
 Η£ = aHrL = 9 -

4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J0, r § a

0, r > a
            

Ισοδύναµα,

(3. 31)                                                   HrΗ£L£ = r aHrL.       
Αυτή ολοκληρώνεται εύκολα και δίνει

(3. 32)                           ΗHrL = 9 -
pÅÅÅÅ
c
 J0 r

2 +C1 ln r +C2, r § a

C3 ln r +C4, r > a
               

H λογαριθµική συνάρτηση απειρίζεται τόσο για r Ø 0, όσο και για r Ø¶. ´Οµως, δεν ισχύει το

ίδιο και για την παράγωγό της, που µας  χρειάζεται για τον υπολογισµό  του µαγνητικού πεδίου.

Αυτή  µηδενίζεται  καθώς  το  r Ø¶.  Γι  αυτό,  επιλέγουµε  τη  σταθερές  ολοκλήρωσης  C1να  είναι

ίση  µε  το  µηδέν.  Επιπλέον,  απαιτούµε  από  την  ΗHrL  να  είναι  οµαλή  στο  r = a,  πράγµα  που

ισοδυναµεί µε τις ακόλουθες συνθήκες:

(3. 33)                       - pÅÅÅÅ
c
 J0 a

2 +C2 = C3 ln a +C4,      - 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J0 a = C3 

1ÅÅÅÅ
a

         

Κατά συνέπεια, η (3. 32) γίνεται 

(3. 34)                     ΗHrL = 9
- pÅÅÅÅ

c
 J0 r

2 +C2, r § a

- 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J0 a

2 ln Hr êaL - pÅÅÅÅ
c
 J0 a

2 +C2, r > a
        

Το εµβαδόν της διατοµής του αγωγού είναι ίσο µε p a2. Το γινόµενο  I = p a2 J0  δίνει το

ρεύµα  του  αγωγού.  Επιπλέον,  δεν  επηρεάζουµε  το  µαγνητικό  πεδίο  αν  θέσουµε   C2 = 0.  Από

αυτές  τις  παρατηρήσεις  έπεται  ότι  η  λύση  µας  για  το  διανυσµατικό  δυναµικό  Α  παίρνει  την

ακόλουθη τελική µορφή:

(3. 35)       ΑxHx, y, zL = ΑyHx, y, zL = 0,     ΑzHx, y, zL = 9
- IÅÅÅÅ

c
 H rÅÅÅÅ

a
L2, r § a

- IÅÅÅÅ
c
@1 + 2 ln Hr ê aLD, r > a

     

Tέλος,  από  τον  τύπο  Β = — äΑ  και  τις  (3.  35),  βρίσκουµε  ότι  οι  συνιστώσες  του

µαγνητικού πεδίου έχουν ως εξής:

(3. 36α)                                      ΒxHx, y, zL = 9
- 2 IÅÅÅÅÅÅÅ

c
 yÅÅÅÅÅÅ

a2 , r § a

- 2 IÅÅÅÅÅÅÅ
c
 yÅÅÅÅÅÅ

r2 , r > a
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(3. 36β)                                      ΒyHx, y, zL = 9
2 IÅÅÅÅÅÅÅ
c
 xÅÅÅÅÅÅ

a2 , r § a

2 IÅÅÅÅÅÅÅ
c
 xÅÅÅÅÅÅ

r2 , r > a
        

(3. 36γ)                                      ΒzHx, y, zL = 0.                                                                    

 

8. 4  Το χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο

´Οταν οι λεγόµενες πηγές του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου ρ και J αλλάζουν µε την πάροδο του

χρόνου,  δεν  µπορεί  παρά  και  το  ίδιο  το  πεδίο  να  µεταβάλλεται.  Με  άλλα  λόγια,  όταν

r = rHx, y, z, tL  και  J = J Hx, y, z, tL,  τότε  υποχρεωτικά   Ε = ΕHx, y, z, tL  και

Β = ΒHx, y, z, tL.  Το  ερώτηµα  που  προκύπτει  σ'  αυτή  την  περίπτωση  είναι  κατά  πόσο  οι

εξισώσεις  του  χρονικά  εξαρτηµένου  ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου  είναι  ίδιες  µ'  εκείνες  του

στατικού.

Κάτι τέτοιο δεν αποκλείεται από µαθηµατική άποψη, αλλά θα σήµαινε ότι κάθε αλλαγή

στην  κατανοµή  των  φορτίων  και  των  ρευµάτων  θα  επέφερε  µια  ακαριαία  αλλαγή  του

ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου  σε  όλη  την  περιοχή  του  �3  στην  οποία  αυτό  το  πεδίο  οριζόταν

αρχικά.  Ισοδύναµα,  το  ηλεκτρικό  πεδίο  θα  παρέµενε  ανεξάρτητο  από  το  ηλεκτρικό,  οπότε  µια

τοπική αλλαγή του ενός δεν θα επηρέαζε το άλλο. 

Ο  ρυθµός  µε  τον  οποίο  αλλάζει  τοπικά  το  ηλεκτρικό  πεδίο  εκφράζεται  από  την

παράγωγό του ως προς το χρόνο, δηλαδή από την ποσότητα ∑t ΕHx, y, z, tL. Ανάλογα, ο ρυθµός

αλλαγής του µαγνητικού  πεδίου  εκφράζεται από τη µερική παράγωγο ∑t ΒHx, y, z, tL.  ´Ετσι, το
ερώτηµα  αν  οι  τοπικές  αλλαγές  του  ηλεκτρικού  πεδίου  επηρεάζουν  το  µαγνητικό  και

αντίστροφα  ισοδυναµεί  µε  το  ερώτηµα  αν  οι  ποσότητες  ∑t Ε  και  ∑t Β  υπεισέρχονται  στις

εξισώσεις πεδίου. Η απάντηση που δόθηκε στο τελευταίο ερώτηµα από τους φυσικούς του 19ou

αιώνα  είναι  θετική  και  στην  τελική  της  µορφή  εκφράζεται  από  το  ακόλουθο  σύστηµα

εξισώσεων.

   

(4. 1)                              — äΕ = - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Β, — ÿΕ = 4 p r,

— ÿΒ = 0, — äΒ = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J + 1ÅÅÅÅ

c
 ∑t  Ε

                                 

Aυτές είναι οι περίφηµες εξισώσεις (του) Maxwell. ∆ύο από τις βασικές τους συνέπειες είναι ο

νόµος της διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου και τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα. 

Η διατήρηση του  ηλεκτρικού φορτίου εκφράζεται από την εξίσωση

(4. 2)                                               ∑t r +— ÿ J = 0                                                     

που  αποδείχνεται  ως  εξής.  Με  βάση  την  ταυτότητα   — ÿ H— äΒL = 0,  η  τελευταία  από  τις

εξισώσεις  Maxwell  δίνει  τη  σχέση   4 p “ ÿ J +— ÿ H∑t  ΕL = 0.  Αυτή  γράφεται  και  σαν

4 p “ ÿ J + ∑t  H— ÿΕL = 0, αφού η σειρά παραγώγισης µιας οµαλής συνάρτησης δεν επηρεάζει το
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αποτέλεσµα.  Τέλος,  η  χρήση  της  δεύτερης  από  τις  εξισώσεις  Maxwell  οδηγεί  αµέσως  στην

εξίσωση διατήρησης του φορτίου.  

Για  να  δούµε  τη  δεύτερη  συνέπεια  των   εξισώσειων  Maxwell,  ξεκινάµε  από  την

— ÿΒ = 0  που  συνεπάγεται  ότι,  τοπικά  τουλάχιστον,   υπάρχει   ένα  χρονικά  εξαρτώµενο

διανυσµατικό πεδίο ΑHx, y, z, tL, τέτοιο που

(4. 3)                                                    Β = — äΑ.                                                          

Στη  συνέχεια,  αντικαθιστούµε  την  τελευταία  σχέση  στην  πρώτη  εξίσωση  Maxwell  και,

χρησιµοποιώντας την ισότητα ∑t H— äΑL = — ä H∑t ΑL, καταλήγουµε στην  
(4. 4)                                                — ä HΕ + 1ÅÅÅÅ

c
 ∑t ΑL = 0.      

Αυτή, µε τη σειρά της, συνεπάγεται ότι, τοπικά τουλάχιστον,  υπάρχει  ένα χρονικά εξαρτώµενο

βαθµωτό πεδίο ΦHx, y, z, tL, τέτοιο που  

(4. 5)                                                 Ε + 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α = - —Φ.      

(Το αρνητικό πρόσηµο είναι θέµα σύµβασης). Ισοδύναµα,   

(4. 6)                                                Ε = - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α - —Φ.      

Στο  σηµείο  αυτό  ανοίγουµε  παρένθεση  για  να  επισηµάνουµε  το  εξής.  Από  τη  στιγµή

που  έχουµε  έναν  τρόπο  για  να  προσδιορίζουµε  το  ζευγάρι των  δυναµικών  (Α,  Φ), οι εξισώσεις

(4.  3)  και  (4.  5)  µας  επιτρέπουν  να  βρίσκουµε  τα  πεδία  Ε  και  Β  µε  απλή  παραγώγιση.  Αλλά

τρόπος για να  προσδιορίζουµε το τα δυναµικά Α, Φ υπάρχει και δίνεται ευθύς αµέσως.

Η  αντικατάσταση  της  έκφρασης  (4.  6)  για  το  ηλεκτρικό  πεδίο  Ε  στη  δεύτερη  εξίσωση

Maxwell δίνει την  

(4. 7)                                           — ÿ H 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α+ —ΦL = - 4 p r.   

´Οµως,  — ÿ H—ΦL = —2Φ. ´Αρα, η προηγούµενη αξίσωση γράφεται και σαν 

(4. 8)                                          — ÿ H 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t  ΑL + —2Φ = - 4 p r.        

Τέλος, η  αντικατάσταση των εκφράσεων για τα πεδία Ε και Β στην τελευταία  εξίσωση  Max‐

well δίνει την 

(4. 9)                                   — ä H— äΑL = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J - 1ÅÅÅÅ

c
 ∑t  H 1ÅÅÅÅ

c
 ∑t Α + —ΦL.        

Η  ταυτότητα    — ä H— äΑL = — H— ÿΑL-—
2Α   µας  επιτρέπει  να  γράψουµε  την  τελευταία

εξίσωση στη µορφή

(4. 10)                             —2Α- 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  ∑t

2 Α - — H— ÿΑ+ 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΦL = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
 J        

και να παρατηρήσουµε τα ακόλουθα. 

Με  δοσµένες  τις  συναρτήσεις  ρ  και  J ,  οι  (4.  8)  και  (4.  10)  αποτελούν  ένα  σύστηµα

τεσσάρων Μ∆Ε δεύτερης τάξης για την τετράδα των συναρτήσεων που ορίζουν τα δυναµικά Α

και Φ. Επειδή αυτές οι εξισώσεις είναι συζευγµένες,  η επίλυση    του συστήµατος (4. 8)-(4. 10)
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είναι  πολύ  δύσκολη  υπόθεση.  Στη  συγκεκριµένη  περίπτωση  όµως,  τα  πράγµατα δεν  είναι  τόσο

περίπλοκα  όσο  φαίνονται  αρχικά.  Για  να  το  διαπιστώσουµε,  αρκεί  να  παρατηρήσουµε  ότι,  αν

έλειπε ο όρος  1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α + —Φ από την (4. 10) όχι µόνο αυτή η ίδια θα ήταν απλούστερη, αλλά θα

έπαυε να είναι και συζευγµένη µε την (4. 8). 

Πιο  συγκεκριµένα,  ας  υποθέσουµε  ότι  υπάρχουν  λύσεις  του  συστήµατος  (4.  8)  και  (4.

10) που ικανοποιούν τη συνθήκη

(4. 11)                                           — ÿΑ+ 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΦ = 0       

´Οταν ικανοποιείται αυτή τη συνθήκη, η εξ.(4. 10) γίνεται    

(4. 12)                                     —2Α - 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  ∑t

2 Α = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J ,         

ενώ η (4. 8) ανάγεται στην        

(4. 13)                                     —2Φ - 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  ∑t

2Φ = - 4 p r .        

Το  αποτέλεσµα  είναι  καταπληκτικό!  Γιατί,  όχι  µόνο  άρθηκε  η  σύζευξη  των  τριών

εξισώσεων  για  το  διανυσαµτικό  δυναµικό  Α  από  εκείνη  για  το  βαθµωτό  Φ,  αλλά  και  οι

τέσσερες  εξισώσεις  ανάχθηκαν  σε  µία  -  στην  διαφορική  εξίσωση  (του)  d’  Alembert  (Nτ’

Αλαµπέρ)                                   

(4. 14)                                             c2 “2 u - ∑t
2 u = f ,         

στην οποία η  f = f Hx, y, z, tL είναι κάποια γνωστή συνάρτηση και η u = uHx, y, z, tL άγνωστη. 

Κι  αυτό  γιατί,  όπως  επανειληµµένα  έχουµε  τονίσει,  η  (4.  12)  δεν  είναι  παρά  µια

συντοµογραφία  για  τρεις  εξισώσεις  -µια  για  κάθε  µια  από  τις  τρεις  συνιστώσες  του  πεδίου  Α.

Αν  γ.π.  συµβολίσουµε  τις  τελευταίες  µε  HΑx, Αy, ΑzL  και  τις  αντίστοιχες  συνιστώσες  της

πυκνότητας ρεύµατος  J  µε HJx, Jy, JzL,  τότε η (4. 12) αποτελεί την απλουστευµένη γραφή των

τριών εξισώσεων

(4. 15α)                                c2 “2Αx - ∑t
2 Αx = -4 p c Jx     

(4. 15β)                                c2 “2Αy - ∑t
2 Αy = -4 p c Jy                                    

(4. 15γ)                                 c2 “2Αz - ∑t
2 Αz = -4 p c Jz                                     

Προφανώς,  µένει  να  εξετάσουµε  κατά  πόσο  οι  λύσεις  που  ικανοποιούν  τη  συνθήκη  (4.

11) είναι αρκετά γενικές για να παριστάνουν το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που περιγράφεται από

τις εξισώσεις Maxwell. Για το σκοπό αυτό ας υποθέσουµε ότι το ζευγάρι (Α, Φ) παριστάνει µια

λύση  του  αρχικού  (περίπλοκου)  συστήµατος  εξισώσεων  για  τα  δυναµικά  και  ότι  αυτή  η  λύση

δεν ικανοποιεί τη συνθήκη (4. 11). Τότε το  ζευγάρι (Α£, Φ£) όπου

(4. 16)                               Α£ = Α+—Ψ,        Φ£ = Φ - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΨ      

θα ικανοποιεί τη συνθήκη            

(4. 17)                                             — ÿΑ£ + 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΦ

£ = 0,                                             
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αν η συνάρτηση ΨHx, y, z, tL ικανοποιεί την εξίσωση 

(4. 18)                                             c2 “2Ψ - ∑t
2Ψ = 0.     

´Οµως  αυτή  δεν  είναι  παρά  η  κυµατική  εξίσωση  που  συναντήσαµε  και  αναλύσαµε  σε

προηγούµενο  κεφάλαιο  και  η  οποία  έχει  πάντα  λύση.  Υποθέτουµε,  λοιπόν,  ότι  η  συνάρτηση  Ψ

είναι  µια  λύση  της  κυµατικής  εξίσωσης  και,  από  το  αρχικό  ζευγάρι  δυναµικών   (Α,  Φ),

κατασκευάζουµε το (Α£, Φ£) σύµφωνα µε τις (4. 16). Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις 

(4. 19)                                  Α = Α£ -—Ψ,    Φ = Φ£ + 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΨ      

στις εξισώσεις (4. 8) και (4. 10) και λαβαίνοντας υπόψη την (4. 17), διαπιστώνουµε αµέσως ότι

το ζευγάρι (Α£, Φ£)  ικανοποιεί τις απλουστευµένες εξισώσεις (4. 12) και (4. 13) (άσκηση).

Από την άλλη µεριά,    

(4. 20)                               Β£ := — äΑ£ = — ä HΑ+—ΨL = — äΑ = Β,     

(4. 21)              Ε£ := - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α

£ - —Φ£ = - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t HΑ +—ΨL- —HΦ- 1ÅÅÅÅ

c
 ∑tΨL

                                                    = - 1ÅÅÅÅ
c
 ∑t Α - —Φ = Ε.        

Αυτό  σηµαίνει  ότι,  από  την  άποψη  του  υπολογισµού  του  ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου,  τα

ζευγάρια  (Α£, Φ£) και  (Α, Φ)  είναι ισοδύναµα. ´Οποιο από τα δύο κι αν χρησιµοποιήσουµε, θα

καταλήξουµε  στις  ίδιες  ακριβώς  εκφράσεις  για τα  πεδία Ε και  Β.  Αυτή η  δυνατότητα επιλογής

διαφορετικών  ζευγαριών  δυναµικών  χωρίς  επίπτωση  στα   πεδία  Ε  και  Β  ονοµάζεται  ελευθερία

βαθµίδας  (gauge freedom) ή  συµµετρία  βαθµίδας  (gauge symmetry) των εξισώσεων  Maxwell.

Αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες έννοιες της σύγχρονης θεωρητικής φυσικής.       

   Eπανερχόµενοι στις  εξ.(4. 12) και (4. 13), τονίζουµε και πάλι ότι τόσο το βαθµωτό δυναµικό

Φ,  όσο  και  κάθε  µία  από  τις  συνιστώσες  του  διανυσµατικού  δυναµικού  Α,  ικανοποιούν  την

εξίσωση d' Alembert (4. 14). ´Οµως, η τελευταία ανάγεται στην (οµογενή) κυµατική εξίσωση

(4. 22)                                          c2 “2 u- ∑t
2 u = 0,      

όταν ο λεγόµενος  όρος µη  οµογένειας, f , µηδενίζεται ταυτοτικά. Συνακόλουθα, σε µια χωρική

περιοχή  Ω  στην  οποία  τόσο  η  πυκνότητα  ηλεκτρικού  φορτίου  ρ,  όσο  και  η  πυκνότητα

ηλεκτρικού  ρεύµατος  J ,  µηδενίζονται  οι  Μ∆Ε  για  τα  δυναµικά  ανάγονται  στην   εξ.  (4.  22).

Αυτό σηµαίνει ότι, στον κενό χώρο που περιβάλλει τα σώµατα-φορείς των ηλεκτρικών φορτίων

και  ρευµάτων,  οι  µεταβολές  του  ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου  διαδίνονται  µε  ταχύτητα  ίση  προς

την σταθερή c που εµφανίζεται στην εξ. (4. 22). Αυτή η ταχύτητα έχει µετρηθεί πειραµατικά και

έχει βρεθεί να είναι ίδια µε την ταχύτητα µε την οποία που διαδίνεται το φως στο κενό. 

Γι  αυτό  λέµε  ότι  τα  σώµατα  στα  οποία  παρουσιάζεται  µεταβολή  των  ηλεκτρικών

φορτίων  και  ρευµάτων  εκπέµπουν  ηλεκτροµαγνητικά  κύµατα  που  διαδίνονται  µε  την  ταχύτητα

του  φωτός  στο  κενό.  Τέτοια  ακριβώς  είναι  τα  κύµατα  που  εκπέµπουν  σήµερα  οι  κεραίες  των

ραδιοφωνικών  και  τηλεοπτικών  σταθµών,  οι  κεραίες  της  κινητής  τηλεφωνίας  αλλά  και  τα

κινητά  τηλέφωνα.  Ηλεκτροµαγνητικά  κύµατα,  όµως,  εκπέµπονται  και  όταν  γυρίζουµε  τον

διακόπτη  του  ρεύµατος  στο  σπίτι  µας  για  να  ανάψουµε  ή  να  σβήσουµε  µια  λάµπα,  ή

20 Ch_8.nb



οποιαδήποτε  ηλεκτρική  συσκευή.  Τέλος,  το  ίδιο  το  φώς  που  εκπέµπει  µια  αναµµένη  λάµπα  ή

οποιαδήποτε άλλη φωτεινή  πηγή θεωρείται  ως  ηλεκτροµαγνητικό κύµα  που παράγεται από την

αναταραχή  των  ηλεκτρικά  φορτισµένων  σωµατίων  (ηλεκτρονίων)  που  περιέχουν  τα  άτοµα  της

πηγής.  

8. 5  Μετασχηµατισµοί Lorentz και εξισώσεις Μaxwell 

Οι  εξισώσεις  Maxwell  για  του  ηλεκτρο-µαγητικό  πεδίο  Ε-Β  που  παρουσιάσαµε  στο

προηγούµενο  εδάφιο,  καθώς  και  οι  µερικές  διαφορικές  εξισώσεις  (Μ∆Ε)  για  τα  αντίστοιχα

δυναµικά,  διατυπώθηκαν  χρησιµοποιώντας  τις  χωροχρονικές  συντεταγµένες  ενός

συγκεκριµένου ΑΣΑ. Κατά συνέπεια, αµέσως ανακύπτει ως εύλογο το ερώτηµα πώς συνδέονται

οι  περιγραφές  που  δίνουν  για  το  ηλεκτροµαγνητικό  πεδίο  δύο  διαφορετικά  ΑΣΑ.  Για  να

απαντήσουµε  σ'  αυτό  το  ερώτηµα  θα  χρειαστεί  να  δώσουµε  αρχικά  µιαν  άλλη  διατύπωση  των

βασικών εξισώσεων -µια διατύπωση που ταιριάζει καλύτερα στο χωρόχρονο Minkowski, �, της

Ειδικής Σχετικότητας.

Ξεκινάµε  από  την  ακόλουθη  παρατήρηση.  Αφού  οι  εξισώσεις  (4.  12)  και  (4.  13)  που

καθορίζουν  τις  χωροχρονικές  µεταβολές  των  δυναµικών  Α  και  Φ  έχουν  την  ίδια  µορφή,  είναι

εύκολο  να  τις  εκφράσουµε  µε  µία  µόνο  εξίσωση,  ανάλογη  προς  την   (4.  13)  που  δίνει  τη

συµπυκνωµένη  έκφραση  των  τριών  εξισώσεων  για  τις  συνιστώσες  του  Α.  Το  µόνο  που

χρειάζεται να κάνουµε γι αυτό το σκοπό είναι να εισαγάγουµε τις τετράδες

(5.1)                         A
z

ª HA1, A2, A3, A4L := HΑx, Αy, Αz, ΦL ª HΑ, ΦL    
και

(5.2)                        J
z

ª HJ 1, J 2, J3, J 4L := HJx, Jy, Jz, c rL ª HJ , cL.     
Γιατί τότε, οι τέσσερες Μ∆Ε που περιέχονται στις (4. 12) και (4. 13) γράφονται σαν 

(5.3)                         “2 A j - 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  ∑t

2 A j = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J j,            j = 1, 2, 3, 4.      

´Ολες  οι  συναρτήσεις  που  εµφανίζονται  σ'  αυτές  τις  εξισώσεις  εξαρτιώνται  από  τη

χωροχρονική  τετράδα   x
z

:= Hx1, x2, x3, x4L ª Hx, y, z, c tL.   Aν,  λοιπόν,  συµβολίσουµε  µε

∑ j ª ∑x j  τον  τελεστή  της  µερικής  παραγώγου  ως  προς  τη  χωροχρονική  συντεταγµένη    x j  και

θυµηθούµε τη σύµβαση Einstein, τότε θα συµπεράνουµε ότι                       

(5.4)                                     — ÿΑ+ 1ÅÅÅÅ
c
 ∑tΦ = ∑ j A j ª ∑x j A j.   

Kατά συνέπεια,  η συνθήκη  (4. 11) που πρέπει να ικαποιεί η  τετράδα των δυναµικών  µπορεί  να

γραφτεί στη µορφή 

(5.5)                                                     ∑ j A j = 0.   

Ανάλογα,  η  εξ.  (4.  2)  που  εκφράζει  το  νόµο  της  διατήρησης  του  ηλεκτρικού  φορτίου

µπορεί να γραφτεί στη µορφή 

(5.6)                                                     ∑ j J j = 0.      
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Ας  θυµηθούµε  επίσης  ότι  ως  εσωτερικό  γινόµενο  Minkowski  των  τυχαίων  (τετρα-)

διανυσµάτων   x
z
 και y

z
  ορίζεται ο αριθµός

(5.7)                             hIxz, y
zM ª h j k  x

j yk ,   j, k = 1, 2, 3, 4,    

O πίνακας 

(5.8)                                    h = Hh j kL = diagH1, 1, 1, -1L    
είναι  προφανώς  αντιστρέψιµος,  αφού  detHhL = -1.  Για  λόγους  που  θα  γίνουν  εµφανείς  στη

συνέχεια, τα στοιχεία του αντίστροφου του η τα συµβολίζουµε µε  h j k . ´Ετσι,      

(5.9)                                  h-1 = Hh j kL = diagH1, 1, 1, -1L.    
Με αυτόν το συµβολισµό η ταυτότητα  

(5.10)                              h h-1 = h-1 h = I ª diagH1, 1, 1, 1L     
µπορεί να  γραφτεί σαν                                                  

(5.11)                          h j k  h
k m = hm k  h k j = d j

m ª 9 1, an j = m

0, an j ∫ m
      

Σηµειώστε τώρα ότι                                             

(5.12)            h j k  ∑ j∑k = ∑1∑1+∑2∑2+∑3∑3-∑4∑4 ª ∑1
2+∑2

2+∑3
2-∑4

2 = “2- 1ÅÅÅÅÅÅ
c2  ∑t

2.     

Συνεπώς, η βασική εξίσωση (5. 3) µπορεί να γραφτεί σαν

(5.13)                                            hm n ∑m∑n A j = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J j,       

ή στη µορφή

(5.14)                                            hm n ∑m∑n A
z

= - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J
z

         

Με τη βοήθεια των πινάκων η και h-1  µπορούµε να ανεβοκατεβάζουµε τους δείχτες των

τετραδιανυσµάτων  και  άλλων  παρόµοιων  εκφράσεων.  Αυτό  µας  επιτρέπει  να  απλοποιούµε

πολλές  από  τις  σύνθετες  εκφράσεις  που  συναντάµε  στην  ανάλυση  του  ηλεκτροµαγνητικού  καί

άλλων  πεδίων  στο  χωρόχρονο  Minkowski.  Πιο  συγκεκριµένα,  ας  υποθέσουµε  ότι  µε  X j

παριστάνουµε  τις  συνιστώσες  µιας  τυχαίας  τετράδας.  Τότε  η  έκφραση  Y j = h j k  X
k  δίνει  τις

συνιστώσες  µιας  άλλης  τετράδας.  Αναλυτικότερα,  HY1, Y2, Y3, Y4L = HX 1, X 2, X 3, -X 4L.
Από  την  άλλη  µεριά,  αν  ορίσουµε  µια  νέα  τετράδα  µε  συνιστώσες  Z j = h j k  Yk ,  τότε  θα

διαπιστώσουµε  ότι  αυτή  ταυτίζεται  τελικά  µε  την  X
z

,  αφού

HZ1, Z2, Z3, Z4L = HY1, Y2, Y3, -Y4L. 
Αυτή τη διαπίστωση µπορούµε να την εκφράσουµε και µε την ακόλουθη αλυσίδα:

(5.15)         Y j = h j k  X
k ,   Z j = h j k  Yk  fl Z j = h j k  Yk = h

j k  h k m X
m = dm

j  X m = X j.   

Aπό  τις  πιο  πάνω  παρατηρήσεις  έπεται  ότι  οι  τετράδες  µε  συνιστώσες  X j  και

Y j = h j k  X
k  αλληλοκαθορίζονται µονοσήµαντα. Γι αυτό δε χρησιµοποιούµε τελικά διαφορετικό
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σύµβολο  για  τη  δεύτερη,  παρά  τη  γράφουµε  σαν  X j,  και  τη  θεωρούµε  σαν  µιαν  άλλη  έκδοση

της  πρώτης  -αυτή  µε  κατεβασµένο  τον  δείχτη  j.  Αντίστροφα,  το  σύµβολο  X j  θεωρείται  ως  η

έκδοση µε ανεβασµένο τον δείχτη της X j. Σηµειώστε ότι µε αυτή τη σύµβαση,

(5.16)                     F j
k = h j m Fm k ,   F j k = hk n F j

n = h j m hk n Fm n,  κ.λ.π.   

                                

Θεωρούµε τώρα το µετασχηµατισµό Lorentz

(5.17)                                           x j Ø x j £ = f jIxzM := L m
j xm.    

Θυµίζουµε ότι ο  πίνακας L = HL m
j L είναι αντιστρέψιµος και χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα ότι

(5.18)                    h j k  L m
j L n

k = hm n  ñ LΤm
j
h j k  L n

k = hm n ñ LΤ h L = h     

Από την (5. 17) αµέσως έπεται ότι

(5.19)                ∑k f jIxzM ª ∑xk f jIxzM = ∑k HL m
j xmL = L m

j  ∑k H xmL = L m
j  d k

m = L k
j

    

O αντίστροφος του µετασχηµατισµού (5. 17) γράφεται σαν

(5.20)                                       x j £ Ø x j = j jIxz£M = L-1
m

j
xm £,      

όπου    L-1
m

j
 είναι  τα  στοιχεία  του  αντίστροφου,   L-1,  του  πίνακα  L.  Με  τον  ίδιο  όπως

παραπάνω τρόπο βρίσκουµε ότι                                             

(5.21)                                       ∑k£ j
jIxz£M ª ∑xk £ j jIxz£M = L-1

k

j
     

Aν, λοιπόν, υποθέσουµε ότι η FIxzM είναι µια δοσµένη οµαλή συνάρτηση των συντεταγµένων x j,

τότε η σύνθεσή της µε το µετασχηµατισµό (5. 20) οδηγεί στην  

(5.22)                                                GIxz£M := FIj jIxz£MM,      
που είναι µια οµαλή συνάρτηση των συντεταγµένων x j £.   Σ' αυτή την περίπτωση

(5.23)                                                  FIxzM = GI f jIxzMM.    
Από τον κανόνα της αλυσίδας έπεται ότι

(5.24)                                 ∑k FIxzM ª ∑xk FIxzM = ∑m£ GI f jIxzMM ∑k f m£IxzM.     
Aν λάβουµε υπόψη µας και την (5. 19), η τελευταία σχέση γίνεται     

(5.25)                                      ∑k FIxzM ª ∑xk FIxzM = ∑m£ GI f jIxzMM L k
m .       

Με ακριβώς ανάλογο τρόπο βρίσκουµε ότι   

(5.26)             ∑k£ GIxz£M ª ∑xk £ GIxz£M = ∑m FIj jIxz£MM ∑kj
mIxz£M = ∑m FIj jIxz£MM L-1

k

m
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Aς  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι,  από  ο  ΑΣΑ  Σ  που  χρησιµοποιεί  τις  συντεταγµένες

Minkowski  x j,  µεταπηδάµε  στο  ΑΣΑ  Σ£  που  που  χρησιµοποιεί  τις  συντεταγµένες  Minkowski

x j £ .  Τότε τα δυναµικά  A jIxzM που ικανοποιούν τις Μ∆Ε (5. 5) και (5. 13) θα µετατραπούν στα 

(5.27)                                             B j Ixz£M := A jIjlIxz£MM,       
έτσι ώστε

(5.28)                                              A jIxzM = B j I f lIxzMM. 
Τότε  από  την  (5.25)  έπεται  ότι  οι  µερικές  παράγωγοι  των  δυναµικών  που  εµφανίζονται  στις

παραπάνω Μ∆Ε  (5.5) και (5.13) θα αλλάξουν µορφή και θα γίνουν

(5.29)                                          ∑m A jIxzM = ∑r ´ B j I f lIxzMM L m
r .      

Για ευκολία, στους επόµενους υπολογισµούς  θα γράφουµε την τελευταία σχέση σαν

H5.29£)                                               ∑m A j = ∑r B j  L m
r .            

Με βάση αυτή τη σχέση, η εξ. (5.5) µετατρέπεται στην

(5.30)                                                     ∑r B j  L j
r = 0,     

που δεν έχει την ίδια µορφή µε την αρχική. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί στο να εισαγάγουµε

τις ποσότητες A j £ µέσω της

(5.31)                                                    A j £ := L k
j  Bk ,    

έτσι ώστε oι  B j να γράφονται σαν  

(5.32)                                                    B j = L-1
k

j
 Ak       

Tότε το αριστερό µέλος της (5. 30)   γίνεται   

(5.33)         ∑r £ B
j  L j

r = ∑r £ IL-1
k

j
 Ak £M L j

r = ∑r £ Ak £ L j
r  L-1

k

j
= ∑r £ Ak £ d k

r = ∑r £ Ak £    

και η ίδια η (5. 30)   

(5.34)                                                          ∑r £ Ak £ = 0.      

Ας γράψουµε  την (5. 31) αναλυτικά, λαβαίνοντας υπόψη τον ορισµό (5. 27) των B j. Θα

πάρουµε τη σχέση

(5.35)                                          A j£Ixz£M := L k
j  Bk Ixz£M = L k

j  A jIjlIxz£MM.      
Αυτή η σχέση συνήθως γράφεται στη µορφή    

(5.36)                                                   A j£Ixz£M = L k
j  AkIxzM        
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και  αποτελεί  τη  βάση  του  ορισµού  των  διανυσµατικών  πεδίων  του  χώρου  Minkowski.  Πιο

συγκεκριµένα,  θα  λέµε  ότι  ένα  πεδίο  στο  χώρο  Minkowski  είναι  διανυσµατικό  ως  προς  τους

µετασχηµατισµούς Lorentz αν οι συνιστώσες του µετασχηµατίζονται σύµωνα µε την (5.36).

Με  βάση  την  προηγούµενη  ανάλυση,  έχουµε  υιοθετήσει  την  υπόθεση  ότι  τα  δυναµικά

µετασχηµατίζονται  ως  διανύσµατα.  Αυτή  η  υπόθεση  συνεπάγεται  ότι  και  οι  συναρτήσεις  J j

συναποτελούν  ένα  διάνυσµα  ως  προς  τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz.  Κι  αυτό  γιατί  το

αριστερό µέλος της εξ. (5. 13) γράφεται σαν 

(5.37)      hm n ∑m∑n A j = hm n ∑r£ A∑s£ IL-1
k

j
Ak £M L n

s E L m
r = hm n L m

r  L n
s  L-1

k

j
 ∑r ´∑s ´ Ak ´     

Αλλά από την (5. 18) και το γεγονός ότι     h j k = h j k   αµέσως έπεται ότι         

(5.38)                                          hm n L m
r  L n

s = L m
r  hm n L n

Τ s
= hr s.      

Kατά συνέπεια, η (5. 37) γίνεται                                               

(5.39)                                        hm n ∑m∑n A j = L-1
k

j
 hr s ∑r ´∑s ´ Ak ´       

´Αρα η  εξ. (5. 13)  µετασχηµατίζεται στην

(5.40)                                           L-1
k

j
 hr s ∑r ´∑s ´ Ak ´ = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
 J j.        

Ισοδύναµα,         

(5.41)                                                 hr s ∑r£ ∑s£ Ak £ = - 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c
 J k £,         

όπου

(5.42)                                                       J k £ = L m
k  J m. 

Από  την  τελευταία  αµέσως  συνάγεται  το  συµπέρασµα  ότι,  όχι  µόνο  οι  εξισώσεις  που

διέπουν τα  δυναµικά δεν  αλλάζουν µορφή  κατά τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz (σύγκρινε  την

(5.  41)  µε  την  (5.  13)  ),  αλλά  το  ίδιο  ισχύει  και  για  το  νόµο  της  διατήρησης  του  ηλεκτρικού

φορτίου. Ξεκινώντας ανάποδα, θεωρούµε την εξίσωση

(5.43)                                                          ∑k
£ J k £ = 0    

που έχει την ίδια ακριβώς µορφή µε την (5. 6). Από τις (5. 26) και (5. 42) συµπεραίνουµε ότι       

(5.44)                     ∑k ´ J k  ´ = ∑m @L n
k  JnD L-1

k

m
= ∑m J n L-1

k

m
L n

k = ∑m J n d n
m = ∑m Jm     

και άρα η (5. 43) είναι ισοδύναµη µε την (5. 6).                                                                                

                                                                                                          

Aς  υποθέσουµε  ότι  η  συνάρτηση  ΦIxzM  είναι  οµαλή  κι  ας  κατασκευάσουµε  την  τετράδα

των µερικών παραγώγων της

(5.45)                                                   Η jIxzM := ∑ j ΦIxzM         
Αν
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(5.46)                                   ΨIxz ´M := ΦIj jIxz ´MM   ñ   ΦIxzM = ΨI f jIxzMM,        
τότε  (βλ.  (5. 26) )                                        

(5.47)                                  ∑k ´ΨIxz ´M ª ∑xk  ´ΨIxz ´M = ∑m ΦIj jIxz ´MM ∑k j
mIxz ´M      

Αυτή η σχέση συνήθως γράφεται σαν

(5.48)                                                 Ηk
£Ixz£M = Mk

m  ΗmIxzM        

όπου

(5.49)                                     Ηk
£ := ∑k ´ΨIxz ´M,       Mk

m := ∑k j
m = L-1

k

m
       

Kάθε  τετράδα 8A j<  της  οποίας  οι  συνιστώσες  µετασχηµατίζονται σύµφωνα  µε  τον  τύπο

(5.50)  ονοµάζεται  επίσης  διάνυσµα  ως  προς  τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz.  Ωστόσο,   για  να

διακρίνεται  από  µια  τετράδα  8A j<που  οι  συνιστώσες  της  µετασχηµατίζονται  σύµφωνα  µε  τον

τύπο (5. 36), η 8A j< ονοµάζεται συναλλοίωτο διάνυσµα, ενώ η 8A j< ανταλλοίωτο. 
Γενικότερα,  ένα  διαταγµένο  σύνολο  από  4m+n  ποσότητες  της  µορφής  8A j1  j2... jm

k1  k2... kn
<

ονοµάζεται  τανυστής  τάξης  m+ n  ως  προς  τους  µετασχηµατισµούς  Lorentz,  αν  οι  συνιστώσες

του µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τον τύπο

(5.50) A j1  j2... jm
k1  k2... kn

£
= L a1

j1  L a2

j2 ... L am

jm  Mk1

b1  Mk2

b2 ... Mkn

bn  Aa1  a2... am
b1  b2... bn

Αν γ.π.

           A j
k
£
= L a

j  Mk
b Aa

b,     F jk
£ = M j

a Mk
b Fab,         T j

k l
£
= L a

j  Mk
b Ml

c Ta
b c  

τότε  τα  σύνολα  8Aa
b<,  8Fab<  και  8Ta

b c<  απαρτίζουν  τανυστές.  Τα  δύο  πρώτα  είναι  τανυστές

δεύτερης  και  το  τελευταίο  τρίτης  τάξης.  Με  βάση  αυτή  την  ορολογία,  τα  διανύσµατα

-συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα- είναι τανυστές πρώτης τάξης, ενώ τα βαθµωτά είναι µηδενικής. 

   ´Οπως  είδαµε  παραπάνω,  οι  µερικές  παράγωγοι,  9∑ j ΦIxzM=  ενός  βαθµωτού  πεδίου  αποτελούν

ένα  συναλλοίωτο  διανυσµατικό  πεδίο  (τανυστή  πρώτης  τάξης).  Το  ίδιο  ισχύει  και  για  την

τετράδα  9A jIxzM=  που  αποτελείται  από  τις  συνιστώσες  µε  κατεβασµένο  δείχτη  ενός

διανυσµατικού  πεδίου  9A jIxzM=.  Mε  άλλα  λόγια,  αν  το  9A jIxzM=  είναι  ένα  ανταλλοίωτο

διανυσµατικό  πεδίο  και  A jIxzM = h j k  A
kIxzM,  τότε  οι  τελευταίες  συναποτελούν  ένα  συναλλοίωτο

πεδίο. 

Απόδειξη

Η (5. 18) γράφεται σαν

(5.51)                         LΤ h = h L-1   ñ    LT
a

k
 h k j = h a k  L

-1k
j ª h a k  M j

k    

Κατά συνέπεια,

(5.52)                                  h j k  L
T

a
k
 ha b = h a k  M j

k  ha b = M j
k  dk

b = M j
b.     

26 Ch_8.nb



Από την άλλη,                                        

(5.53)          A j ´Ixz ´M := h j k  A
k  ´Ixz ´M = h j k  L a

k  AaIxzM = h j k  L a
k  ha b = h j k  L a

k  ha b AbIxzM.      
Iσοδύναµα,                        

(5.54)                                                   A j ´Ixz ´M = M j
b AbIxzM.     

Επιπλέον,  µπορεί  εύκολα  ν'  αποδειχτεί  ότι,  αν  το  9A jIxzM=είναι  ένα  συναλλοίωτο  πεδίο,

τότε οι συναρτήσεις  

(5.55)                                                F j k := ∑ j Ak - ∑k A j       

συναποτελούν έναν τανυστή δεύτερης τάξης. Είναι προφανές ότι

(5.56)                                                     F j k = -Fk j    

και άρα  ο 4x4 πίνακας (F j k) είναι αντισυµµετρικός.  Συνακόλουθα, όλα τα στοιχεία του    (F j k)

καθορίζονται από την  εξάδα  {F1 2, F2 3, F3 1, F1 4, F2 4, F3 4}.

Ας  υποθέσουµε,  τώρα,  ότι  το  πεδίο  9A jIxzM=  είναι  η  συναλλοίωτη  έκδοση  του

διανυσµατικού  πεδίου  9A jIxzM=  που  ικανοποεί  τις  εξ.  (5.3)  και  (5.5)  του  ηλεκτρο-  µαγνητισµού.

Τότε

(5.57)                              F1 2 = ∑1 A2 - ∑2 A1 ª ∑x Αy - ∑y Αx ª H— äΑLz ,     
όπου — äΑ ο στροβιλισµός του "διανυσµατικού δυναµικού" Α.   ´Οµως, σύµφωνα µε την (4. 3),

η συνάρτηση  H— äΑLz αποτελεί τη z-συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου Β. Με άλλα λόγια,

(5.58)                                             F1 2 = H— äΑLz = Βz     

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουµε ότι       

(5.59)                               F2 3 = H— äΑLx = Βx,              F3 1 = H— äΑLy = Βy       

Από την άλλη µεριά,                             

(5.60)                    F1 4 := ∑1 A4 - ∑4 A1 = -∑1 A4 - ∑4 A1 = -∑x Φ- ∑c t Αx    

Συγκρίνοντας αυτή τη σχέση µε την (4. 6), συµπεραίνουµε ότι                                  

(5.61)                                   F1 4 = -∑x Φ-
1ÅÅÅÅ
c
 ∑ t Αx = Εx    

Mε τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουµε ότι                                    

(5.62)                        F2 4 = -∑y Φ-
1ÅÅÅÅ
c
 ∑ t Αy = Εy,      F3 4 = -∑zΦ -

1ÅÅÅÅ
c
 ∑ t Αz = Εz      

Συλλέγοντας  τα  τελευταία  αποτελέσµατα,  καταλήγουµε  ότι  ο  πίνακας   HF j kL  του

γράφεται µε τον ακόλουθο τρόπο, συναρτήσει του ηλεκτρικού, Ε, και µαγνητικού πεδίου, Β:  
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(5.63)                         

i

k

jjjjjjjjjjjj

F11 F12 F13 F14

F21 F22 F23 F24

F31 F32 F33 F34

F41 F42 F43 F44

y

{

zzzzzzzzzzzz
=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

0 Βz -Βy Εx

-Βz 0 Βx Εy

Βy -Βx 0 Εz

-Εx -Εy -Εz 0

y

{

zzzzzzzzzzzzz
     

Ο  τανυστής   µε  συνιστώσες  τις  συναρτήσεις   F j k  λέγεται  τανυστής  Maxwell,  ή  τανυστής  του

ηλεκτροµαγνητικού  πεδίου.  Η  τανυστική  του  ιδιότητα  µας  επιτρέπει  να  βρίσκουµε  εύκολα  τις

συνιστώσες  του,  άρα  και  τα  πεδία  Ε  και  Β,  σε  οποιοδήποτε  ΑΣΑ,  αν  τις  γνωρίζουµε  σε  ένα

µόνο.  Προτού  µελετήσουµε  συγκεκριµένα  παραδείγµατα,  θα  σηµειώσουµε  ότι,  µε  τη  βοήθεια

του  τανυστή  Maxwell,  οι  ίδιες  οι  εξισώσεις  Maxwell,  (4.  1),  µπορούν  να  γραφτούν  στην

ακόλουθη µορφή:

(5.64)                                      ∑k F j k = 4 pÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

J j

∑ j F k l + ∑k F l j + ∑l F j k = 0

       

Παράδειγµα

Ας υποθέσουµε ότι τα ΑΣΑ Σ και Σ´ συνδέονται µε τον ειδικό  µετασχηµατισµό Lorentz

(5.65)                                               x j Ø x j£ = L k
j

xk ,    

όπου       

(5.66)               HL k
j L =

i

k

jjjjjjjjjjjj

g 0 0 -b g

0 1 0 0

0 0 1 0

-b g 0 0 g

y

{

zzzzzzzzzzzz
 ,       b := VÅÅÅÅÅ

c
, g ª gHbL := 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!

1-b2
.      

Mε άλλα λόγια,                              

(5.67)               x1 ´ = gHx1 - b x4L, x2 ´ = x2, x3 ´ = x3, x4 ´ = gHx4 - b x1L      
Σ'  αυτή  την  περίπτωση,  οι  πυκνότητες  των  ηλεκτρικών  φορτίων  και  ρευµάτων  που

καταγράφουν τα ΑΣΑ Σ και Σ´  ικανοποιούν  τη σχέση

(5.68)       J j £ = L k
j

J k     ñ      

J 1
´ = gHJ1 - b J4L

J 2 ´ = J 2

J 3 ´ = J3

J 4 ´ = gHJ4 - b J1L

       ñ     

Jx
£ = gHJx - V rL

Jy
£ = Jy

Jz
£ = Jz

r£ = gHr - VÅÅÅÅÅÅ
c2 JxL

       

 Στην ίδια περίπτωση, οι συνιστώσες του τανυστή Maxwell ικανοποιούν τη σχέση         

(5.69)                         F j k
£ = M j

a Mk
b Fab    ñ    F j k £ = L a

j  L b
k  Fa b,   

όπου   

(5.70)                                                 Fa b := ha j hb k  F j k      
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Aπό την τελευταία σχέση και την (6. 63) έπεται αµέσως ότι 

(5.71)                                HFa bL =
i

k

jjjjjjjjjjjjj

0 Βz -Βy -Εx

-Βz 0 Βx -Εy

Βy -Βx 0 -Εz

Εx Εy Εz 0

y

{

zzzzzzzzzzzzz
    

´Αρα, από την (5. 69) βρίσκουµε ότι

(5.72)                   F1 2 £ = L a
1  L b

2  Fa b = L 1
1  L 2

2  F1 2 + L 4
1  L 2

2  F4 2 = gΒz - bgΕx   

Mε άλλα λόγια,

(5.73)                                                 Βz
£ = gHΒz - bΕxL     

Με  παρόµοιο  τρόπο  υπολογίζουµε  και  τις  υπόλοιπες  συνιστώσες  του  τανυστή  Maxwell

στο ΑΣΑ Σ´, για να καταλήξουµε στον πίνακα     

(5.74)                            

Εx
£ = Εx

Εy
£ = gHΕy - bΒzL

Εz
£ = g HΕz + bΒxL

                 

Βx
£ = Βx

Βy
£ = gHΒy + bΕzL

Βz
£ = gHΒz - bΕxL

       

Από την (5. 74) φαίνεται καθαρά ότι, αν κατά το ΑΣΑ Σ υπάρχει µόνο ηλεκτρικό πεδίο

σε  κάποια  περιοχή,  τότε  στο  Σ´  εµφανίζεται   όχι  µόνο  ηλεκτρικό  αλλά  και  µαγνητικό  πεδίο.

Γιατί, όταν Β=0, η (5. 74) δίνει

(5.75)                                      

Εx ´ = Εx

Εy ´ = gΕy

Εz ´ = g Εz

                 

Βx ´ = 0

Βy ´ = -bgΕz

Βz ´ = -bgΕx

        

Το  ίδιο  ισχύει  και  στην  περίπτωση  που,  σύµφωνα  µε  το  Σ,  σε  µια  περιοχή  υπάρχει  µόνο

µαγνητικό πεδίο, αφού για Ε=0 η (5. 74) γίνεται

(5.76)                                    

Εx ´ = 0

Εy ´ = -bgΒz

Εz ´ = -bgΒx

               

Βx ´ = Βx

Βy ´ = gΒy

Βz ´ = gΒz

    

Γενικότερα, µπορούµε να πούµε ότι η διάκριση σε ηλεκτρικό και µαγνητικό µέρος είναι σχετική

-εξαρτιέται δηλαδή από το ΑΣΑ που καταγράφει το πεδίο. Γι αυτό είναι ορθότερο να µιλάµε για

ηλεκτροµαγνητικό  πεδίο  ή  πεδίο  Maxwell  που  περιγράφεται  από  τον  οµώνυµο  τανυστή.

Παράδειγµα

Οι  σχέσεις  (5.  74)  µας  επιτρέπουν  να  υπολογίσουµε  εύκολα  το  ηλεκτροµαγνητικό  πεδίο  που

παράγεται  από  ένα  φορτισµένο  σωµάτιο  σ  που  κινείται  µε  σταθερή  ταχύτητα  ως  προς  κάποιο

ΑΣΑ.
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Για το σκοπό αυτό αρκεί να υπολογίσουµε το πεδίο που παράγεται από το σ σ' ένα ΑΣΑ

όπου  το  σ  ακινητεί.  Ας  υποθέσουµε  γ.π.  ότι  το  σ  έχει  ηλεκτρικό  φορτίο  Q  κι  ότι  κινείται  µε

ταχύτητα  u  κατά  µήκος  του  άξονα  x  του  ΑΣΑ  Σ.  Για  ευκολία,  θα  υποθέσουµε  ότι  τη  στιγµή

t = 0 το σ βρίσκεται στο σηµείο x = 0. Τότε η τροχιά του σ περιγράφεται από τις εξισώσεις

(5.77)                                              x = u t,      y = 0,       z = 0.    

 Θεωρούµε,  λοιπόν,  το  ΑΣΑ  Σ´  που  κινείται  µε  ταχύτητα  V = u  ως  προς  το  Σ  κι  έτσι

ώστε  ο  αντίστοιχος  µετασχηµατισµός  Lorentz  να  περιγράφεται  από  τις  εξ.  (5.  67).  Αυτό

σηµαίνει  ότι  το  σ  παραµένει  συνεχώς  στην  αρχή  των  χωρικών  αξόνων  του  Σ´.  ´Οπως

γνωρίζουµε,  σ'  αυτή  την  περίπτωση  το  πεδίο  που  "βλέπει"  το  Σ´  είναι  αµιγώς  ηλεκτρικό  και

περιγράφεται από τις εξισώσεις

(5.78)                       Εx ´Ixz ´M = Q x ´ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r ´3 ,     Εy ´Ixz ´M = Q y ´ÅÅÅÅÅÅÅÅ

r ´3 ,       Εx ´Ixz ´M = Q z ´ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r ´3 ,    

όπου      

(5.79)                               r ´2 := x ´2 + y ´2 + z ´2,             x
z
 ´ := Hx ´, y ´, z ´, t ´L.   

Iσοδύναµα, 

(5.80)                                       ΕIxz ´M = Q r ´́́́ ê r ´3 ,        r ´́́́ := Hx ´, y ´, z ´L   
   Τώρα, είναι εύκολο ν' αποδειχτεί ότι ο αντίστροφος του µετασχηµατισµού  (5. 74) δίνεται από

τις σχέσεις

(5.81)                               

Εx = Εx ´

Εy = gHΕy ´ + bΒz ´L
Εz = g HΕz ´ - bΒx ´L

                 

Βx = Βx ´

Βy = gHΒy ´ - bΕz ´L
Βz = gHΒz ´ + bΕx ´L

    

Συνεπώς, όταν το Β´ µηδενίζεται, όπως συµβαίνει στην περίπτωσή µας, τότε      

(5.82)                                          

Εx = Εx ´

Εy = gΕy

Εz = g Εz ´

                 

Βx = 0

Βy = bgΕz ´

Βz = bgΕx ´

                        

Λαβαίνοντας υπόψη  τη σχέση (5. 67) ανάµεσα στις  συντεταγµένες των Σ και Σ´, καθώς και τις

(5.  77)  και  (5.  78),  συµπεραίνουµε  ότι  η  αναλυτική  έκφραση  των  συνιστωσών  του  ηλεκτρικού

και του µαγνητικού πεδίου που δίνονται από τις (5. 82) έχει ως εξής:   

(5.83α)                       ΕxIxzM = Q gHx-u tLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Ag2Hx-u tL2+y 2+z 2E3ê2

         ΒxIxzM = 0   

(5.83β)                       ΕyIxzM = Q g yÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Ag2Hx-u tL2+y 2+z 2E3ê2

        ΒyIxzM = -b ΕzIxzM          

(5.83γ)                       ΕzIxzM = Q g zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Ag2Hx-u tL2+y 2+z 2E3ê2

         ΒzIxzM = b ΕyIxzM. 
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