
ΘΕΜΑΤΑ  ΕΡΓΑΣΙΩΝ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

ΧΑΟΣ  ΚΑΙ  ΦΡΑΚΤΑΛΣ 
ΠΡΟΣ ΤΟ ΠΑΡΟΝ ΤΑ ΚΑΤΩΘΙ ΘΕΜΑΤΑ  ΠΑΡΑΤΙΘΕΝΤΑΙ ΧΩΡΙΣ ΚΑΠΟΙΑ 

ΣΧΗΜΑΤΑ ΠΟΥ ΘΑ ΠΡΟΣΤΕΘΟΥΝ ΣΥΝΤΟΜΑ 

Α.  Μη Γραµµικές Απεικονίσεις 

Α.1. ∆ίνεται η τριγωνική απεικόνιση:                    
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   α)  Να µελετηθούν οι περιοδικές τροχιές της και η ευστάθειά τους συναρτήσει των  

    παραµέτρων r, α, για 0 ≤ r ≤ 1/α. 

β)  Να µελετηθεί η χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος συναρτήσει του α για 0 ≤ r ≤ 1/α. 

γ) Θέτοντας r>1/α µελετήστε το σύνολο των σηµείων που δεν διαφεύγουν ποτέ από το [0,1],  

    χρησιµοποιώντας µεθόδους από το Κεφάλαιο 5 του βιβλίου του Α. Μπούντη, «∆υναµικά  

    Συστήµατα και Χάος», Τόµος Α’, Εκδ. Παπασωτηρίου, Αθήνα, 1995. 

 

Α.2.  α) Να βρεθούν οι εξισώσεις που περιγράφουν τις κρούσεις µιάς µπάλας µε τα  

        «τοιχώµατα» της κλειστής καµπύλης ενός µπιλιάρδου r=r(φ). Οι κρούσεις θεωρούνται  

       ελαστικές και περιγράφονται από τις γωνίες (φn,αn) όπως δείχνει το σχήµα. 

                                                              

                                                                           β) Να βρεθούν περιοδικές τροχιές και να  

                                                                               µελετηθεί η ευστάθειά τους αν η r = r(φ) 

                                                                               παριστάνει µία έλλειψη. 

 

    γ) Να µελετηθεί η έκταση των χαοτικών περιοχών καθώς το µπιλιάρδο τείνει να πάρει το  

    σχήµα του «σταδίου» (µεταξύ 2 ηµικυκλίων και 2 παράλληλων ευθειών). 

 

Α.3. α) Να βρεθούν οι εξισώσεις κίνησης µιάς µπάλας που αναπηδά από ένα επίπεδο καθώς  

           Αυτό εκτελεί κατακόρυφες ταλαντώσεις της µορφής y = βsinωt. 

           Υποθέτουµε ότι 0<β<<hn, όπου hn τα ύψη στα οποία αναπηδά η µπάλα και ότι οι  

           κρούσεις γίνονται µε ένα συντελεστή ανάκλασης 0<α≤1. 

       β) Να βρεθούν περιοδικές τροχιές του συστήµατος και να µελετηθεί η ευστάθειά τους  

           συναρτήσει της παραµέτρου α. 
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       γ) Να µελετηθεί η χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος καθώς αυξάνεται η τιµή του ω.  

          Θέτοντας α=1, µπορείτε να βρείτε τροχιές για τις οποίες η ταχύτητα της µπάλας   

          αυξάνει απεριόριστα; 

 

Α.4.  Τοποθετείστε τρεις δίσκους ακτίνας ½ στα σηµεία (1,1), (-1,1) και (0,L) του επιπέδου  

                                                                                  (x,y) όπως δείχνει το σχήµα, µε 

                                                                                   3 1L ≥ + . 

                                                                                    α) Εκτοξεύοντας µία µπάλα από σηµεία b                

                                                                                       του άξονα των x καθέτως προς τα  

                                                                                       επάνω (στη y>0 διεύθυνση),  βρείτε  τη  

                                                                                       γωνία α=α(b) (ως προς οριζοντία  

                                                                                       κατεύθυνση) µε την οποία η µπάλα  

                                                                                       αποµακρύνεται και από τους 3 δίσκους 

                                                                                       (οι κρούσεις θεωρούνται ελαστικές  και  

                                                                                       η ταχύτητα της µπάλας σταθερή). 

β) Μελετήστε τη συνάρτηση α=α(b) και δείξτε ότι υπάρχουν περιοχές τιµών του b όπου αυτή  

    έχει fractal δοµή. Πώς αλλάζει η α=α(b)  καθώς µεταβάλλεται το L; . 

 

Α.5. α) Θεωρείστε την απεικόνιση του «κύκλου» 

                                             nn1n 2sin
2
K

πθ
π

−Ω+θ=θ +  

και λύστε την ΄Ασκηση 4.8 του βιβλίου του Α. Μπούντη, «∆υναµικά  Συστήµατα και Χάος»,  

Τόµος Α’, Εκδ. Παπασωτηρίου, Αθήνα, 1995 (βλ. παρ. 4.5). 

       β) Υπολογίστε µερικές από τις µεγαλύτερες «γλώσσες του Arnol’d», στο επίπεδο (Κ.Ω)     

            βλ. Σχήµα 4.16 του βιβλίου). 

      γ)  Υπολογίστε µερικά «σκαλοπάτια» από τη «σκάλα του διαβόλου» του Σχήµατος 4.17  

           του βιβλίου. Πιστοποιείστε σχετικά αποτελέσµατα της βιβλιογραφίας, σύµφωνα µε τα  

          οποία η «σκάλα» αυτή παρουσιάζει αυτοοµοιότητα υπό αλλαγή κλάµακας. 

 

Α.6.  Θεωρείστε την τυπική απεικόνιση 

                                            nn1n y2sin
2
Kxx π
π

−=+  

                                                                                                  n = 0,1,2,… 

                                            1nn1n xyy ++ +=  

 2



 

      βλ. εξ. (4.1) σελ. 120 του βιβλίου του Α. Μπούντη, «∆υναµικά Συστήµατα και Χάος»,   

     Τόµος Α’, Εκδ. Παπασωτηρίου, Αθήνα, 1995. 

      α)  Υπολογίστε τις περιοδικές τροχιές που αντιστοιχούν στους αριθµούς στροφής  

            wm= Fm / Fm+1 όπου Fm οι αριθµοί Fibonacci, Fm+1 = Fm+Fm -1, F0=1, F1=1, m≥1, και   

           µελετήστε την ευστάθειά τους. 

      β) ∆είξτε ότι καθώς Κ→ Κ* =0.971635….. οι τροχιές αυτές γίνονται ασταθείς  

          προσεγγίζοντας την αναλλοίωτη καµπύλη µε w=w*=0.6180339, η οποία «διασπάται»  

          για K>K* . 

 

Α.7. Μελετήστε το φαινόµενο µετάβασης στο χάος µέσω διπλασιασµού περιόδων για την  

       διατηρητική απεικόνιση του Hénon. 

                                                   2
nn1n rx1yx −+ −=+

                                                  n1n xy =+

      καθώς µεταβάλλεται το r. Υπολογίστε τους παγκόσµιους αριθµούς Feigenbaum δ,α και β    

     για το φαινόµενο αυτό. 

 

Α.8. Θεωρείστε µία µπάλα που αναπηδά από τα τοιχώµατα µιάς γωνίας 2θ όπως δείχνει το  

        σχήµα: 

                                                                                 α) Ορίζοντας τις µεταβλητές  
                                                                                      ,rx e y eθυ υ= ⋅   = ⋅  
                                                                                      όπου υ η ταχύτητα της µπάλας, και 
                                                                                      X = x/cosθ,   Y = y/sinθ 

                                                                                      α = tanθ,   .
)1(
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    ∆είξτε ότι οι εξισώσεις  
                                                Xn+1 = Xn - 2Yn 
                                  TA : 
                                                Yn+1 = Yn 
      και 
                                               Xn+1 = Yn – Xn – Yn+1 
                                TB : 
                                              Yn+1 = 2+2ξ(Υn – Χn)2 - 2

nY  
 

     περιγράφουν τις αναπηδήσεις της µπάλας: ΤΑ για διαδοχικές αναπηδήσεις από την ίδια  

     πλευρά και ΤΒ για αναπηδήσεις από δύο διαφορετικές πλευρές της γωνίας. 

β)  Υπολογίστε σταθερά σηµεία και µερικές τροχιές χαµηλής περιόδου του προβλήµατος και  
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       µελετήστε  την ευστάθειά τους.     

γ)   Μελετήστε τη χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος για διαφορετικές τιµές του θ στο  

      επίπεδο  Xn,  Yn. 

 

A.9.  Θεωρείστε το πρόβληµα του Fermi µιάς µπάλας κινούµενης µε σταθερή ταχύτητα  

        πάνω  σε µία ευθεία µεταξύ ενός ακίνητου και ενός ταλαντούµενου τοίχου όπως δείχνει  

        το σχήµα: 

                                                                                     α) Αν ο ταλαντούµενος τοίχος κινείται 

                                                                                         µε ταχύτητα 

                                                                                                   V(φ) = V0sin2πφ 

                                                                                         να βρεθούν οι εξισώσεις κίνησης  της 

                                                                                         µπάλας για την ταχύτητα un  της 

                                                                                         µπάλας  και τη χρονική «φάση» φn

                                                                                         µετά τη n-οστή κρούση µε τον 

                                                                                         ταλαντούµενο τοίχο. 

β) Να βρεθούν περιοδικές τροχιές του συστήµατος και να µελετηθεί η ευστάθειά τους. 

γ) Να µελετηθεί η χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος για διάφορες τιµές των παραµέτρων 

     V0, L. 

 

Β.  Μη Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις. 

 

Β.1. Θεωρείστε τον µη γραµµικό ταλαντωτή του Duffing 

                                               tcosxx2xxx 3 ωγ=+−β+

      όπου β≥0 συντελεστές τριβών και γ≥0 ο συντελεστής ενός όρου εξωτερικής  

      παραµετρικής ταλάντωσης. 

  α) Θέτοντας  β=γ=0 µελετήστε πλήρως την κίνηση του ταλαντωτή στο χώρο φάσεων  

        . Βρείτε τη διαχωριστική καµπύλη που διέρχεται από το (0,0). )x,x(

 β) Θέτοντας τώρα β=0 αλλά γ>0 µικρό, υπολογίστε τις τροχιές του συστήµατος µέσω της 

     απεικόνισης Poincaré   P : Σ→Σ όπου 

                       = Σ ,...}2,1,0k,2kt/)t(x),t(x{ kkk =       
ω
π

=      . 

    Βρείτε τη γραµµική µορφή της απεικόνισης Ρ κοντά  στο (0,0) και υπολογίστε τις ιδιοτιµές  

    και ιδιοδιανύσµατα αυτής. 
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 γ) Σχεδιάστε αριθµητικά τις διαχωριστικές καµπύλες της απεικόνισης Poincaré για  γ=0.001,  

     0.01, 0.1 και 0.5, µε β=0. Τι παρατηρείτε για τις καµπύλες αυτές σε σχέση µε τη χαοτική  

    συµπεριφορά του συστήµατος κοντά στο (0,0) της Σ;   Πώς αλλάζει η συµπεριφορά αυτή  

    όταν το β>0; 

 

Β.2.  Θεωρείστε το περιοδικώς διαταραγµένο απλό εκκρεµές µήκους L: 

                                            tcossin
L
g

ωγ=θ+θβ+θ  

        µε  β≥0 και g της σταθερά βαρύτητας. 

        Να απαντηθούν τα ίδια ερωτήµατα (α), (β), (γ) όπως στην Β.1. Πως εξαρτώνται οι  

        απαντήσεις από το L; 

 

Β.3.  Θεωρείστε το απλό εκκρεµές µε περιοδικώς µεταβαλλόµενο µήκος L(t)=L0+γcosωt, 

         0<γ<<L0

                                             0
tcosL

sing

0

 = 
ωγ+

θ
+θβ+θ  

      µε β≥0,  και g τη σταθερά βαρύτητας. Να απαντηθούν τα ίδια ερωτήµατα όπως στις Β.1.  

      και  Β.2. 

 

Β.4.  Θεωρείστε το µη γραµµικό RLC ηλεκτρικό κύκλωµα του σχήµατος, στο οποίο ένα  

                                                                                    σήµα µεγεθύνεται, υψώνεται στο 

                                                                                    τετράγωνο και επανεισέρχεται στο  

                                                                                    κύκλωµα χωρίς καθυστέρηση. Χωρίς 

                                                                                    επανείσοδο και µε Rm=0 το κύκλωµα 

                                                                                    παρουσιάζει ταλαντώσεις µε συχνότητα 

                                                                                             )
C
1

C
1(

L
1

m

 +  = ω  

                                                                                    οι οποίες, για Rm>0, τείνουν  στο µηδέν. 

 

    α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση για τη µεταβλητή U = Qm/Cm (όπου Qm  το φορτίο του  

        πυκνωτή Cm) είναι 

                                                                                (1) 2
0(U U bU cU c U Uα υ+ + + = − 2)

     όπου 
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                                            1 1, 1m m
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                                             c = (LCRCm)-1      

     υ και U σταθερές και η τελεία πάνω από ένα σύµβολο δηλώνει παραγώγιση ως προς t. 

     Κατόπιν, κάνοντας τις αλλαγές µεταβλητών: 

                                       ,bb,t~bt 2/12/1 −− α=      =     U = Α – Βx 

      µε 

                        ( )0
2

0
2

2 U41U21
2

1A υ++υ+
υ

 =  ,          0
22 U41B υ+υ = −  

     δείξτε ότι η εξίσωση κίνησης (1) γίνεται 

                                        ( ) (1 )x x x f x x xβ µ′′′ ′′ ′+ +  = = −                                         (2) 

     όπου  0
22/3 U41cb υ+=µ −  και ο τόνος  δηλώνει παραγώγιση ως προς    . t~

 

β) Να λυθεί η εξίσωση (2) ως σύστηµα µε  y=x΄,  z=y΄,  χρησιµοποιώντας µέθοδο Runge-  

    Kutta  4ης τάξης και τη µέθοδο Heun σύµφωνα µε την οποία η λύση µιάς Σ.∆.Ε.      

   dy/dt=f(y,t) διακριτοποιείται µέσω της σχέσης 

                                 )}tt),t,y(tfy(f{)t,y(f{
2
tyy iiiiiii1i ∆+ ∆++

∆
+=+  

   Να συγκριθούν τα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων. 

γ)  Να µελετηθούν τα σηµεία ισορροπίας και οι περιοδικές τροχιές του (2) ως προς την  

     ευστάθειά τους, για διαφορετικές τιµές των παραµέτρων β και µ. 

     Χρησιµοποιείστε τις τιµές υ=1.2, R=3300, C=Cm=47⋅10-9 , L=0.1, U0=4  και αλλάζετε την  

     τιµή του Rm≥50. 
 
Β.5.  Να µελετηθεί το σύστηµα εξισώσεων του Lorenz 

                                     = σ(y-x) x

                                      = ρx – zx – y y

                                = xy – βz z

       για διάφορες τιµές των παραµέτρων ρ,σ,b>0. 

       α) Να µελετηθεί η ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας για σταθερές τιµές  σ=β=1 και  

           µεταβαλλόµενο 0≤ρ<30. 

       β) Να µελετηθεί ο χαοτικός ελκυστής του Lorenz για σ=10, β=8/3 και ρ>ρc, όπου ρc το  

           σηµείο αποσταθεροποίησης των δύο σηµείων ισορροπίας. 
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            Να υπολογιστεί ο µέγιστος εκθέτης Lyapunov και η fractal διάσταση του ελκυστή για  

           ρ=28. 

       γ) Να βρεθούν ευσταθείς περιοδικές τροχιές για σ=10, β=8/3 και µεγάλες τιµές του  

           ρ≥145.  

 

Β.6.  Να µελετηθεί το σύστηµα εξισώσεων του Rössler 

                                         = -y – z x

                                  = x + αy y

                            = b + zx – cz z

       για διάφορες τιµές των παραµέτρων α,b,c>0.  

    α)  Να µελετηθεί ακολουθία περιοδικών τροχιών που οδηγεί σε χαοτική ελκυστή µέσω  

        διακλαδώσεων διπλασιασµού περιόδων. 

   β)  Θέτοντας  α=b=0.2  και  c=5.7 µελετήστε τις γεωµετρικές και δυναµικές ιδιότητες του  

        προκύπτοντος  παράξενου ελκυστή (Lyapunov εκθέτες, fractal διάσταση). 

   γ)  Εξετάστε ιδιαιτέρως την περίπτωση  c=8. Περιγράψτε την συµπεριφορά των τροχιών για  

       διαφορετικές αρχικές συνθήκες καθώς t → ∞ . 

 

B.7.  Θεωρείστε το περιορισµένο πρόβληµα 3 σωµάτων δύο µεγάλων µαζών (m1=Ήλιος,  

        m2= ∆ίας) και µία µικρής µε µοναδιαία µάζα (αστεροειδής) στο σύστηµα συντεταγ- 

        µένων ενός περιστρεφόµενου επιπέδου που δείχνουµε στο σχήµα, στο οποίο οι δύο  

        µεγάλες µάζες είναι ακίνητες. 

 

 

 

 

 

 

 

      α) ∆είξτε ότι οι εξισώσεις της κίνησης για τη µικρή µάζα στο επίπεδο αυτό είναι: 

                              2 2 3/ 2 2 2 3/

( ) ( ),
[( ) ] [( ) ]

m x n n x mx p y p q
x n y x m y 2

+ −
= +    = − −

+ + − +
 

                             2/3222/322 ]y)mx[(
ny

]y)nx[(
mypq,xqy

+−
−

++
−−=   −=  

          όπου m=m1/(m1+m2),  n=m2/(m1+m2)   και p,q οι ορµές στη x,y διεύθυνση αντιστοίχως. 
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    β)  Να βρεθούν τα 5 σηµεία ισορροπίας Li,  i=1,2,…,5 (τα λεγόµενα σηµεία Lagrange) και  

         να  µελετηθεί η ευστάθειά τους συναρτήσει των παραµέτρων m,n. ∆είξτε ότι για  

         m1/m2<0.04 τα δύο σηµεία ισορροπίας L4, L5 (στις κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου) είναι  

        ευσταθή. Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται για τον ∆ία και τον ΄Ηλιο και για τον λόγο αυτό  

        παρατηρούνται αστεροειδείς κοντά στα εν λόγω σηµεία. 

    γ) Λύνοντας  αριθµητικά τις ως άνω εξισώσεις µελετήστε τις τροχιές του συστήµατος  

        κοντά στα ευσταθή και ασταθή σηµεία ισορροπίας. 

Β.8.  Θεωρείστε το σύστηµα Σ.∆.Ε. Hénon-Heiles 

                                      =  x xy2x −−  

                                        22 yxyy +−− = 

        που προέρχεται από τη Χαµιλτονιανή 

                                       2 2 2 2 2 31 1 1( ) ( )
2 2 3

H x y x y x y y= + + + + −  = E  

      όπου  Ε η ολική (σταθερή) ενέργεια του συστήµατος. 

    α) Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας και να µελετηθεί η ευστάθειά τους. Να σχεδιαστεί σε  

         3 διαστάσεις η συνάρτηση δυναµικού 

                                         3222 y
3
1yx)yx(

2
1)y,x(V  −+ + =  

        και οι ισοδυναµικές καµπύλες στο επίπεδο x,y. 

    β) Να βρεθούν τρεις απλές περιοδικές τροχιές του συστήµατος οι οποίες είναι ισοδύναµες  

        λόγω µίας συµµετρίας της V(x,y). Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις κίνησης κοντά σε µία  

       από τις τροχιές µελετήστε την ευστάθειά της καθώς αυξάνεται η τιµή της ενέργειας  

       0≤Ε≤1/6. 

   γ) Υπολογίστε τις τοµές των τροχιών µε την επιφάνεια τιµών Poincaré 

                        ,...}2,1,0k,0)t(x,0)t(x/)t(y),t(y{ kkkk =   >   =   =Σ  

      για διάφορες τιµές του Ε. Μελετήστε την έκταση των χαοτικών περιοχών του συστήµατος  

      καθώς και η ενέργεια αυξάνεται 0 ≤ Ε ≤ 1/6. 

 

----------------------------------- 
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