OEMATA EPTAXION TOY MAOHMATOX
XAOX KAI ®PAKTAAX

IMPOX TO MAPON TA KATQOI OEMATA TTAPATIOENTAI XQPIX KAIIOIA
YXHMATA IIOY OA NIPOXTEGOYN XYNTOMA
A. Mn I'pappikég Aneikovioelg
A.1. Alveton n TpLy®VIKY] amekoOvion:
rx,, 0<x <a<1/2

T Gy asx <l
-

o) Noa peietno0v o1 TePlodIKES TPOYLES TG KOt 1] EVOTADELN TOLG GVVAPTIGEL TOV
TapopéTpov r, o, yio. 0 <r < 1/a.
B) Na peremnBei n Y0OTIKN GUUTEPIPOPA TOL GLGTHUATOG GLVAPTHGEL TOV o Yo 0 <1 < 1/
v) Oétovtag r>1/a peleTote 10 GHVOLO TV oNUEIOY TTOL dev drapevyovy Toté amd To [0,1],
ypnoporolmvtog pnedddovg and to Kepdrato 5 tov Bifiiov tov A. Mrovvin, «Avvopukd

Yvotuoto kot Xaog», Topog A’, Exd. [Tamacwtnpiov, Adnva, 1995.

A.2. o) Na BpeBolv o1 E10DGELG TOV TEPLYPAPOVV TIG KPOVGELS LAG UTAAOS LLE TOL
CTOYYOUOTOY TNG KAEIGTNG KAUTOANG VOG umiAdpdoov r=r(¢). O1 kpovoelg Bewpodvrtal

EMIOTIKES KO TEPLYPAPOVTOL OO TIC YOVIES ((Pn,0n) OTTWG OETYVEL TO GYTLLOL.

B) Na BpeBovv meplodikég Tpoyég Kot va.
peietn0etl n evotddeld Tovg av N r = r(e)

moploTavel pio EAAEY.

v) Na peketnBei 1 éKT00M TOV YOOTIKOV TEPLOYDV KAODG TO UTIAMAPOO TEIVEL VO TTAPEL TO

oynua Tov «otadiovy (petald 2 nuikvkAiov kot 2 TapdAAniov evdeldv).

A.3. o) Na BpeBovv o1 e§lomoelg kivnong Hag UTaAag Tov avamndd amd Eva eninedo Kabmg
Av10 gKkTELEl KATAKOPLPES TOAAVTIMGELS TNG LOPONS Y = Psinmt.
YroBétovpe 611 0<B<<h,, 6mov h, Ta VYN 6T OTOlCL VO OE M PTAA KoL OTL Ot
Kpovoels yivovtal pe éva ouviedeot ovakAaong 0<a<l.
B) Na BpeBovv meplodikég Tpoylég TOL GLGTNUATOG Kol va. peAetnBel 1 evotdBerd Tovg

GLVOPTNGEL TNG TOPAUETPOV O.



v) No peden0el n 00Tk CLUTEPIPOPE TOL GLOTHLATOS KAOMG ALEAVETOL 1] TIU TOL .
O¢tovtag o=1, propeite va Ppeite tpoylég yia T1g omoieg n TodTNTO TG HITAAOS

ALEAVEL OTEPLOPIOTAL

A.4. TornoBeteiote tpeig diokovg akrtivag /2 ota onueia (1,1), (-1,1) ko (0,L) tov emmédov
(X,y) Ommg deiyvel TO oYU, LE

L>~/3+1.

a) Exto&evovrag pio pmdia ond onueio b
10V G&ova TV X kKaBETmg Tpog Ta
endvo (ot y>0 devBovvon), Ppeite ™
yovia o=u(b) (0¢ mpog oprlovtia
Katevbuvon) pe v omoia N puwdAa
amopaKpOVETUL Kot 0md Tovg 3 dickovg
(o1 kpovoEelg BewpovvTaL EAACTIKEG Kol
N taxvTo TG UrdAag otadep)).

B) Meketote T cvvaptnon o=a(b) kot deiETe OTL VILAPYOLY TEPLOYES TIUMV TOL b dTov AV

éxet fractal dopn. [ldg aAraler n a=a(b) xabbg petafdrietar to L; .

A.S. 0) Ocwpelote TNV ATEKOVIOT TOV «KKOKAOLY

0,,=0,+Q- £sin 2m0,
2n

Kot Aote v "Acknon 4.8 tov Bipriov Tov A. Mmovvn, «Avvouikd XvoTHpaTo Kot XAy,
Toépog A’, Exd. ITamacwtmmpiov, Adnva, 1995 (BA. map. 4.5).
B) Yroloyiote pepikéc amd T1g peyorlvtepes «yAwooeg tov Arnol’dy, oto eninedo (K.Q)
BA. Zynua 4.16 Tov Bipriov).
v) Ymoloyiote pepikd «oKOAOTATION A TN «OKAAN TOV dtaBOA0LY» ToL Zynuatoc 4.17
tov Bipriov. [Tictomoeiote oyetkd amoteléopata e PifAtoypagiog, cOLPOVO LE TO

omoia 1 «GKAAM» aVT ToPOVGLALEL AVTOOUOIOTNTO VIO OAANYY] KAALOKOGC.

A.6. OcwpeioTe TNV TLTIKN OTEIKOVIOT

K .
X, =X, ———sin2mny,
2n

n=0,1,2,...

yn+l = Yn + Xn+1



BA. €€. (4.1) oeh. 120 tov PBpAiov tov A. Mmovvn, «Avvapikd Zvotiuoto Kot XAooy,
Toépog A’, Exd. [anacwotpiov, ABfva, 1995.
o) Ymoloylote TiG TEPLOIKES TPOYIESG TTOV AVTIGTOLYOVV GTOVS OPLOLOVS GTPOPT|G
W= Fm / Fit1 0mov Fyy, ot apiBpot Fibonacci, Fiyy = Fyt+Fi -1, Fo=1, F1=1, m>1, kot
HeAETNOTE TNV VOTADELD TOVG.
B) Aci&re 011 koBg K— K+ =0.971635..... o1 tpoyéc avtég yivovtat aoctadeig
npoceyyilovtog TNV avaAAOIMTN KOUTOAN HE w=w =0.6180339, N omoio «O1oTATO)

vy K>Kx .

A.7. MeletoTE TO QOVOUEVO HETAPAONG OTO XAOG HEGH SIMAACIAUGILOV TEPLOOWV Y10, TNV

dtnpnrikn anekdvion tov Hénon.

X, y=-Yy, +1-1x’

n+l
YH+1 = Xn
kaBmg petapdiietor to r. Yroloyiote Tovg ToykOGHovg aptBpovg Feigenbaum 6,0 ko B

Y10 TO PAVOUEVO OVTO.

A.8. Ocwpeiote plo pndro mov avarndd omd ta toryydpaTe tas yoviag 20 6mwg detyvet To
GyMo:
a) Opilovtag Tig petafAntég
x=v-g, y=|v-g|

OOV L 1 TOYVTNTA TG UTAANG, KO
X =x/cosh, Y =y/sinf

2
a=tanf, &= 1—022.
I+a7)
Agi&te 011 01 e€loDoELg
Xn+1 = Xn - 2Yn
TA .
Yn-%—l = Yn
Ko
Xn+1 = Yn - Xn - Yn+1
TB .

Yor1 = 242E(Yo — Xo) - Y.

TEPLYPAPOVV TIG AVATNINGELS TNG UAAOG: Ta Yo S1000YIKEG VAN ONGELG Ao TNV 1010
mhevpd ko Ty yio avamnoncelg amd dV0 SOPOPETIKES TAEVPES TNG YOVIOG.

B) Ymoloyiote otabepd onueio Kot LePIKES TPOYLES YOUNANG TEPLOOOV TOL TPOPANLOTOG Kot



HUEAETNOTE TNV €VOTAOELD TOVG.

v) Melemote T YOOTIKY] GUUTEPLPOPE TOV GLGTHILOTOG Y10 SLUPOPETIKES TIUES TOV B GTO

eninedo X, Yo

A.9. Bcswpeiote To TPOPANU Tov Fermi pidc pmdiog Kivovpuevng pe otabepn toydtnra
mhveo oe pio evbelo peTa&d evog axivnTov Kot EVOG TOANVTOOUEVOL TOlXOV OTTMG delyvel
TO GYN UL
o) AV 0 TaAAVTOOLEVOG TOTYOG KIveiTol
HE TayvTNTO
V(@) = Vosin2ne
va Bpebovv o1 e&lomaoelg kivnong g
UITAAOG YLl TNV TOYOTNTO Uy TNG
UTTAAOG KOL TN (POVIKT «PACT» Op
LETA TN N-0GTN KPOVGN LE TOV
TOAQVTOOULEVO TOTYO.
B) Na Bpebovv meplodikég Tpoyl€g TOL GLGTNUATOG Kot Vo, LeAetn el 1 evoTAOELd TOVG.

v) No pedetnfel n y00TIKN GUUTEPIPOPE TOL GLGTHLATOG Y10, SIAPOPES TILES TMV TOPAUETPOV
Vo, L.

B. Mn I'papuikég Avagopikég E€lomoerc.

B.1. Ocwpeiote TOV Un ypopuko tolavtmt) tov Duffing
X +BX — X +2x° =yx cos ot
omov >0 cuvtedeotés TPPOV Kot Y=0 0 GVVTEAEGTNG EVOC OpOL EEMTEPIKTG
TOPOUETPIKNG TOAAVTOONG.
a) @étovioag PB=y=0 pehetnote TANPOS TNV KIvoT TOL TAAAVIMTI GTO YDOPO PACEDV
(x,X) . Bpeite ) dwywprotiky kapmdAn mov dépyeton and to (0,0).
B) ®¢étovtag topa f=0 aArd y>0 piKpo, VTOAOYIGTE TIG TPOYLEG TOL GLGTIUATOS LECH TNG

aneikoviong Poincaré P : X—X 6mov
2
S= {x(t), X(t,) / t, =k=5,  k=0,1,2,..}.
®

Bpeite ) ypoappukn popen g ansikdviong P kovtd oto (0,0) ko vworoyiote Tig 1010TIESG

KOl 1010310VOC LOTOL OV TNG.



v) Zxed1dote aplOunTIKd T1G S MPLOTIKEG KOUTOAESC TG omekoviong Poincaré yioo y=0.001,
0.01, 0.1 ko 0.5, pe B=0. Tt mapanpeite yro 11 KAUTOAES OVTEG GE GYEOT LLE TN XOOTIKT
ouumepLpopd Tov cvotiratog kovtd oto (0,0) e X; Ilhg aAlalel  cuUTEPIPOPA CLTY|

otav 1o >0;

B.2. Ocwpeiote 10 TEPLOOIKADS droTOPAYUEVO OTTAO EKKPENES PKovs L:
é+[39+%sin9:ycosoot

pue PB=0 ko g g otabepd PapvnTog.

Na aravimBovv ta idwo epotiuata (a), (B), (v) 6nwg oty B.1. Ilog eaptdvtot o

amavtnoels omd to L;

B.3. OQcwpeiote 10 amAd eKKpeUES e TEPLOOKAOG peTafarlopevo punkog L(t)=Lo+ycosmt,
0<y<<L,

Gepos &0 g
L, +ycoswt

pe B=0, ko g ) otabepd Papvmrac. Na amavinbobvv ta idlo epotipate 6nwg otic B.1.
kot B.2.

B.4. Ocwpeiote 10 pun ypappkd RLC niektpicd kOKA®Lo Tov GYNUATOS, 6TO 0Toio Eva
onua peyefHveTal, VYMOVETAL GTO
TETPAYOVO KO ETAVEIGEPYETOL GTO
KOKAO N yopig kaBvotépnon. Xwpig
enaveicodo kot pe Ry=0 to xuxAmpa

TAPOVGLALEL TOAUVTIMGELS LLE CLYVOTNTA

1,1 1
o=_|—(—+—
\/L(cm ¢

ot omoieg, Yo R,>0, teivouv 610 pndév.

a) Na deryBet 6T 1 e€icmon yo ™ petapint) U = Qn/Cp (6mov Qn t0 opTtio Tov
mokvet Cp) elval
U+aU +bU +cU =cv’(U -U,) (1)

Omov



a :RLCJr%’ b:LLC(1+%+C%J
¢ =(LCRCp)”
v kot U otoBepég ko n tereio mhve and évo cOpufolo OnAdOVEL Topay@YIon G Tpog t.
Koatomy, kdvovtag tig ahdayég petafAntav:
t=b""?1, b=ab™?, U=A-Bx

ue

A:212 (1+202U0+1/1+402U0), B=v2,/1+40U,

L
dei&te 0TL M e€lomon kivnong (1) yiveran
X"+ X"+ X = f(X)= ux(1-X) ()

~

omov p=cb?{1+40°U, koo 16vog dnAdVEL TapaydYIon OC TPOg T .

B) Na Avbei n e€icmon (2) og chomuo pe y=x', z=y’, ypnolpwonoiwvrag pébodo Runge-
Kutta 4" 1d&ng kot ™ pébodo Heun cdugovo pe v omoia  Avon pde X.AE.
dy/dt=f(y,t) daxprromoteital pEcw g oxEomg

At
Y =Yi ?{f(}’p t;) +{f(y; + Atf(y;,t;), t; + At)}

Noa cvykp10oOV To amoTEAEG AT T®V OVO PEBOSMV.
v) No peremnBovv ta onpeia iIoppomiog Kot o1 TEPLOSIKES TPOYLES TOL (2) ™G TPOG TNV
EVOTAOELL TOVG, Y10 SLUPOPETIKES TIUES TOV TOPAUETPOV B Ko L.
Xpnowonoteiote Tic Tipés v=1.2, R=3300, C=C,=47-107 , L=0.1, Us=4 xat aAAGLeTE TNV
Tun Tov R, >50.

B.5. Noa peietnel to ovompa e§lodcewv tov Lorenz

% = o(y-x)
y =pXx—zx-y
z =Xy-—Pz

Yo O16POPES TIUEG TOV TAPAUETP®VY p,G,b>0.

o) No peretn0el n evotdbeta tov onpeiomv wooppomiog Yo otabepes Tipég o=P=1 ko

petaforidpevo 0<p<30.
B) Na pedetnBet o yaotikdg ehvotig tov Lorenz yia 6=10, f=8/3 kot p>pc, 61oL p. 1O

onpeio amoctadeponoinong Twv 600 onuei®V 1GOPPOTiaG.



Noa vroAoyiotel o péytotog exfétng Lyapunov kon 1 fractal didiotacn tov ehkvot Y

p=28.
v) Na BpeBovv gvatabeic meproducég tpoytés yio 0=10, B=8/3 kot peydieg Tipég Tov

p=145,

B.6. Noa peietn0ei 1o ovotpa eElomoewv Tov Rossler
X =-y—7Z
y=x+ay
z=b+zx—cz
Y10 SIAPOPES TIES TOV TAPAUETPOV a,b,c>0.
a) No peretn0el axorlovBio TEPLOSIKOV TPOYUDY TOL 0ONYEL O YOOTIKT EAKVOTH HEC®
SKAAOMGE®MV SITANGLOG 0D TEPLOOMV.
B) Oétovtag a=b=0.2 kot c=5.7 HEAETNOTE TIC YEMUETPIKES Kol SOUVOUIKES 1O10TNTEG TOV
wpokvTTOVTog mopdcevov elkvot (Lyapunov ekbétec, fractal didotaon).
v) E&etdote diantépwg v mepintmon ¢=8. [leptypayte TV COUTEPIPOPE TOV TPOYUDY Yo

SLUPOPETIKEG OPYIKES cLVONKES KOODS t — 00 .

B.7. Ocwpeiote 10 mepropiopévo mpoPAnpa 3 copdtov 6vo peydimv palov (m;=HAwog,
my= Alog) kot pio pikpng pe povadtaio pala (aoTePOELONG) GTO GVGTNILO CLUVTETAY-

HEVAOV VOGS TEPIGTPEPOLEVOL ETITEOOV TOV SETYVOVLE GTO GYNILO, GTO 0TO{0 01 dVO

peydieg paleg etval axivnreg.

o) Agi&te Ot 01 €E1I0MOELG TNG Kivnong Yo T pikpn pala 6to eminedo avtd givar:

. D m(X+ n) B n(xX—m)
P P ey ey T e my T

y=4q-X, q=-p- > - 7
’ [(x+0)” +y* 7" [(x-m)* +y’]

3/2

omov m=m;/(m;+m;), n=my/(m;+my) Kot p,q o1 0prEG 0N X,y O1evBuVoN avTIGTOTY WG,



B) Na Bpebovv ta 5 onueia woppomiag L, 1i=1,2,...,5 (ta Aeyopeva onueio Lagrange) ko
va peretnBel 1 votdbeld toug cuvapToel TV Tapapétpov myn. AgiEte 6T Yo
m;/m,<0.04 ta 0o onueia woppomiog La, Ls (0TIG KOpLOES 1IG0TAEDPOL TPLY®VOL) Elvarn
evotadn. H cuvOnkn avtr| woavoroteiton yio tov Al ko tov "HAo kat yio tov Adyo ovtd
TOPOTPOVVTOL AOTEPOELDEIC KOVTA GTA €V AOY® OMUEiaL.

v) Abvovtag apluntikd Tig g Avem £EI0MGELS LEAETNOTE TIG TPOYIEG TOL GUGTHLLOTOG

Kovtd ota evoTadn Kot aotadn onpeia twwoppomio.

B.8. Ocwpeiote 10 svotua X.A.E. Hénon-Heiles

X = —Xx—-2xy
y=—y-x"+y’

OV TTPOEPYETOAL O TN XOUIATOVIOVT
1 1 1
H==(+y)+=(X+y)+Xy-—y =E
2( y) 2( y)+Xxy Y

omov E n olkn| (otaBepn)) evépyela TOL GLGTNUOTOC.
a) Na Bpebovv ta onueio 1coppomiog Kot va peretnei n evotdberd tovg. Na oyedlactel oe
3 dwnuotdoelg n cuvapTNoN dVVOLKOD
V(x,y) =%(X2 +y*)+ Xzy—%f
K0l Ol 1600VVOUIKES KAUTVAEG GTO EMIMEDO X,V .
B) Na Bpebovv tpeig amdéc Teplodikéc TPOYLES TOV GLGTILLUTOG Ol OTTOiES Eival 1IGOSVVAES
AOY® piag coppetpiog g V(X,y). OlokAnpdvovtog Tig e£loMoElg Kiviong Kovtd o€ pia
amd TIG TPOYIEG LEAETHOTE TNV €VGTADELL TG KAOMDG ALEAVETOL 1 TN TNG EVEPYELOG
0<E<1/6.
v) Yoloyiote TIC TOUES TV TPOYUDV LE TNV EMEAvVELN TIUdV Poincaré
2={y(t,), y(t,)/x(t,)=0, x(t,)>0, k=0,L2,...}
v d1apopec TiéG Tov E. Medetote TV £KTOON TOV YOOTIKMV TEPLOYMY TOV GUGTIIATOG

KkaBmg ka1 evépyela av&dvetor 0 < E < 1/6.




