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Ορισµός ∆ιαστήµατος Εµπιστοσύνης (∆.Ε.)

Αν T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις µε
T1 < T2, τότε το τυχαίο διάστηµα [T1(X

˜
), T2(X

˜
)] ονοµάζεται διάστηµα

εµπιστοσύνης (∆.Ε.) για την παραµετρική συνάρτηση g(θ) µε συντελεστή
εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1− a)%, αν

Pθ(T1(X
˜

) ≤ g(θ) ≤ T2(X
˜

)) = 1− a , ∀ θ ∈ Θ.
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΄Ενας κανονικός πληθυσµός

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ, σ2).

∆.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1− a)%-∆ιασπορά γνωστή[
X̄ − za/2

σ√
n
, X̄ + za/2

σ√
n

]

∆.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1− a)%-∆ιασπορά άγνωστη[
X̄ − tn−1,a/2

S√
n
, X̄ + tn−1,a/2

S√
n

]

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2
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΄Ενας κανονικός πληθυσµός
X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ, σ2).

∆.Ε. για τη διασπορά µε σ.ε. 100(1− a)%-µέση τιµή γνωστή
n∑

i=1

(Xi − µ)2

X 2
n,a/2

,

n∑
i=1

(Xi − µ)2

X 2
n,1−a/2


∆.Ε. για την διασπορά µε σ.ε. 100(1− a)%-µέση τιµή άγνωστη

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

X 2
n−1,a/2

,

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

X 2
n−1,1−a/2


X̄ =

1
n

n∑
i=1

Xi

Κ. Πετρόπουλος, Στατιστική Συµπερασµατολογία ΙΙ
∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΑΝΩ ΄Η ΚΑΤΩ ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ



∆ύο κανονικοί ανεξάρτητοι πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1).

Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2).

∆.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1− a)%-∆ιασπορές γνωστές[
X̄ − Ȳ − za/2

√
σ2

1

n
+
σ2

2

m
, X̄ − Ȳ + za/2

√
σ2

1

n
+
σ2

2

m

]

∆.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1− a)%-∆ιασπορές άγνωστες (σ2
1 = σ2

2 )[
X̄ − Ȳ − tn+m−2,a/2Sp

√
1
n

+
1
m
, X̄ − Ȳ + tn+m−2,a/2Sp

√
1
n

+
1
m

]

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

S2
p =

(n − 1)S2
1 + (m − 1)S2

2

n + m − 2
, S2

1 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, S2

2 =
1

m − 1

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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∆ύο κανονικοί ανεξάρτητοι πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1).

Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2).

∆.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 100(1− a)%-µέσες τιµές γνωστές[

1
Fn,m,a/2

σ̂2
1

σ̂2
2
,

1
Fn,m,1−a/2

σ̂2
1

σ̂2
2

]

∆.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 100(1− a)%-µέσες τιµές άγνωστες[

1
Fn−1,m−1,a/2

S2
1

S2
2
,

1
Fn−1,m−1,1−a/2

S2
1

S2
2

]

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

S2
1 =

1
n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, S2

2 =
1

m − 1

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2

σ̂2
1 =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, σ̂2

2 =
1
m

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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Ασυµπτωτικά ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης (Α.∆.Ε.) - ΄Ενας
πληθυσµός

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή, µε EX = µ

Α.∆.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1− a)%[
X̄ − za/2

σ̂√
n
, X̄ + za/2

σ̂√
n

]

Εφαρµογή: Α.∆.Ε. για το ποσοστό µε σ.ε. 100(1− a)%[
X̄ − za/2

√
X̄(1− X̄)

n
, X̄ + za/2

√
X̄(1− X̄)

n

]

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi
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Ασυµπτωτικά ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης (Α.∆.Ε.) - ∆ύο
πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή µε EX = µ1.
Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή µε EY = µ2.

Α.∆.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1− a)%[
X̄ − Ȳ − za/2

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m
, X̄ − Ȳ + za/2

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m

]

Εφαρµογή: Α.∆.Ε. για τη διαφορά των ποσοστών µε σ.ε. 100(1− a)%X̄ − Ȳ − za/2

√
X̄(1− X̄)

n
+

Ȳ (1− Ȳ )

m
, X̄ − Ȳ + za/2

√
X̄(1− X̄)

n
+

Ȳ (1− Ȳ )

m



X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

σ̂2
1 =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, σ̂2

2 =
1
m

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 1
X : µετράει την επιφάνεια που καλύφθηκε από το χρώµα των κουτιών,

X1, . . . ,X12 τυχαίο δείγµα ∼ N (µ, σ2)[
X̄ − tn−1,a/2

S√
n
, X̄ + tn−1,a/2

S√
n

]
X̄ = 65 , s = 3 , n = 12 , 1− a = 0.9 , t11,0.05 = 1.796

(63.44 , 66.56)
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 2
X : µετράει το πλήθος των ατόµων που δήλωσαν προτίµηση στα τσιγάρα
τύπου Α.

X1, . . . ,X500 τυχαίο δείγµα ∼ B(1, p)[
X̄ − za/2

√
X̄(1− X̄)

n
, X̄ + za/2

√
X̄(1− X̄)

n

]

X̄ =
311
500

, n = 500 , 1− a = 0.95 , z0.025 = 1.96

(0.58 , 0.66)
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 3
X : µετράει το ϐάρος του πακέτου από την παραγωγή M1
Y : µετράει το ϐάρος του πακέτου από την παραγωγή M2

X1, . . . ,X8 τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1)

Y1, . . . ,Y7 τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2)

Ερώτηµα: Υπάρχει ισότητα διασπορών ;
ΝΑΙ 99K

[
X̄ − Ȳ − tn+m−2,a/2Sp

√
1
n

+
1
m
, X̄ − Ȳ + tn+m−2,a/2Sp

√
1
n

+
1
m

]

ΟΧΙ 99K

X̄ − Ȳ − za/2

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m
, X̄ − Ȳ + za/2

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m


x̄ = 94.3 , ȳ = 85.7 , s2

1 = 5.7 , s2
2 = 6.2 , n = 8 , m = 7 , 1− a = 0.95 ,

t13,0.025 = 2.16 , z0.025 = 1.96

(5.88 , 11.32) (6.3 , 10.9)
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 4
Y1 : µετράει την τιµή κλεισίµατος της 1ης µετοχής
Y2 : µετράει την τιµή κλεισίµατος της 2ης µετοχής

Y11, . . . ,Y1,16 τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1)

Y21, . . . ,Y2,16 τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2)[

1
Fn−1,m−1,a/2

S2
1

S2
2
,

1
Fn−1,m−1,1−a/2

S2
1

S2
2

]
s2

1 = 1.54 , s2
2 = 2.96 , n = 16 , m = 16 , 1− a = 0.9

F15,15,0.05 = 2.4 , F15,15,0.95 =
1

F15,15,0.05
=

1
2.40

= 0.417

(0.216 , 1.248)
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Ορισµός ΄Ανω Φράγµα Εµπιστοσύνης (Α.Φ.Ε.) και Κάτω
Φράγµα Εµπιστοσύνης (Κ.Φ.Ε.)

΄Εστω T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις. Αν,

Pθ(T1(X
˜

) ≤ g(θ)) = 1− a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T1(X
˜

) ονοµάζεται κάτω ϕράγµα (Κ.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή
εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1− a)%. Ενώ, αν

Pθ(g(θ) ≤ T2(X
˜

)) = 1− a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T2(X
˜

) ονοµάζεται άνω ϕράγµα (Α.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή
εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1− a)%.
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΄Ενας κανονικός πληθυσµός

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ, σ2).

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1 − a)%-∆ιασπορά γνωστή

X̄ − za
σ√
n
 Κ.Φ.Ε. X̄ + za

σ√
n
 Α.Φ.Ε.

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1 − a)%-∆ιασπορά άγνωστη

X̄ − tn−1,a
S√
n
 Κ.Φ.Ε. X̄ + tn−1,a

S√
n
 Α.Φ.Ε.

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2
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∆ύο κανονικοί ανεξάρτητοι πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1).

Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2).

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1 − a)%-∆ιασπορές γνωστές

X̄ − Ȳ − za

√
σ2

1

n
+
σ2

2

m
 Κ.Φ.Ε. X̄ − Ȳ + za

√
σ2

1

n
+
σ2

2

m
 Α.Φ.Ε.

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1 − a)%-∆ιασπορές άγνωστες

X̄ − Ȳ − tn+m−2,aSp

√
1
n

+
1
m
 Κ.Φ.Ε.

X̄ − Ȳ + tn+m−2,aSp

√
1
n

+
1
m
 Α.Φ.Ε.

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

S2
p =

(n − 1)S2
1 + (m − 1)S2

2

n + m − 2
, S2

1 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, S2

2 =
1

m − 1

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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∆ύο κανονικοί ανεξάρτητοι πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα ∼ N (µ1, σ
2
1).

Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα ∼ N (µ2, σ
2
2).

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 100(1 − a)%-µέσες τιµές γνωστές

1
Fn,m,a

σ̂2
1

σ̂2
2
 Κ.Φ.Ε.

1
Fn,m,1−a

σ̂2
1

σ̂2
2
 Α.Φ.Ε.

Α.Φ.Ε. και Κ.Φ.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 100(1 − a)%-µέσες τιµές άγνωστες

1
Fn−1,m−1,a

S2
1

S2
2
 Κ.Φ.Ε.

1
Fn−1,m−1,1−a

S2
1

S2
2
 Α.Φ.Ε.

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

S2
1 =

1
n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, S2

2 =
1

m − 1

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2

σ̂2
1 =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, σ̂2

2 =
1
m

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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Ορισµός Ασυµπτωτικό ΄Ανω Φράγµα Εµπιστοσύνης
(Α.Α.Φ.Ε.) και Ασυµπτωτικό Κάτω Φράγµα
Εµπιστοσύνης (Α.Κ.Φ.Ε.)

΄Εστω T1,n = T1,n(X
˜

) και T2,n = T2,n(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις.
Αν,

lim
n→+∞

Pθ(T1,n(X
˜

) ≤ g(θ)) = 1− a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T1,n(X
˜

) ονοµάζεται Ασυµπτωτικό Κάτω Φράγµα (Α.Κ.Φ.) για την
g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1− a)%. Ενώ, αν

lim
n→+∞

Pθ(g(θ) ≤ T2,n(X
˜

)) = 1− a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T2,n(X
˜

) ονοµάζεται Ασυµπτωτικό ΄Ανω Φράγµα (Α.Α.Φ.) για την
g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1− a)%.
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Ασυµπτωτικά Κάτω Φράγµα και ΄Ανω Φράγµα
Εµπιστοσύνης (Α.Α.Φ.Ε.–Α.Κ.Φ.Ε.) - ΄Ενας πληθυσµός

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή, µε EX = µ

Α.Α.Φ.Ε. και Α.Κ.Φ.Ε. για την µέση τιµή µε σ.ε. 100(1 − a)%

X̄ − za
σ̂√
n
 Κ.Φ.Ε. X̄ + za

σ̂√
n
 Α.Φ.Ε.

Εφαρµογή: Α.Α.Φ.Ε. και Α.Κ.Φ.Ε. για το ποσοστό µε σ.ε. 100(1 − a)%

X̄ − za

√
X̄(1− X̄)

n
 Κ.Φ.Ε. X̄ + za

√
X̄(1− X̄)

n
 Α.Φ.Ε.

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi
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Ασυµπτωτικά Κάτω Φράγµα και ΄Ανω Φράγµα
Εµπιστοσύνης (Α.Α.Φ.Ε.–Α.Κ.Φ.Ε.) - ∆ύο πληθυσµοί

X1,X2, . . . ,Xn τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή µε EX = µ1.
Y1,Y2, . . . ,Ym τυχαίο δείγµα από άγνωστη κατανοµή µε EY = µ2.

Α.Α.Φ.Ε. και Α.Κ.Φ.Ε. για το µ1 − µ2 µε σ.ε. 100(1 − a)%

X̄ − Ȳ − za

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m
 Κ.Φ.Ε. X̄ − Ȳ + za

√
σ̂2

1

n
+
σ̂2

2

m
 Α.Φ.Ε.

Εφαρµογή: Α.Α.Φ.Ε. και Α.Κ.Φ.Ε. για τη διαφορά των ποσοστών µε σ.ε.
100(1 − a)%

X̄ − Ȳ − za

√
X̄(1− X̄)

n
+

Ȳ (1− Ȳ )

m
 Κ.Φ.Ε.

X̄ − Ȳ + za

√
X̄(1− X̄)

n
+

Ȳ (1− Ȳ )

m
 Α.Φ.Ε.

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , Ȳ =
1
m

n∑
i=1

Yi

σ̂2
1 =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2, σ̂2

2 =
1
m

m∑
i=1

(Yi − Ȳ )
2
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