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ΜΑΘΗΜΑ 2 

STONE - WEIERSTRASS 
Ανασκόπηση κύριων σηµείων της διδασκαλίας 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Σε κάθε συνάρτηση     f ∈C([a,b],)  προσαρτάται η πολυωνυµική ακολουθία Bernstein: 

  
Bn( f )(x) = f (i/n)Bn,i(x)

i=1

n

∑  

όπου 

  
Bn,i(x) = Cn

i xi(1− x)n−i ,    n∈ . 

 

Ø Θεώρηµα Bernstein-Weierstrass: 

• Αν     f ∈C([a,b],)  τότε 
  
Lim
n→∞

Bn( f )(x) = f (x)  και η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη. 

• Αν     f ∈C1([a,b],)  τότε 
  
Lim
n→∞

′Bn( f )(x) = ′f (x)  και η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη. 

Ερώτηµα 1. Εξηγείστε το πώς κατασκευάζεται η πολυωνυµική ακολουθία Bernstein   Bn( f ) ,  n∈ .  

Ερώτηµα 2. Ποια είναι τα κύρια σηµεία της απόδειξης του θεωρήµατος Bernstein-Weierstrass; 

Ερώτηµα 3. Κατασκευάστε την πολυωνυµική ακολουθία Bernstein στις περιπτώσεις: 

(i)     f (x) = x , x ∈[0,1] ,        (ii)      f (x) = | x | , x ∈[−1,+1] , 

(iii)     f (x) = e− x2
, x ∈[−1,+1] ,        (iv)      f (x) = 1/ (x2+1) , x ∈[−1,+1] . 

 



 2 

Ø Θεώρηµα Stone-Weierstrass I (πραγµατική εκδοχή) : 

Έστω Κ συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου Ε και 

   A ⊆ C(K,) . 

Αν το A έχει δοµή πραγµατικής άλγεβρας (:    f ,g ∈A , λ ∈ ⇒ f + g , f .g , λ f ∈A ) 

τότε οι ακόλουθες συνθήκες: 

(ι)     ∀x ∈K, ∃ f ∈A : f (x) ≠ 0 ,     (ιι)     x, ′x ∈K, x ≠ ′x ⇒ ∃ f ∈A : f (x) ≠ f ( ′x )  

διασφαλίζουν (και αντίστροφα) ότι για την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης ισχύει: 

   A = C(K,) . 

Ερώτηµα 4. Ερµηνεύστε τις συνθήκες (ι) και (ιι) στην περίπτωση    K= [a,b]⊂  . 

Ερώτηµα 5. Διαπιστώστε ότι η συνθήκη (ι) πληρούται πάντα όταν η άλγεβρα A είναι µοναδιαία. 

Ερώτηµα 6. Εξετάστε αν οι µοναδιαίες άλγεβρες A πληρούν πάντα τη συνθήκη (ιι). 

Ερώτηµα 7. Εξετάστε την περίπτωση της άλγεβρας των πολυωνύµων    A = P([a,b],)⊆ C([a,b],) . 

Ερώτηµα 8. Διαπιστώστε ότι από το θεώρηµα αυτό απορρέει το θεώρηµα του Weierstrass του 1885. 

Ερώτηµα 9. Δώστε και άλλα παραδείγµατα αλγεβρών A που πληρούν τις συνθήκες (ι) και (ιι). 

Ερώτηµα 10. Ποια είναι τα κύρια σηµεία της απόδειξης του θεωρήµατος Stone-Weierstrass I ; 

 
Ø Θεώρηµα Stone-Weierstrass II (µιγαδική εκδοχή) : 

Έστω Κ συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου Ε και 

   A ⊆ C(K,) . 

Αν το A έχει δοµή µιγαδικής άλγεβρας (:    f ,g ∈A , λ ∈ ⇒ f + g , f .g , λ f ) 

τότε οι ακόλουθες συνθήκες: 

(ι)    ∀x ∈K, ∃ f ∈A : f (x) ≠ 0 ,  (ιι)    x, ′x ∈K, x ≠ ′x ⇒ ∃ f ∈A : f (x) ≠ f ( ′x ) ,  (ιιι)  f ∈A ⇒ f ∈A  

διασφαλίζουν (και αντίστροφα) ότι για την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης ισχύει: 

   A = C(K,) . 

Ερώτηµα 11. Το θεώρηµα Stone-Weierstrass I απορρέει από το θεώρηµα Stone-Weierstrass II ; 

Ερώτηµα 12. Ποια είναι τα κύρια σηµεία της απόδειξης του θεωρήµατος Stone-Weierstrass II ; 

Ερώτηµα 13. Εξετάστε την περίπτωση της άλγεβρας των µιγαδικών πολυωνύµων: 

   A = P(K,)⊆ C(K,)  όπου 
   
K = z ∈ / | z |≤1{ } . 

Ερώτηµα 14. Εξετάστε στην περίπτωση    K= S1 ⊂   την άλγεβρα: 

     
A = cke

ikt / ck∈, n∈
k=−n

k=+n

∑⎧⎨⎪
⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⊆ C(S1,) . 

Ερώτηµα 15. Συµπεράνατε ότι κάθε συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση    f :→  αποτελεί  
                       όριο οµοιόµορφης σύγκλισης µιας ακολουθίας τριγωνοµετρικών πολυωνύµων: 

   
Tn(t) = ao + ak coskt

k=1

n

∑ + bk sin kt
k=1

n

∑ , n∈ . 


