
 1 

  
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Ακαδηµαϊκό έτος 2013-14 
 

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΟ ΜΑΘΗΜΑ 

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 
Καθηγητής: Σ. Πνευµατικός 

 
ΜΑΘΗΜΑ 3 

SPLINE FUNCTIONS 
Ανασκόπηση κύριων σηµείων της διδασκαλίας 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΜΙΑΣ ΚΑΜΠΎΛΗΣ 

Η αναζήτηση αλγορίθµων για την προσέγγιση µιας οποιασδήποτε καµπύλης από µια κατά τµήµατα πολυωνυµική 
καµπύλη αποτέλεσε σε διάφορες εκφάνσεις πηγή προβληµατισµού των µαθηµατικών εδώ και πολλούς αιώνες. 
Τις πρόσφατες δεκαετίες, το ζήτηµα αυτό αναδείχτηκε µείζονος σηµασίας στο πεδίο της Πληροφορικής και των 
Εφαρµογών. Η Αριθµητική Ανάλυση, έχει θέσει στη διάθεσή µας πολλές µεθόδους πολυωνυµικών παρεµβολών, 
αλλά εδώ θα σταθούµε στις παρεµβολές τύπου spline που πραγµατοποιούνται µε τα στοιχεία του χώρου: 

     
Sm(Δn ) = s∈Cm−1([a,b],) / s | [xi ,xi+1]∈Pm[], i = 0,..., n − 1{ } ,      dimSm(Δn ) = m+ n , 

όπου   Δn : a = xo < x1 < ...< xn−1 < xn= b  είναι ένας δεδοµένος διαµερισµός του διαστήµατος    [a,b]⊂   και 

    
Pm[] = P(x) = ao + a1x + ...+ am−1x

m−1+ amxm / a∈,  = 0,1,..., m{ } ,    m∈ . 

Τα στοιχεία αυτού του διανυσµατικού χώρου καλούνται spline functions βαθµού m ως προς τον διαµερισµό Δn . 
 

v Με δεδοµένη µια συνάρτηση     f ∈C r ([a,b],) ,   r ≥1 , το πρόβληµα της παρεµβολής µε µια συνάρτηση spline 
βαθµού m, συνίσταται στην επιλογή ενός διαµερισµού Δn του διαστήµατος [a,b] και στην κατασκευή µιας 
συνάρτησης spline     s∈Sm(Δn )  που πληροί τις συνθήκες παρεµβολής: 

   s(xi ) = f (xi ), i = 0,...,n , 

έτσι ώστε να υπάρχει ανταπόκριση στο απαιτούµενο σφάλµα προσέγγισης: 

   
|| f (k ) − s(k ) ||∞ = max

x∈[a,b]
| f (k ) (x)− s(k ) (x) | < ε , k = 0,1,..., m − 1 . 

             
Σχήµατα παρεµβολής µε συναρτήσεις splines.  
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Σχήµατα προσέγγισης µιας καµπύλης µε γραµµικές, τετραγωνικές, κυβικές συναρτήσεις splines. (n=5). (n=15). 

 
Ερώτηµα 1. Γιατί δεν αναζητούµε παρεµβολή τύπου spline της οποίας η τάξη παραγωγισιµότητας στους  
                      κόµβους της διαµέρισης Δn είναι ίδια µε τον πολυωνυµικό της βαθµό m ; 

Ερώτηµα 2. Ποια είναι η διαφορά της παρεµβολής τύπου spline από την παρεµβολή Lagrange; 
Ερώτηµα 3. Εξετάστε τη µοναδικότητα της παρεµβολής τύπου Lagrange και της παρεµβολής τύπου spline. 
Ερώτηµα 4. Εξετάστε αν οι χώροι των συναρτήσεων splines πληρούν τη συνθήκη Haar. 
Ερώτηµα 5. Θυµηθείτε τον αλγόριθµο Sturm για το πλήθος των πραγµατικών ριζών ενός πολυωνύµου.  
Ερώτηµα 6. Εξηγείστε µε το φαινόµενο Runge την ανεπάρκεια της παρεµβολής Lagrange στην περίπτωση: 

  
f (x) = 1

1+ 25x2 , x ∈[−1,+1] . 

 
 

Ερώτηµα 7. Διαπιστώστε την µη εµφάνιση του φαινοµένου Runge όταν η παρεµβολή Lagrange στη συνάρτηση 
του προηγούµενου ερωτήµατος πραγµατοποιηθεί στον διαµερισµό που ορίζεται από τις ρίζες του πολυωνύµου 
Chebyshev βαθµού n+1: 

  
Tn+1(x) = cos (n+1)arccos x( ) ,    x ∈[−1,+1] ,    

  
ρi = cos

2i +1
2(n+1)

π
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,  
  
xi =

1
2

b+ a + (b− a)ρi( ) ,     i = 0,1,...,n . 

Στην περίπτωση αυτού του διαµερισµού, αν   Pn(x)  είναι το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange τότε: 

  
Lim
n→∞

Pn(x) = f (x) ,    ∀x ∈[−1,+1] . 

  

  T0(x) = 1 ,  T1(x) = x ,  T2(x) = 2x2−1 ,  T3(x) = 4x3− 3x ,  T4(x) = 8x4−8x2+1 ,  T5(x) = 16x5− 20x3+5x . 
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v Οι συναρτήσεις splines του χώρου    Sm(Δn ) , κατασκευάζονται µε γραµµικό συνδυασµό των m+n στοιχείων 
της αντίστοιχης κατάλληλα επιλεγµένης βάσης    B1

,...,B
m+n

 και προσδιορισµό των πραγµατικών συντελε-
στών του γραµµικού συνδυασµού από τους δεδοµένους κόµβους του διαµερισµού  Δn :  

    s∈Sm(Δn )  ⇒     s(x) = c1B1(x)+ ...+ cm+nBm+n(x) ,   x ∈[a,b] ,    c1,...,cm+n ∈ . 

Ερώτηµα 8. Σχεδιάστε τις συναρτήσεις splines που συγκροτούν αντίστοιχα βάση των διανυσµατικών χώρων: 

   S0(Δn ) ,     S1(Δn ) ,     S2(Δn ) ,     S3(Δn ) ,    n∈ . 

 
Ερώτηµα 9. Θεωρούµε τις πραγµατικές συναρτήσεις: 

(ι)  
  
f (x) = 1

1+ x
,    x ∈[0,3] ,      (ιι)  ( ) xf x x e−= ,    x ∈[0,3] . 

Επιλέξτε τον διαµερισµό που ορίζεται από τα σηµεία   x0 = 0 , 1 1x = , 2 2x = , 3 3x = , και υπολογίστε: 

§ Την αντίστοιχη γραµµική, τετραγωνική, κυβική συνάρτηση spline που προσεγγίζει τη συνάρτηση   f (x) . 
§ Το αντίστοιχο σφάλµα προσέγγισης για κάθε µια από αυτές τις περιπτώσεις. 

§ Το αντίστοιχο σφάλµα προσέγγισης για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος: 

  
f (x)dx

0

3

∫ . 

Ερώτηµα 10. Εξετάστε το ενδιαφέρον που παρουσιάζει η παρεµβολή τύπου spline µειώνοντας την απαίτηση 
λειότητα στην τάξη m-ri στους εσωτερικούς κόµβους της διαµέρισης, i=1,…,n-1. Υπολογίστε τη διάσταση του 
διευρυµένου διανυσµατικού χώρου των συναρτήσεων splines: 

   dim Ŝm(Δn ) = m+1+ r1 + ...+ rn−1 ,    m− ri = −1,0,1,2,... . 

 

Βάση του χώρου ,
ˆ ( )m r nΔS , m=2, n=2, 1r ≥ −  :  

 1 :φ 1( ) 1=φ ξ ,   ξ ∈[−1,+1] ,  2 :φ  φ2(ξ ) = −1, ξ ∈[−1,0] ,    φ2(ξ ) = 1, ξ ∈[0,+1] , 

 3 :φ 3( ) =φ ξ ξ ,  ξ ∈[−1,+1] ,  4 :φ  φ4(ξ ) = −ξ , ξ ∈[−1,0] ,   φ4(ξ ) = ξ , ξ ∈[0,+1] , 

 5 :φ  φ5(ξ ) = ξ 2 , ξ ∈[−1,+1] ,  6 :φ  φ6(ξ ) = −ξ 2 , ξ ∈[−1,0] ,  φ6(ξ ) = ξ 2 , ξ ∈[0,+1] . 

Βάση του χώρου 2, 1 2
ˆ ( )− ΔS : 1 2 3 4 5 6, , , , ,φ φ φ φ φ φ  -  Βάση του χώρου 2,0 2

ˆ ( )ΔS : 1 3 4 5 6, , , ,φ φ φ φ φ  - Βάση του χώρου 2,1 2
ˆ ( )ΔS : 1 3 5 6, , ,φ φ φ φ . 
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Ερώτηµα 11. Κατασκευάστε ένα παράδειγµα που να ανταποκρίνεται στο προηγούµενο ερώτηµα. 

                                          
 
Ερώτηµα 12. Μελετήστε τις ιδιότητες του χώρου των κυβικών συναρτήσεων splines του Hermite : 

      
H3(Δn ) = s∈C1[a,b] ; s|[xi ,xi+1]∈P3[], i = 0,..., n − 1{ } . 

§ Διαπιστώστε ότι: 

   dimH3(Δn ) = 2n+ 2 . 

§ Θεωρώντας τον διαµερισµό   Δn : a = xo < x1 < ...< xn−1 < xn= b , διαπιστώστε ότι: 

   A i ,Bi ∈H3(Δn )  :
  

Αi (x j ) = δ ij , ′Β j (x j ) = 0

Βi (x j ) = 0, ′Βi (x j ) = δ ij

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
    0 ≤ i, j ≤ n  

  
⇒ A i ,Bi / i = 0,1,...,n{ }  βάση του    H3(Δn ) . 

§ Διαπιστώστε ότι: 

    s∈H3(Δn )   ⇒   
   
s(x) = s(xi )A i (x)+ ′s (xi )Bi (x)⎡⎣ ⎤⎦

i=0

n

∑ . 

§ Αν 1[ , ]f C a b∈  και   Δn : a = xo < x1 < ...< xn−1 < xn= b , δείξτε ότι υπάρχει µοναδική     s∈H3(Δn )  τέτοια ώστε:   

   s(xi ) = f (xi ) ,    ′s (xi ) = ′f (xi ) ,  0,...,i n= , 
και 

   
s(x) = [ f (xi )Αi (x)+ ′f (xi )Βi (x)]

i=0

n

∑ . 

§ Διαπιστώστε ότι αν 4[ , ]f C a b∈  τότε το σφάλµα της προσέγγισης είναι:  

   
|| f − s ||∞ <

h4

384
|| f (4) ||∞  όπου 

  
h = max

[a ,b]
| xi+1 − xi | . 

 

 
Τα	  4	  βασικά	  πολυώνυμα	  του	  Hermite.	  	  

 

Ερώτηµα 13. Αν   f ∈C m[a,b]  και Δn είναι διαµέριση του διαστήµατος   [a,b] , αναζητείστε την παρεµβαλλόµενη 
συνάρτηση spline     s∈Sm(Δn ) , στην περίπτωση  m = 3 , υπολογίζοντας την ορθογώνια προβολή της δεδοµένης 
συνάρτησης στο χώρο    Sm(Δn )  ως προς το εσωτερικό γινόµενο: 

  
< f ,g > = ′′f (x) ′′g (x)dx

a

b

∫ . 

 


