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1. ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΣΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΜΙΑΣ ΣΦΑΙΡΑΣ 

Θέλουμε να χαρτογραφήσουμε στο ευκλείδειο επίπεδο τις τροχιές ενός σωματιδίου που κινείται 

στην επιφάνεια μιας σφαίρας η οποία ορίζεται στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο ως εξής: 

2 3 2 2 2{(x, y, z) / x y z 1}= ∈ + + = . 

 

• Τεκμηριώστε το ότι ο θεσεογραφικός αυτός χώρος είναι συμπαγής, δρομοσυνεκτικός, απλά 

συνεκτικός και το ότι αποτελεί ομαλή τοπολογική επιφάνεια που σε κάθε σημείο της δέχε-

ται εφαπτόμενο επίπεδο όπου ενυπάρχουν όλες οι υποψήφιες ταχύτητες με τις οποίες το 

σωματίδιο μπορεί να διέλθει από αυτό το δεδομένο σημείο. 

• Κατασκευάστε στην περιοχή κάθε σημείου του θεσεογραφικού αυτού χώρου τη χαρτογρά-

φηση Monge, όπου οι χάρτες ορίζονται από τοπικούς περιορισμούς των καρτεσιανών συ-

ντεταγμένων x,y ή y,z ή z,x, και δείξτε ότι οι χάρτες αυτοί συγκροτούν διαφορικό άτλαντα. 

• Κατασκευάστε τη στερεογραφική χαρτογράφηση του θεσεογραφικού αυτού χώρου και τη 

διαφορική χαρτογράφηση της οποίας ο άτλαντας αποτελείται από έξι χάρτες.. 
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• Αν το σωματίδιο διαγράφει μια κυκλική τροχιά στην επιφάνεια της σφαίρας διερχόμενη από 

το βόρειο πόλο ή αντίστοιχα από το νότιο πόλο,  προσδιορίστε την εικόνα της που αποδίδε-

ται στο ευκλείδειο επίπεδο διαμέσου κάθε μιας από τις τρεις αυτές χαρτογραφήσεις. 

 

• Ένα σωματίδιο κινείται στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο και οι τροχιές του ορίζονται από 

τις λύσεις του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων: 

dx A(x, y, z)
dt

= ,   
dy B(x, y, z)
dt

= ,   
dz C(x, y, z)
dt

= , 

όπου A,B,C  είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις με συνεχείς μερικές παραγώγους. Ποιες συν-

θήκες οφείλουν να πληρούν αυτές οι συναρτήσεις ώστε η κίνηση να διαγράφεται εξολοκλή-

ρου στην επιφάνεια της σφαίρας 2 ; 

• Προσδιορίστε τους συντελεστές της προηγούμενης ερώτησης γνωρίζοντας ότι οι τροχιές του 

σωματιδίου ταυτίζονται με τις τροχιές της δράσης της ομάδας (3)  στη σφαίρα 2 : 

2 2(3)× →   ,  ( )S (x, y, z) S(x, y), z∗ = . 

• Τεκμηριώστε το ότι το προβολικό επίπεδο 2[ ]  είναι συμπαγής τοπολογική επιφάνεια ο-

μοιόμορφη με την επιφάνεια μιας σφαίρας και προσδιορίσετε την εικόνα που αποδίδει στις 

προηγούμενες τροχιές του σωματιδίου η κανονική προβολή: 

2 2: [ ]→ π   . 

• Κατασκευάστε ένα διαφορικό άτλαντα του προβολικού επιπέδου και καταγράψτε στους 

χάρτες του τις προηγούμενες τροχιές του σωματιδίου. 

• Προσδιορίστε την προεικόνα των τροχιών του σωματιδίου, όπως έχουν καταγραφεί στο 

προβολικό επίπεδο, διαμέσου της κανονικής προβολής: 

3 2: {0} [ ]′ − → π P . 
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2. ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΣΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΕΝΟΣ ΤΟΡΟΥ 

Θέλουμε να χαρτογραφήσουμε στο ευκλείδειο επίπεδο τις τροχιές ενός σωματιδίου που κινείται 

στην επιφάνεια ενός τόρου η οποία ορίζεται στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο ως εξής: 

2 = ( )2
3 2 2 2 2( , , ) / .x y z R x y z r ∈ − + + = 

 
 . 

 

• Τεκμηριώστε το ότι ο θεσεογραφικός αυτός χώρος είναι συμπαγής, δρομοσυνεκτικός, αλλά 

όχι απλά συνεκτικός και ότι αποτελεί τοπολογική επιφάνεια που σε κάθε σημείο της δέχεται 

εφαπτόμενο επίπεδο όπου ενυπάρχουν όλες οι υποψήφιες ταχύτητες με τις οποίες το σω-

ματίδιο μπορεί να διέλθει από αυτό το δεδομένο σημείο. 


