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ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΜΟΡΦΩΝ 

Σε ένα πραγµατικό n-διάστατο διανυσµατικό χώρο Ε, θεωρούµε µια τετραγωνική µορφή    q : E →  . 

Με δεδοµένη µια βάση    B ={e1,...,en}  του χώρου Ε, θεωρούµε σε αυτή τη βάση τον πίνακα   M (q)  της  q .  

Σε µια νέα βάση    ′B ={ ′e1,..., ′en}  του χώρου Ε, θεωρούµε σε αυτή τη βάση τον πίνακα   ′M (q)  της  q .  

Ερώτηµα: Ποια είναι η σχέση του πίνακα   M (q)  µε τον πίνακα   ′M (q)  της τετραγωνικής µορφής  q ; 

Απάντηση: Υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας – ο πίνακας µετάβασης από την παλαιά στη νέα βάση– : 

  ′M (q) = t P M (q) P . 

Απορία 1: Γιατί στη σχέση αυτή υπεισέρχεται ο ανάστροφος και όχι ο αντίστροφος πίνακας του  P ; 

Απορία 2: Κατά την αλλαγή βάσης, η ορίζουσα του πίνακα της  q  διατηρείται αναλλοίωτη; 

(:  ′M (q) = t P M (q) P ⇒     det ′M (q) = (det P)2 det M (q) ). 

Απορία 3: Κατά την αλλαγή βάσης, επηρεάζονται το  rank q  και το  sgnq ; 

Απορία 4: Κατά την αλλαγή βάσης, επηρεάζονται ο πυρήνας και ο κώνος ισοτροπίας της  q ; 

Σχόλιο. Θυµίζουµε ότι αν   x, y ∈E  και 
  
x = xiei

1≤i≤n
∑ ,  

  
y = yiei

1≤i≤n
∑ , 

θέτοντας   
t X = [x1,...,xn] ,   

tY = [y1,..., yn] ,   
t ′X = [ ′x1,..., ′xn] ,   

t ′Y = [ ′y1,..., ′yn] ,  

τότε:   ′X = P−1X ⇒ X = P ′X ,    ′Y = P−1Y ⇒Y = P ′Y , και αν  M , ′M  είναι οι πίνακες της διγραµµικής 

συµµετρικής µορφής στις αντίστοιχες βάσεις   B, ′B , ισχύει:   s(x, y) = t X M Y ,   s(x, y) = t ′X ′M ′Y , άρα: 

  s(x, y) = t X M Y = t (P ′X )M t (P ′Y ) = t ′X ( t PMP) ′Y   άρα  ′M = t PMP   και    ′M (q) = t P M (q) P . 

Θα θυµηθούµε ότι, µε δεδοµένη µια βάση του χώρου Ε, σε κάθε πίνακα  n× n  αντιστοιχεί ένας 
ενδοµορφισµός του Ε και ότι κατά την αλλαγή βάσης – µε την έννοια   ′M = P−1M P  – η ορίζουσα του 
πίνακα – στην παλαιά και στη νέα βάση – παραµένει αναλλοίωτη και για το λόγο αυτό µπορούµε να 
µιλάµε για την ορίζουσα του ενδοµορφισµού και όχι απλά για την ορίζουσα του κάθε πίνακα. Όµως, δεν 
έχει νόηµα να µιλάµε για την ορίζουσα µιας διγραµµικής µορφής – µιας τετραγωνικής µορφής – χωρίς να 
αναφερόµαστε στη χρησιµοποιούµενη βάση γιατί η ορίζουσα αυτή εξαρτάται από την επιλογή της βάσης 
και κάθε φορά επηρεάζεται πολλαπλασιαστικά από ένα γνήσια θετικό συντελεστή:  

  det ′M (q) = (det P)2 det M (q) . 
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Αυτό που δεν επηρεάζεται κατά την αλλαγή βάσης είναι ο µηδενισµός ή όχι της ορίζουσας του εκάστοτε 
πίνακα της τετραγωνικής µορφής – της αντίστοιχης διγραµµικής µορφής – στην εκάστοτε βάση, άρα του 
πυρήνα της. Το συµπέρασµα αυτό µπορούµε να το µεταφέρουµε σε επίπεδο ιδιοτιµών των αντίστοιχων 
πινάκων της τετραγωνικής µορφής κατά τις αλλαγές βάσεις. Δηλαδή, το πλήθος των µηδενικών ιδιοτιµών 
του πίνακα µε τον οποίο εκφράζεται µια τετραγωνική µορφή δεν µεταβάλλεται κατά τις αλλαγές βάσης, 
ούτε το πλήθος των θετικών και των αρνητικών ιδιοτιµών της, όπως προκύπτει από το θεώρηµα Sylvester. 
Συνεπώς, όταν δοθεί µια τετραγωνική µορφή στο χώρο Ε, αντιλαµβανόµαστε το νόηµα της αποσύνθεσης: 

  E = E+ (q)⊕ E− (q)⊕ kerq . 
 
ΑΣΚΗΣΗ. Θεωρούµε τον 3-διάτατο πραγµατικό διανυσµατικό χώρο: 

   
E =  2[X ] = aX 2 + bX + c / a,b,c ∈{ }  

και ορίζουµε την απεικόνιση: 

   f : E × E →  ,    f ( A, B) = A(0)B(0)+ A(1)B(1)+ 2A(2)B(2) . 

1. Διαπιστώστε ότι πρόκειται για διγραµµική συµµετρική µορφή στο Ε και προσδιορίστε την αντίστοιχη 
τετραγωνική µορφή στο Ε. 

2. Γράψτε τον πίνακα της συµµετρικής διγραµµικής αυτής µορφής – της τετραγωνικής µορφής – σε 
κάθε µια από τις εξής βάσεις:  

   
B = 1, X , X 2{ } ,  

   
′B = X , X − 2, X ( X − 2){ } . 

3. Προσδιορίστε τον πίνακα αλλαγής βάσης ώστε:   ′M (q) = t P M (q) P .1 

4. Υπολογίστε τις ιδιοτιµές των δυο αυτών πινάκων και τη µεταξύ τους σχέση. 

5. Εκφράστε την τετραγωνική µορφή στη βάση που προκύπτει από τον αλγόριθµο Gauss. 

6. Διαπιστώστε ότι η συµµετρική διγραµµική µορφή ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο Ε. 

7. Οι δοθείσες βάσεις και εκείνη του Gauss είναι ορθοκανονικές ως προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο; 

8. Στον ισόµορφο χώρο   3  εφοδιασµένο µε την κανονική του βάση θεωρούµε τον υπόχωρο που 
ορίζεται από την εξίσωση:   x + y + z = 0 . Ποιος είναι ο ισόµορφος υπόχωρος Σ του Ε; 

9. Ποιος είναι ο ορθογώνιος χώρος του Σ µέσα στο Ε ως προς το προηγούµενο εσωτερικό γινόµενο; 

10. Προσδιορίστε τον περιορισµό της τετραγωνικής µορφής  q  στον υπόχωρο Σ του Ε :    ′q :Σ →  . 

11. Εξετάστε τα προηγούµενα ερωτήµατα ως προς τις ακόλουθες διγραµµικές µορφές, θέτοντας στον 
εαυτό σας το ερώτηµα για το τι θα µπορούσε να συµβεί αν δεν ισχύει η συµµετρικότητα: 

(i)      b : E × E →  ,    b( A, B) = 2A(0)B(2)− 6A(1)B(0)  

(ii)      s : E × E →  ,    s( A, B) = A(0)B(2)+ A(2)B(0)− 3A(0)B(1)− 3A(1)B(0)  

12. Προκειµένου να ασκηθείτε στους υπολογισµούς βάλτε σε αυτή τη διαδικασία και τη βάση: 

   
′′B = 1, X −1,( X −1)2{ } . 

13. Τι θα λέγατε ως προς τα προηγούµενα ερωτήµατα αν θέταµε: 

(i)   f ( A, B) = A(0)B(0)+ A(1)B(1)) ,   (ii)    f ( A, B) = A(0)B(0)   ; 
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