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Introduction

On appelle conique toute courbe de type

Ellipse Parabole Hyperbole

Ceux sont trois familles de courbes qui vérifient certaines propriétés géométriques que
l’on peut souvent exploiter en pratique.

Pour toute parabole, par exemple, il existe un point qui concentre tous les rayons qui
entrent dans la parabole (antennes, phares, fours,...).

Historiquement, une conique est l’intersection d’un plan avec un (double) cône : en
partant d’un plan horizontal, on a un cercle et en inclinant le plan progressivement, l’in-
tersection passe d’une ellipse (tant que l’angle du plan est plus petit que l’angle du cône) à
un parabole (quand le plan est parallèle à l’une des directions du cône) puis à une hyperbole.

Il existe également une façon géométrique basée sur des distances dans le plan. Cette
forme géométrique permet, en plaçant un repère dans le plan, de déterminer une équation
cartésienne.

L’équation que l’on obtient en plaçant un repère dans le plan dépend évidement de la
position du repère dans le plan. Cependant, on peut montrer que quelque soit le repère
que l’on se fixe, l’équation d’une même conique dans le plan est donnée par un polynôme
de degré 2 en les coordonnées (x, y) des points :

ax2
+ bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0.

On verra qu’il existe alors certaines bases plus adaptées que d’autres. Dans ces bases, les
équations cartésiennes sont particulièrement simples (au sens où l’essentiel des coefficients
est nul) et les coefficients non nuls peuvent trouver un sens géométrique.

On verra en particulier qu’il existe un repère du plan dans lequel l’équation d’une ellipse
ou d’une hyperbole est de la forme

↵x2
+ �y2 = 1.

L’étude détaillée des coniques sous l’angle analytique permet également de généraliser
aux dimensions supérieures. On verra ainsi qu’en dimension trois, on peut distinguée une
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Απολλώνιος (262-190 π.Χ.) 
Αν η κλίση της γενέτειρας του κώνου ως προς το οριζόντιο επίπεδο είναι φ 

τότε από την τοµή της επιφάνειας του κώνου µε ένα επίπεδο κλίσης µικρότερης, ίσης, µεγαλύτερης από φ  
προκύπτει αντίστοιχα έλλειψη, παραβολή, υπερβολή.  

 
 

Η εξίσωση µε την οποία ορίζεται µία κωνική τοµή σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων του 
επιπέδου εξαρτάται από τη θέση αυτού του συστήµατος αναφοράς στο επίπεδο. Αλλά, όποιο και αν  
είναι το σύστηµα αναφοράς, η εξίσωση µιας κωνικής τοµής ορίζεται από ένα πολυώνυµο 2ου βαθµού  
ως προς τις συντεταγµένες του επιπέδου, δηλαδή πρόκειται για εξίσωση της µορφής: 

   q1x
2 + q2 y2 + q3xy + 1x + 2 y + κ = 0 . 

Αναγόµενη στη θεωρία των τετραγωνικών µορφών θα διαπιστώσουµε ότι υπάρχει πάντα κατάλληλο 
σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο η εξίσωση αυτή αποκτά ιδιαίτερα απλή έκφραση Π.χ. υπάρχει 
σύστηµα αναφοράς όπου η εξίσωση της έλλειψης ή της υπερβολής αποκτά τετραγωνική έκφραση: 

  

Χ 2

a2 ± Υ 2

b2 = 1 . 
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Σηµείωση. Είναι χρήσιµο να θυµηθείτε τον γεωµετρικό ορισµό των κωνικών τοµών, δηλαδή µε δεδοµένο 
ένα σηµείο (την εστία F), µια ευθεία µη διερχόµενη από το F (την διευθετούσα D) και ένα γνήσια θετικό 
αριθµό e (εκκεντρότητα), η κωνική τοµή ορίζεται ως γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου τ.ω.: 

  d( M , F ) = e d( M , D) . 

famille de surfaces : les quadriques intimement liées aux coniques.

Une étude plus poussée des équations analytiques se généralise également aux dimen-
sions supérieures. L’étude des polynômes de degré 2 en n variables trouve en particulier des
interprétations en termes de distances dans un EV de dimension n via le calcul matriciel.
On obtient alors un outil puissant pour pour l’analyse géométriques des surfaces et hyper-
surfaces. Ces outils sont en particulier utilisés en modélisation numérique ou statistique.

1 Coniques et quadriques

1.1 Définition géométrique d’une conique

D’un point de vue géométrique, pour définir une conique, on choisit

– un point : le foyer F ,
– une droite (ne passant pas par F ) : la directrice D,
– un réel (> 0) : l’excentricité e.

On appelle alors conique associée au triplet (F,D, e) (ou simplement conique (F,D, e))
la courbe C formée par l’ensemble des points M du plan tels que

d(M,F ) = e.d(M,D).

H M

F

D

En notant H
M

le projeté orthogonal de M sur D, la conique C définie par (F,D, e) est
l’ensemble des points M tels que

MF = e.MH
M

.
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Η τιµή της εκκεντρότητας καθορίζει το είδος της κωνικής τοµής: 

  0 < e <1⇒  έλλειψη,     e = 1⇒  παραβολή,      e >1⇒  υπερβολή. 

Οι κωνικές τοµές διαθέτουν έναν εστιακό άξονα συµµετρίας που διέρχεται από την εστία τους και είναι 
κάθετος στην διευθετούσα. Οι ελλείψεις και οι υπερβολές έχουν έναν ακόµη άξονα συµµετρίας, κάθετο 
στον εστιακό άξονα, άρα διαθέτουν κέντρο συµµετρίας. Εκεί θα τεθεί τελικά το σύστηµα αναφοράς στο 
οποίο θα επιτευχθεί η απλούστερη έκφραση των εξισώσεων που ορίζουν αυτές τις κωνικές τοµές.  

Οι κορυφές µιας κωνικής τοµής είναι τα σηµεία στα οποία την τέµνουν οι άξονες συµµετρίας της:  
οι ελλείψεις έχουν 4 κορυφές, οι υπερβολές έχουν 2 κορυφές και οι παραβολές µια κορυφή.  
 
 

Le paramètre e permet en particulier de donner une seule définition pour les trois types
de coniques. C’est alors la valeur de l’excentricité e qui détermine le type de conique. Pré-
cisément :

– Si 0 < e < 1, C est une ellipse.
– Si e = 1, C est une parabole.
– Si e > 1, C est une hyperbole.

Notes :
– On peut noter qu’une conique ne passe jamais par son foyer. En effet, pour qu’une

conique C = (F,D, e) passe par son foyer, il faut que le point F du plan vérifie la
relation

d(F, F ) = e.d(F,D).

Puisque d(F, F ) = 0, il faut donc que le foyer F soit sur la directrice D, ce que est
exclu.

– Une première quantité caractéristique que l’on peut associer à une conique est la
distance entre F et D, notée traditionnellement d.

1.2 Symétries et points remarquables d’une conique

Étant donnée une conique C, on peut lui associer certains éléments géométriques carac-
téristiques ainsi que certaines propriétés caractéristiques.

Ainsi, on peut déjà associer à chaque conique sa directrice D et son foyer F .

D’autre part, on note que les trois types de coniques sont symétriques par rapport à
une droite : l’axe horizontal passant par le foyer de la courbe. On l’appelle l’axe focal. C’est
un axe de symétrie de la conique.

F

D

De façon générale, l’axe focal d’une conique C = (F,D, e) est la droite perpendiculaire
à D qui passe par F .
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Αρχικά θεωρούµε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων επικεντρωµένο στην εστία της κωνικής τοµής,  
το οποίο έχει τους άξονες του αντίστοιχα παράλληλους προς τον εστιακό άξονα και την διευθετούσα.  
Σε αυτό το σύστηµα αναφοράς  ℜF  καθορίζεται η εξίσωση του εστιακού άξονα   y = 0 , η εξίσωση της  
διευθετούσας  x = −δ  όπου δ δηλώνει την απόσταση της εστίας από την διευθετούσα και επιπλέον οι 
συντεταγµένες της ορθογώνιας προβολής κάθε σηµείου  M (x, y)  στη διευθετούσα:   H (x, y) = (−δ , y) .  
Με αυτά τα δεδοµένα προκύπτει η εξίσωση των κωνικών τοµών στο σύστηµα αναφοράς  ℜF : 

  d( M , F ) = e d( M , D) ⇔ ( MF ) = e( MH ) ⇔ ( MF )2 = e2( MH )2 ⇔ x2 + y2 = e2(x +δ )2 . 

Εισάγοντας την παράµετρο  p = eδ , η εξίσωση των κωνικών τοµών διατυπώνεται ως εξής: 

  (1− e2 )x2 + y2 − 2epx − p2 = 0 . 

Θα αναζητήσουµε τώρα ένα νέο σύστηµα αναφοράς όπου η εξίσωση των κωνικών τοµών αποκτά  
µια απλή τετραγωνική έκφραση που θα επιτρέπει την αναλυτική ερµηνεία των γεωµετρικών τους 
χαρακτηριστικών. Αν πρόκειται για ελλείψεις ή υπερβολές το νέο σύστηµα αναφοράς θα τεθεί στο  
κέντρο συµµετρίας τους, ενώ στην περίπτωση των παραβολών θα τεθεί στη µοναδική κορυφή τους. 
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• Περίπτωση της έλλειψης και της υπερβολής 

Η εξίσωση των κωνικών τοµών εκκεντρότητας   e ≠ 1  εκφράζεται στο σύστηµα αναφοράς  ℜF  ως εξής: 

  (1− e2 )x2 + y2 − 2epx − p2 = 0  

και στο σύστηµα αυτό υπολογίζονται οι συντεταγµένες του κέντρου της συµµετρίας τους: 

  
Ω = ep/(1− e2 ),0( )

ℜF

. 

Για τον υπολογισµό αυτό λαµβάνουµε υπόψη τις συντεταγµένες των δυο κορυφών τους: 

  
S = − p/(e+1),0( )ℜF

  και   
  
S = − p/(e−1),0( )ℜF

. 

Η µεταφορά του συστήµατος αναφοράς  ℜF  µε συντεταγµένες   (x, y)  από την εστία στο κέντρο συµµετρίας 
ορίζει το σύστηµα αναφοράς ℜΩ  µε συντεταγµένες   ( X ,Y )  και καθορίζει τις σχέσεις: 

  

X = x − ep/(1− e2 )
Y = y

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇔ x = X + ep/(1− e2 )

y = Y

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
 

Στο σύστηµα αναφοράς ℜΩ  η εξίσωση των κωνικών αυτών τοµών αποκτά την τετραγωνική έκφραση: 

  

1− e2

p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

X 2 + 1− e2

p2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Y 2 = 1 . 

Ο συντελεστής του   X 2  είναι πάντα θετικός ενώ το πρόσηµο του συντελεστή του   Y 2  εξαρτάται από την 
τιµή της εκκεντρότητας. Συνακόλουθα, υπάρχουν γνήσια θετικές σταθερές   a,b  τέτοιες ώστε η εξίσωση 
των κωνικών αυτών τοµών αποκτά την ακόλουθη έκφραση:   

  
e <1 ⇒ Χ 2

a2 + Υ 2

b2 = 1 ⇒     έλλειψη,          
  
e >1 ⇒ Χ 2

a2 − Υ 2

b2 = 1 ⇒     υπερβολή. 

En injectant ces expressions dans l’équation y2 � 2dx = d2, on obtient l’équation de la
parabole dans le repère R

S

:

Y 2 � 2d

Ç
X � d

2

å
= d2

, Y 2
= 2dX

1.5 Sommets et distances remarquables

À partir de l’équation réduite d’une conique C, on peut facilement montrer que pour
une conique à centre, les axes du repère R⌦ sont des axes de symétrie. On peut également
déterminer les sommet de C et donner un sens géométrique aux coefficients a et b (dans le
cas d’un repère orthonormé) :

– Une ellipse d’équation
x2

a2
+

y2

b2
= 1 a

quatre sommets

S1 =

Ç
�a
0

å

R⌦

, S2 =

Ç
0

b

å

R⌦

S3 =

Ç
a
0

å

R⌦

, S4 =

Ç
0

�b

å

R⌦

S1

S2

S3

S4

b
a

– Une hyperbole d’équation x

2

a

2 � y

2

b

2 = 1 a
deux sommets

S1 =

Ç
�a
0

å

R⌦

S2 =

Ç
a
0

å

R⌦

– Une parabole d’équation y2 = 2px a un seul sommet S =

Ç
0

0

å

RS

.

Exemple : étant donnée une droite D du plan, on note C la conique de directrice D,
d’excentricité e = 1

2 et de paramètre p = 1.
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Οι άξονες του συστήµατος αναφοράς ℜΩ  είναι πλέον άξονες συµµετρίας της έλλειψης και της υπερβολής. 
Οι άξονες αυτοί τέµνουν κάθε έλλειψη στις 4 κορυφές της: 

  
S1 = −a,0( )ℜΩ

,   
  
S2 = 0,b( )ℜΩ

,   
  
S3 = a,0( )ℜΩ

,   
  
S4 = 0,−b( )ℜΩ

 

και ο εστιακός άξονας τέµνει κάθε υπερβολή στις 2 κορυφές της: 

  
S1 = −a,0( )ℜΩ

,    
  
S2 = a,0( )ℜΩ

. 

Η εξίσωση της έλλειψης και η εξίσωση της υπερβολής παραµετροποιούνται ως εξής: 

έλλειψη :   
  
e <1 ⇒ Χ 2

a2 + Υ 2

b2 = 1 ⇒    
  

x(t) = acost
y(t) = bsin t

⎧
⎨
⎩⎪

       t ∈[0,2π[ , 

υπερβολή :   
  
e >1 ⇒ Χ 2

a2 − Υ 2

b2 = 1 ⇒   
  

x(t) = acosh t
y(t) = bsinh t

⎧
⎨
⎩⎪

       t ∈ . 
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• Περίπτωση της παραβολής 

Η εξίσωση της κωνικής τοµής εκκεντρότητας   e = 1  εκφράζεται στο σύστηµα αναφοράς  ℜF  ως εξής: 

  y
2 − 2 px = p2  

όπου η παράµετρος p συµπίπτει πλέον µε την απόσταση δ της εστίας από την διευθετούσα. Πρόκειται για 
εξίσωση παραβολής και εδώ ναι µεν δεν υπάρχει κέντρο συµµετρίας αλλά υπάρχει µια µοναδική κορυφή:   

  
S = − p/2,0( )ℜF

. 

Η µεταφορά του συστήµατος αναφοράς  ℜF  µε συντεταγµένες   (x, y)  από την εστία στην κορυφή της 
κωνικής τοµής ορίζει το σύστηµα αναφοράς  ℜS  µε συντεταγµένες   ( X ,Y )  και καθορίζει τις σχέσεις: 

  

X = x − p/ 2
Y = y
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⇔
x = X + p/2
y = Y

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

Στο σύστηµα αναφοράς ℜΩ  η εξίσωση της παραβολής αποκτά την έκφραση: 

  Y
2 = 2 pX  

και παραµετροποιείται ως εξής: 

παραβολή :     e = 1 ⇒ Y 2 = 2 pX ⇒    
  

x(t) = t2 /2

y(t) = t

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
       t ∈ . 

 
• Πολική εξίσωση των κωνικών τοµών. 

Στο σύστηµα αναφοράς που είναι τοποθετηµένο στην εστία των κωνικών τοµών προσδιορίζονται οι 
πολικές εξισώσεις τους οι οποίες συνοψίζονται ως εξής: 

  
r = p

1+ ecosθ
 

                           

  e <1 ⇒  έλλειψη                  e = 1 ⇒  παραβολή                  e >1 ⇒   υπερβολή 

Σηµείωση. Στις πολικές συντεταγµένες ως προς το εστιακό σύστηµα αναφοράς  ℜF  διαπιστώνουµε ότι: 

  

d( M , F ) = ed( M , D) ⇔ r = e |δ − r cosθ | ⇔
r = e(r cosθ−δ )
r = −e(r cosθ−δ )

⇔
r = − p

1− ecosθ

r = p
1+ ecosθ

 

Οι δυο αυτές πολικές εξισώσεις ορίζουν την ίδια καµπύλη γιατί θεωρώντας τις δυο 2π-περιοδικές συναρτήσεις: 

  
f+ (θ) = p

1+ ecosθ   
f− (θ) = − p

1− ecosθ
 

ισχύει   f− (θ+ π) = − f+ (θ)  άρα το ίδιο σηµείο ορίζεται από τις πολικές συντεταγµένες   ( f+ (θ),θ)  και   ( f− (θ+ π),θ+ π) . 

Αν   e <1  τότε η κωνική τοµή (έλλειψη) σχηµατίζεται εξολοκλήρου όταν η πολική γωνία διατρέχει το  ]− π, π[ . 
Αν   e = 1  τότε η κωνική τοµή (παραβολή) σχηµατίζεται εξολοκλήρου όταν η πολική γωνία διατρέχει το  ]− π, π ] . 
Αν   e >1  τότε υπάρχει  θο∈]0, π /2[  τέτοιο ώστε   cosθο = 1/ e  και η κωνική τοµή (υπερβολή) σχηµατίζεται 

εξολοκλήρου όταν η πολική γωνία διατρέχει το  ]− θο , θο [∪]θο ,2π −θο [  όπου θο  και −θο  είναι µέτρα των  
γωνιών που ορίζονται από τον πολικό άξονα µε κάθε µια από τις δυο ασυµπτώτους των κλάδων της υπερβολής.   
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• Οι κωνικές τοµές και οι τετραγωνικές µορφές στο ευκλείδειο επίπεδο. 

Οι κωνικές τοµές εµπίπτουν στην ευρύτερη κατηγορία των κωνικών καµπυλών που ορίζονται στο 
ευκλείδειο επίπεδο από µια 2-βάθµια πολυωνυµική εξίσωση   P(x, y) = 0  όπου: 

   P(x, y) = q1x
2 + q2 y2 + q3xy + 1x + 2 y + k . 

Στην εξίσωση αυτή υπεισέρχονται µια τετραγωνική µορφή, µια γραµµική µορφή και µια σταθερά: 

  q(x, y) = q1x
2 + q2 y2 + q3xy ,  (   q1,q2 ,q3 ∈ ),        (x, y) = 1x + 2 y ,  (  1,2 ∈ ),      k ∈ . 

Θεώρηµα. Αν  C  είναι κωνική καµπύλη στο ευκλείδειο επίπεδο µε εξίσωση   P(x, y) = 0  όπου: 

   P(x, y) = q(x, y)+ (x, y)+ k  
τότε 

  rank(q) = 2 ⇒    C  έλλειψη ή υπερβολή ή δυο τεµνόµενες ευθείες. 

  rank(q) = 1 ⇒    C  παραβολή ή δυο παράλληλες ευθείες ή ένα σηµείο. 

Σηµείωση. Η γεωµετρική φύση της κωνικής καµπύλης καθορίζεται από την τετραγωνική µορφή που 
υπεισέρχεται στην εξίσωσή της και συγκεκριµένα από τις ιδιοτιµές της. Αν οι ιδιοτιµές αυτές δεν είναι 
µηδενικές, αναγόµαστε στην περίπτωση όπου το rank της τετραγωνικής µορφής είναι 2 οπότε το signum  
θα υποδείξει αν πρόκειται για έλλειψη ή υπερβολή. Αν µία από τις ιδιοτιµές είναι µηδενική, αναγόµαστε 
στην περίπτωση όπου το rank της τετραγωνικής µορφής είναι 1. Οι ιδιοτιµές καθορίζουν το κατάλληλο 
ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων στο οποίο η εξίσωση της κωνικής καµπύλης εκφράζεται ως εξής:  

   λ1 ′x 2 + λ2 ′y 2 + ′1 ′x + ′2 ′y + ′k = 0 . 

Σηµείωση. Οι αλλαγές βάσης που διατηρούν την ορθοκανονικότητα ως προς το εσωτερικό γινόµενο του 
ευκλείδειου επιπέδου δεν επηρεάζουν τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων που συγκροτούν τις κωνικές 
καµπύλες. Άρα, οι αλλαγές συστήµατος αναφοράς οφείλουν να πραγµατοποιούνται µόνο µε ισοµετρίες ή 
µεταφορές στο ευκλείδειο επίπεδο. 
 
Ερώτηµα 1. Εξετάστε την επίπτωση που έχει  η αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων   ′x = 3x ,   ′y = 2y  στον 
κύκλο που ορίζεται στο ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων του ευκλείδειου επιπέδου από την εξίσωση 

  x
2 + y2 = 1 . 

Ερώτηµα 2. Προκειµένου να µελετήσετε τις ιδιότητες µιας τετραγωνικής µορφής χρειάζεται κατά κανόνα 
να αλλάξετε σύστηµα συντεταγµένων ώστε να επιτευχθεί η κανονική της έκφραση (αθροίσµατα/διαφορές 
τετραγώνων). Για  τη µελέτη των κωνικών τοµών είναι προτιµότερο να αναζητήσετε το νέο σύστηµα 
συντεταγµένων, στο οποίο κανονικοποιείται η τετραγωνική µορφή, µε τη µέθοδο των ιδιοτιµών ή µε τη 
µέθοδο Gauss; 
Απάντηση. Η µέθοδος Gauss δεν απαιτεί παρά στοιχειώδεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού και 
είναι αποτελεσµατική για τον προσδιορισµό του rank και του signum της τετραγωνικής µορφής, όχι όµως 
για τον υπολογισµό των ευκλείδειων χαρακτηριστικών µιας κωνικής τοµής. Η µέθοδος των ιδιοτιµών 
απαιτεί αλγεβρικούς υπολογισµούς, αλλά αφήνει ανεπηρέαστη την ορθοκανονικότητα των βάσεων και 
συνακόλουθα τον γεωµετρικό τόπο της κωνικής τοµής. Έτσι, αν θέλουµε να αντιληφθούµε απλά και µόνο 
τη διαφοροποίηση µιας έλλειψης από µια υπερβολή µπορούµε να αρκεστούµε στη µέθοδο Gauss, αλλά αν 
θέλουµε περισσότερες πληροφορίες, π.χ. το διεύθυνση και το µήκος των αξόνων µιας έλλειψης, 
χρειαζόµαστε την κανονική έκφραση της τετραγωνικής µορφής σε ορθοκανονική βάση ως προς το 
εσωτερικό γινόµενο του ευκλείδειου επιπέδου. Κατά την αναγωγή µιας τετραγωνικής µορφής σε άθροισµα 
τετραγώνων, δείτε τη διαφορά των αντίστοιχων συστηµάτων συντεταγµένων που καθορίζονται από τη 
µέθοδο των ιδιοτιµών και από τη µέθοδο Gauss: 

  
q(x, y) = q1x

2 + q2 y2 + q3xy = q1 x − (q
2
/ 2q

1
) y( )2

+ q
2
− (q

3
2 / 4q

1
)( ) y2 ,   

  
′x = x − (q

2
/ 2q

1
) y, ′y = y( ) ⇒ q( ′x , ′y ) = α ′x 2 + β ′y 2 . 

 

  q(x, y)  λ1,λ2  
 



 6 

Πρόταση. Αν  C  είναι κωνική καµπύλη στο ευκλείδειο επίπεδο µε εξίσωση   P(x, y) = 0  τότε ένα σηµείο 

  Ω(xo , yo )∈C  είναι κέντρο συµµετρίας της κωνικής καµπύλης αν και µόνο αν: 

  

∂P
∂x

(xo , yo ) = 0 ,    
  

∂P
∂y

(xo , yo ) = 0 . 

Θεώρηµα.  
- Αν   rank(q) = 2 , µεταφέροντας το ορθοκανονικό σύστηµα ιδιοαξόνων στο κέντρο συµµετρίας   Ω(xo , yo )   
  η εξίσωση της κωνικής καµπύλης εκφράζεται ως εξής: 

  λ1X 2+ λ2Y
2 + ko = 0    όπου    ko = P(xo , yo ) . 

- Αν   rank(q) = 1 , µεταφέροντας το ορθοκανονικό σύστηµα ιδιοαξόνων στην κορυφή   S(xo , yo )  η εξίσωση της   
  κωνικής καµπύλης εκφράζεται ως εξής: 

  Y
2= 2 pX . 

 
Σηµείωση. Το θεώρηµα αυτό υποδεικνύει ότι η φύση της κωνικής καµπύλης καθορίζεται από το 
τετραγωνικό µέρος της εξίσωσής της και ταξινοµεί τις κωνικές καµπύλες σε δυο κατηγορίες, λαµβάνοντας 
υπόψη ότι το rank µιας τετραγωνικής µορφής διατηρείται αναλλοίωτο κατά τις αλλαγές βάσης. Επίσης, 
αφήνει να αντιληφθούµε ότι για την απόδειξή του χρειάζεται να πραγµατοποιηθεί µια ορθοκανονική 
αλλαγή βάσης που θα οδηγήσει στη διαγωνιοποίηση του πίνακα της τετραγωνικής µορφής κατά την 
υπόδειξη του Sylvester και κατόπιν µια κατάλληλη µεταφορά του συστήµατος αναφοράς που θα οδηγήσει 
σε απορρόφηση της γραµµικής µορφής µέσα σε τετραγωνικές αθροίσεις ή διαφορές. Το πρώτο σκέλος - 
αλλαγή βάσης - καθορίζεται από τις ιδιοτιµές της τετραγωνικής µορφής οι οποίες υποδεικνύουν την 
κατάλληλη στροφή των αξόνων και τη συγκρότηση ενός ορθοκανονικού συστήµατος ιδιοαξόνων όπου 
εξαλείφεται ο όρος xy και κανονικοποιείται η τετραγωνική µορφή. Το δεύτερο σκέλος - µεταφορά – 
καθορίζεται από την ύπαρξη ή όχι κέντρου συµµετρίας. 
 
Ερώτηµα 3. Αν οι ιδιοτιµές της τετραγωνικής µορφής είναι διαφορετικές µη µηδενικές τότε στο 
ευκλείδειο επίπεδο υπάρχουν δυο ορθογώνιοι µεταξύ τους µονοδιάστατοι ιδιόχωροι και έτσι µπορούµε να 
επιλέξουµε ένα σύστηµα ορθογώνιων ιδιοαξόνων. Συµφωνείτε; Τι θα συµβεί αν η ιδιοτιµή είναι διπλή µη 
µηδενική; Τι θα συµβεί αν µια από τις δυο ιδιοτιµές είναι µηδενική; 
 
Στην περίπτωση αυτή ισχύει: 

  
λ1λ2 > 0 : sgn(q) =

(2,0) : (++)

(0,2) : (−−)

  

⇒
ko οµοσηµο µε λ1 & λ2 ⇒ C = ∅

ko = 0 ⇒ C ={Ω}
ko ετεροσηµο µε λ1 & λ2 ⇒ C ελλειψη

 

  λ1λ2 < 0 : sgn(q) = (1,1)         
  
⇒

ko ≠ 0 ⇒ C υπερβολη

ko = 0 ⇒ C δυο τεµνοµενες ευθειες
 

 
Ερώτηµα 4. Εξετάστε αν η µεταφορά του συστήµατος αναφοράς στο κέντρο συµµετρίας υπολογίζεται ως 

εξής: 

   λ1 ′x 2 + λ2 ′y 2 + ′1 ′x + ′2 ′y + ′k = 0  :     

   

λ1 ′x 2 + ′1 ′x = λ1 ′x 2 + ( ′1 /λ1) ′x( ) = λ1 ( ′x + ( ′1 /2λ1)( )2
− ′1 /2λ1( )2

λ2 ′y 2 + ′2 ′y = λ2 ′y 2 + ( ′2 /λ2 ) ′y( ) = λ2 ( ′y + ( ′2 /2λ2 )( )2
− ′2 /2λ2( )2

 
  
⇒

X = ...
Y = ...

 

 
Σηµείωση. Αν   rank(q) = 1 , η κωνική καµπύλη δεν διαθέτει κέντρο συµµετρίας και   2q1q2= q3

2 . Στην 
περίπτωση αυτή  
Στην περίπτωση αυτή ισχύει: 

  
λ1λ2 > 0 : sgn(q) =

(2,0) : (++)

(0,2) : (−−)

  

⇒
ko οµοσηµο µε λ1 & λ2 ⇒ C = ∅

ko = 0 ⇒ C ={Ω}
ko ετεροσηµο µε λ1 & λ2 ⇒ C ελλειψη
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  λ1λ2 < 0 : sgn(q) = (1,1)         
  
⇒

ko ≠ 0 ⇒ C υπερβολη

ko = 0 ⇒ C δυο τεµνοµενες ευθειες
 

 
Άσκηση 1. Εφαπτόµενες των κωνικών τοµών. 
Προσδιορίστε τις εφαπτόµενες των κωνικών τοµών και µελετήστε τις ιδιότητές τους: 

o  C  έλλειψη (  F , ′F εστίες) ⇒  η εφαπτοµένη στο  M∈C  είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας   (( MF ),( M ′F )) . 

o  C  υπερβολή (  F , ′F εστίες) ⇒  η εφαπτοµένη στο  M∈C  είναι εσωτερική διχοτόµος της γωνίας   (( MF ),( M ′F )) . 

o  C  παραβολή ( F εστία) ⇒  η εφαπτοµένη στο  M∈C  είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας   (( MF ),ΔM )  όπου 

 ΔM  παράλληλη προς τον εστιακό άξονα διερχόµενη από το σηµείο Μ. 

3. Si C est une parabole d’équation réduite y2 = 2px, une paramétrisation de C est
donnée par (

x(t) = t

2

2p

y(t) = t
t 2 R.

Exercice : vérifier que dans chaque cas, les points décrits par les paramétrisations
données sont bien des points de C.

1.7 Tangentes à une conique

Les équations cartésiennes des coniques permettent de montrer que l’on peut tirer des
tangentes à une conique en chacun de ses points. Ces équations nous permettent également
de déterminer les équations de ces tangentes (voir TD).

L’étude poussée des tangentes à une conique permet d’en obtenir des propriétés géomé-
triques. Ce sont en particulier ces propriétés qui sont souvent exploitées en physique des
ondes.

Précisément, on a les propriétés suivantes :

– si C est une ellipse de foyers F et F 0,
la tangente à C en M est la bissectrice
extérieure de l’angle ((MF ), (MF 0

)). F'
F

M0

T0

– si C est une hyperbole de foyers F et F 0,
la tangente à C en M est la bissectrice in-
térieure de l’angle ((MF ), (MF 0

)).
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– si C est une parabole de foyer F et d’axe
focal �, la tangente à C en M est la bis-
sectrice extérieure de l’angle ((MF ),�

M

)

où �

M

est la parallèle à � passant par M .
F

M0

T0

1.8 Équations cartésienne et réduction

Dans tous les repères que nous avons choisi, l’équation d’une conique est un polynôme
de degré 2 en les coordonnées x et y. On peut montrer que c’est le cas quelques soit le
repère que l’on se fixe. Ainsi, de façon générale, on appelle désormais conique toute courbe
du plan dont les coordonnées dans un repère donné sont liées par une équation de la forme

P (x, y) = 0

où P (x, y) est un polynôme de la forme

P (x, y) = ax2
+ bxy + cy2 + dx+ ey + f. (⇤)

En prenant b = d = e = 0 et f = �1, on retrouve l’équation réduite d’une conique à
centre. En prenant a = b = e = f = 0, on retrouve l’équation réduite d’une parabole.

Note : cette nouvelle définition englobe plus de cas que la définition géométrique. Elle
permet notamment d’inclure les cercles dans l’ensemble des coniques en prenant a = c = 1,
b = d = e = 0 et f = �R2.

Cette définition permet également de voir n’importe quelle droite du plan comme une
conique. On dit que ce sont des coniques dégénérées. De façon générale, les coniques dé-
générés sont toutes les figures géométriques correspondant à la définition analytique mais
qui ne sont pas des coniques usuelles. Il y en a trois types :

– les droites (a = b = c = 0),
– le centre du repère, (a, c > 0, b = d = e = f = 0),
– les couples de droites passant par (0, 0) (a > 0, c < 0, b = d = e = f = 0).

Question : étant donné un polynôme P (x, y), comment déterminer la nature de la
conique associée ?
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Άσκηση 2. Κατασκευή της έλλειψης. 

 


