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ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Ακαδηµαϊκό έτος 2015-16 
 

ΜΑΘΗΜΑ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ ΙΙ 
Καθηγητής: Σ. Πνευµατικός 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5ης ΕΒΔΟΜΑΔΑΣ 

 
ΠΡΟΒΟΛΙΚΟΙ ΚΑΙ ΜΗΔΕΝΟΔΥΝΑΜΟΙ ΕΝΔΟΜΟΡΦΙΣΜΟΙ 

Θεωρούµε ένα n-διάστατο διανυσµατικό χώρο  E  στο σώµα  Κ =   ή    και συµβολίζουµε  

   L(E)  το σύνολο των Κ-γραµµικών απεικονίσεων (ενδοµορφισµών) του Ε στον εαυτό του. 

Άσκηση 1. Θεωρούµε έναν ενδοµορφισµό    f ∈L(E)  τέτοιον ώστε   f = f 2 .  
Ποιες είναι οι ιδιοτιµές και οι ιδιόχωροι αυτών των ενδοµορφισµών ; Υπάρχει βάση ιδιοδιανυσµάτων;  

Ο πίνακας αυτών των ενδοµορφισµών είναι διαγωνιοποιήσιµος;  

Δείξτε ότι: 
-   

  
Imf = x ∈E / f (x) = x{ } = Ker(id − f )   και    Kerf = Im(id − f ) . 

-     f = f 2 ⇔ E = Imf ⊕ Kerf . 

Εξετάστε τα προηγούµενα ερωτήµατα στην περίπτωση των ενδοµορφισµών που στην κανονική βάση  
εκφράζονται ως εξής: 
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Σηµείωση. Κάθε ενδοµορφισµός   f : E → E  που πληροί τη συνθήκη   f = f 2  καλείται προβολικός ενδοµορφισµός.  
  Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί έχει δοθεί αυτή η ονοµασία;  

 
Άσκηση 2. Θεωρούµε έναν ενδοµορφισµό    f ∈L(E)  τέτοιον ώστε   f = f 3 . 
-   Προσδιορίστε την εικόνα του και τον πυρήνα κάθε τέτοιου ενδοµορφισµού. 

-   Ποιες είναι οι ιδιοτιµές και οι ιδιόχωροι αυτών των ενδοµορφισµών ; 

-   Υπάρχει βάση ιδιοδιανυσµάτων; Ο πίνακας αυτών των ενδοµορφισµών είναι διαγωνιοποιήσιµος;  

-   Δείξτε ότι:   f = f 3 ⇔ E = E1 ⊕ E−1 ⊕ Kerf  όπου 

  
E1 = x ∈E / f (x) = x{ }   και 

  
E−1 = x ∈E / f (x) = −x{ } . 

-   Εξετάστε τα προηγούµενα ερωτήµατα στην περίπτωση του ενδοµορφισµού που στην κανονική βάση  
     εκφράζεται µε τον πίνακα: 
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Άσκηση 3. Αν    f ∈L(E) , δείξτε ότι για κάθε   m∈∗  ισχύει: 

  Kerf ⊆ Kerf 2 ⊆ ...⊆ Kerf m   και    Imf ⊇ Imf 2 ⊇ ...⊇ Imf m  
 

• Ένας ενδοµορφισµός    f ∈L(E)  καλείται µηδενοδύναµος αν υπάρχει   p ∈∗  τ.ώ,   f p= 0 . 

O µικρότερος φυσικός για τον οποίο ισχύει   f p= 0  καλείται δείκτης του ενδοµορφισµού  f   
ή λέµε ότι ο ενδοµορφισµός είναι p–µηδενοδύναµος. Αν ένας ενδοµορφισµός είναι p–µηδενο-
δύναµος τότε το ίδιο ισχύει για τον πίνακά του εκφρασµένο σε οποιαδήποτε βάση:   M

p= 0 . 
 

Άσκηση 4. Εξετάστε τη µηδενοδυναµία των     f ∈L(3)  που στην κανονική βάση εκφράζονται ως εξής: 
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Σηµείωση. Αν ένας πίνακας  N  είναι µηδενοδύναµος τότε ο πίνακας  I − N  είναι αντιστρέψιµος: 

  
I − N( ) I + N + N 2 + ...+ N P−1( ) = I ⇒ I − N( )−1

= I + N + N 2 + ...+ N P−1( )  

Π.χ.  
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Άσκηση 5. Διαπιστώστε ότι οι µηδενοδύναµοι ενδοµορφισµοί δεν συγκροτούν διανυσµατικό υπόχωρο 
αλλά ορίζουν έναν κώνο (µηδενοδναµίας) µέσα στο χώρο    L(E) . Διαπιστώστε ότι: 

- Τα στοιχεία του κώνου µηδενοδυναµίας έχουν µηδενική ορίζουσα.  
- Οι ισοµορφισµοί βρίσκονται εκτός του κώνου µηδενοδυναµίας. 
- Τα στοιχεία του κώνου µηδενοδυναµίας έχουν µόνο µηδενική ιδιοτιµή. 
- Τα στοιχεία του κώνου µηδενοδυναµίας έχουν µηδενικό ίχνος. 
Σηµείωση. Βεβαιωθείτε ότι έχετε αντιληφθεί το τι σηµαίνει ο όρος κώνος µηδενοδυναµίας µέσα στο χώρο    L(E) . 

Άσκηση 6. Αν ο ενδοµορφισµός    f ∈L(E)  είναι p-µηδενοδύναµος, δείξτε ότι : 

- Υπάρχει  x ∈E  τέτοιο ώστε   f p−1(x) ≠ 0 . 

- Τα διανύσµατα   x, f (x),..., f p−1(x)  είναι γραµµικά ανεξάρτητα, οπότε παράγουν ένα p-διάστατο 
διανυσµατικό υπόχωρο 

  
C f (x)  (κυκλικός υπόχωρος) µέσα στο χώρο  E : 

  
C f (x) = < x, f (x),..., f p−1(x) > . 

- Δείξτε ότι ο διανυσµατικός αυτός υπόχωρος διατηρείται αναλλοίωτος: 
  
f C f (x)( )⊆ C f (x) . 

- Δείξτε ότι ο περιορισµός του ενδοµορφισµού  f  στον υπόχωρο 
  
C f (x)  είναι p-µηδενοδύναµος. 

 - Δείξτε ότι ο πίνακάς του στη βάση 
  

f p−1(x),..., f (x),x{ }  του 
  
C f (x)  εκφράζεται ως εξής: 
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Σηµείωση. Η κατασκευή αυτή, των καλούµενων κυκλικών υπόχωρων, θα χρησιµοποιηθεί στο επόµενο µάθηµα στο λήµµα Jordan. 


