
 1 

  
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Ακαδηµαϊκό έτος 2015-16 
 

ΜΑΘΗΜΑ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ ΙΙ 
Καθηγητής: Σ. Πνευµατικός 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 6ης ΕΒΔΟΜΑΔΑΣ 

 
ΤΟ ΙΔΕΩΔΕΣ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΠΟΥ ΜΗΔΕΝΙΖΟΥΝ ΕΝΑΝ ΕΝΔΟΜΟΡΦΙΣΜΟ 

ΘΕΩΡΗΜΑ CAYLEY-HAMILTON 

Θεωρούµε ένα n-διάστατο διανυσµατικό χώρο  E  στο σώµα  Κ =   ή    και το σύνολο    L(E)   
των Κ-γραµµικών απεικονίσεων (ενδοµορφισµών) του Ε στον εαυτό του. 

Θεωρούµε επίσης τον δακτύλιο: 

   
Κ[Χ] = amXm + am−1X

m−1 + ...+ a1X + a0 / a0 ,...,am ∈K, m∈{ } . 

• Αν    f ∈L(E)  και   P ∈Κ[Χ] , ορίζεται ο ενδοµορφισµός   P( f ) : E → E  : 

  P( f ) := am f m + am−1 f m−1 + ...+ a1 f + a0id ,   (   f k = f  ... f  : k φορές). 

Σηµείωση. Έτσι, σε κάθε δεδοµένο ενδοµορφισµό    f ∈L(E)  προσαρτάται ένας µορφισµός δακτυλίων: 

    
Φ f : Κ[Χ], +,.( )→ L(E), +,( ) ,    

  
Φ f (P) = P( f ) . 

-  Πώς χαρακτηρίζεται ο πυρήνας και η εικόνα αυτού του µορφισµού δακτυλίων; 
-  Ο πυρήνας και η εικόνα συγκροτούν αντίστοιχα ιδεώδη των δακτυλίων  Κ[Χ]  και    L(E) ; 

- Αν   P, Q ∈Κ[Χ]   δείξτε ότι:     P( f )Q( f ) =Q( f ) P( f ) ,     ∀f ∈L(E) . 
 

• Λέµε ότι ένα πολυώνυµο   P ∈Κ[Χ]  µηδενίζει τον ενδοµορφισµό    f ∈L(E)  αν   P( f ) = 0 . 

Άσκηση 1. Διαπιστώστε ότι τα πολυώνυµα που µηδενίζουν κάθε δεδοµένο ενδοµορφισµό  
συγκροτούν ένα αντίστοιχο ιδεώδες µέσα στο δακτύλιο  Κ[Χ] . 

Σηµείωση. Μας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε το ιδεώδες των πολυωνύµων που µηδενίζουν κάθε δεδοµένο ενδοµορφισµό  
και τον γεννήτορα αυτού του ιδεώδους, δηλαδή το πολυώνυµο χαµηλότερου βαθµού που µηδενίζει τον ενδοµορφισµό. 
 

• Ο όρος ελάχιστο πολυώνυµο ενός ενδοµορφισµού    f ∈L(E)  δηλώνει το χαµηλότερου βαθµού      
πολυώνυµο 

  
mf (Χ)∈Κ[Χ] (µε µοναδιαίο συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου) που µηδενίζει   

αυτόν τον ενδοµορφισµό: 
 

  
mf ( f ) = 0 . 

Άσκηση 2. Διαπιστώστε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο ενός ενδοµορφισµού είναι µοναδικό και ότι  
είναι γεννήτορας του ιδεώδους των πολυωνύµων που τον µηδενίζουν στον δακτύλιο  Κ[Χ] .  

Σηµείωση. Αυτό σηµαίνει ότι το ελάχιστο πολυώνυµο ενός ενδοµορφισµού διαιρεί κάθε πολυώνυµο που µηδενίζει τον 
ενδοµορφισµό στον δακτύλιο  Κ[Χ] : 

  
P( f ) = 0 ⇒ ∃Q ∈Κ[Χ] : P(Χ) = Q(Χ)mf (Χ) . 
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Θεώρηµα Cayley-Hamilton: Κάθε ενδοµορφισµός µηδενίζεται από το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο:   

   
f ∈L(E) ⇒ Pf ( f ) = 0 . 

Σηµείωση. Συµβολίζουµε 
 
Pf  το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του ενδοµορφισµού    f ∈L(E)  :   

  
Pf (λ) = det ( f − λid) . 

Το θεώρηµα αυτό δηλώνει δίνει τη δυνατότητα ανάπτυξης ενός αλγοριθµικού προσδιορισµού του ελάχιστου πολυωνύµου, δηλαδή 
του γεννήτορα του ιδεώδους των πολυωνύµων που µηδενίζουν έναν ενδοµορφισµό. Στις ρίζες κάθε πολυωνύµου που µηδενίζει έναν 
ενδοµορφισµό περιλαµβάνονται οι ιδιοτιµές του ενδοµορφισµού και οι ρίζες του ελάχιστου πολυωνύµου είναι ακριβώς οι ιδιοτιµές 
του ενδοµορφισµού, δηλαδή συµπίπτουν µε τις ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου αλλά όχι πάντα µε την ίδια πολλαπλότητα: 
 Αν 

  
Sp( f ) = λ1,...,λk{ }⊂ Κ  µε αντίστοιχες πολλαπλότητες   p1,..., pk  τότε:  p1 + ...+ pk = n  και 

                                
  
Pf (Χ) = (−1)n(Χ− λ1) p1 ...(Χ− λk ) pk ,  

  
mf (Χ) = (Χ− λ1) ′p1 ...(Χ− λk ) ′pk ,    1≤ ′pi ≤ pi , i = 1,...,k . 

Συντάξτε την απόδειξή του θεωρήµατος που θα δοθεί στο µάθηµα ή εκείνη που θα επιλέξετε από τη βιβλιογραφία. 
 
Άσκηση 3. Υπολογίστε το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο των ενδοµορφισµών που ορίζονται 
στην κανονική βάση µε τους αντίστοιχους πίνακες και επαληθεύστε το προηγούµενο θεώρηµα: 
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Λήµµα της διάσπασης του πυρήνα. Αν   P(Χ) = P1(Χ)P2(Χ)...Pk (Χ)  όπου τα πολυώνυµα που 
υπεισέρχονται στην παραγοντοποίηση είναι ανά δυο πρώτα µεταξύ τους και    f ∈L(E)  τότε: 

  KerP( f ) = KerP1( f )⊕ KerP2( f )⊕ ...⊕ KerPk ( f )  

  P( f ) = 0 ⇒ E = KerP1( f )⊕ KerP2( f )⊕ ...⊕ KerPk ( f )  

Σηµείωση. Συντάξτε την απόδειξη του λήµµατος που θα δοθεί στο µάθηµα ή εκείνη που θα επιλέξετε από τη βιβλιογραφία.  

Προσέξτε τη διάσπαση ολόκληρου του χώρου σε πυρήνες όταν πρόκειται για τα πολυώνυµα που µηδενίζουν τον ενδοµορφισµό,  
όπως π.χ. το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµό του. Κάποιοι από αυτούς τους πυρήνες ενδεχοµένως να είναι µηδενικοί 
εκτός και αν πρόκειται για το ελάχιστο πολυώνυµο. Οι συλλογισµοί µας θα ξεκινούν από την διάσπαση ολόκληρου του χώρου σε 
χαρακτηριστικούς υπόχωρους (γενικευµένους ιδιόχωρους): 

  
[Pf (Χ) = (−1)n(Χ− λ1) p1 ...(Χ− λk ) pk , p1 + ...+ pk = n, Nλ I

= Ker( f − λ iid) pi , i = 1,...,k]  

Αν 
  
Sp( f ) = λ1,...,λk{ }⊂ Κ  µε πολλαπλότητες   p1,..., pk  τότε:   E =KerN1 ⊕ ...⊕ KerNk . 

Άσκηση 4. Εφαρµόστε το προηγούµενο λήµµα στους ενδοµορφισµούς που πληρούν τις συνθήκες: 

(i)    f 2 = f ,      (ii)    f 3 = f ,     (iii)    f 2 = id . 

[: (i)   P(Χ) = Χ(Χ−1) ,  (ii)   P(Χ) = Χ(Χ−1)(Χ +1) ,  (iii)   P(Χ) = (Χ−1)(Χ +1) ] 

[(i)  E = Kerf ⊕ Ker( f − id) ,    (ii)   E = Kerf ⊕ Ker( f − id)⊕ Ker( f + id) ,    (iii)   E = Ker( f − id)⊕ Ker( f + id) ]. 

- Σε κάθε µια από αυτές τις περιπτώσεις κάντε τη σχετική διερεύνηση εξετάζοντας το ενδεχόµενο µηδενισµού κάποιου πυρήνα        
και αφού υπολογίσετε το αντίστοιχο ελάχιστο πολυώνυµο δώστε τη γεωµετρική ερµηνεία αυτών των ενδοµορφισµών. 

- Εξετάστε την περίπτωση των ενδοµορφισµών που στην κανονική βάση εκφράζονται ως εξής: 
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