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ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 

Θεωρούµε έναν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο Ε διάστασης n. 

• Αν    s : E × E→   είναι µια διγραµµική συµµετρική µορφή στο Ε, διαπιστώστε ότι ορίζεται µια 
τετραγωνική µορφή στο Ε ως εξής: 

   q : E→  ,    q(x) = s(x,x),∀x ∈E . 

• Αν    q : E→   είναι µια τετραγωνική µορφή στο Ε, διαπιστώστε ότι ορίζεται µια διγραµµική 

συµµετρική µορφή στο Ε ως εξής: 

   s : E × E→  ,  
   
s(x, y) = 1

2
[q(x + y)− q(x)− q( y)], ∀x, y ∈E . 

• Διαπιστώσετε ότι µε τον τρόπο αυτό ορίζεται µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των 
διγραµµικών συµµετρικών µορφών και των τετραγωνικών µορφών που υφίστανται στο Ε. 

• Διαπιστώστε ότι οι διγραµµικές συµµετρικές µορφές και αντίστοιχα οι τετραγωνικές µορφές στο Ε, 
συγκροτούν ισόµορφους πραγµατικούς διανυσµατικούς χώρους διάστασης   n(n+1) / 2 . 

• Στην περίπτωση   n = 2 , διαπιστώστε ότι ο χώρος των τετραγωνικών µορφών στο Ε είναι ισόµορφος 
µε τον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   3  και προσδιορίστε µια βάση του.  

• Στην περίπτωση   n = 2 , διαπιστώστε ότι ο χώρος των τετραγωνικών µορφών στο Ε διαµερίζεται στα 
ακόλουθα υποσύνολα και επιλέξτε από κάθε ένα τον πιο απλό, κατά τη γνώµη σας, αντιπρόσωπο: 

   
Σk = q : E→  / rank q = k{ }, k = 0,1,2 . 

Τα υποσύνολα αυτά είναι ή όχι διανυσµατικοί υπόχωροι του χώρου των τετραγωνικών µορφών στο Ε. 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1. Στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   E = 4 , εφοδιασµένο µε την κανονική του βάση, 
ορίζουµε τη διγραµµική συµµετρική µορφή: 

  s(x, y) = x1y1 + 2x2 y2 + 4x3y3 +18x4 y4 + x1y3 + x3y1 + 2x2 y4 + 2x4 y2 + 6x3y4 + 6x4 y3 . 

1. Γράψτε στην κανονική βάση του Ε τον πίνακα της διγραµµικής αυτής µορφής. 

2. Προσδιορίστε την αντίστοιχη τετραγωνική µορφή   q(x) = s(x,x), x ∈E . 

3. Εξετάστε αν η διγραµµική αυτή µορφή ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο Ε. 
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ΑΣΚΗΣΗ 2. Στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   E = 4 , εφοδιασµένο µε την κανονική του βάση, 
ορίζουµε τη διγραµµική συµµετρική µορφή: 

  s(x, y) = x1y1 + x2 y2 + x3y3 − x4 y4 . 

1. Γράψτε στην κανονική βάση του Ε τον πίνακα της διγραµµικής αυτής µορφής. 

2. Προσδιορίστε την αντίστοιχη τετραγωνική µορφή   q(x) = s(x,x), x ∈E . 

3. Διαπιστώστε ότι η διγραµµική µορφή s δεν ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο Ε. 

4. Προσδιορίστε τον κώνο ισοτροπίας της τετραγωνικής αυτής µορφής: 

  
C(q) = x ∈E / q(x) = 0{ } . 

5. Προσδιορίστε τον πυρήνα της τετραγωνικής αυτής µορφής: 

  
K(q) = x ∈E / s(x, y) = 0,∀y ∈E{ } . 

6. Επαληθεύστε ότι: 

  E
⊥ = K(q)⊂ C(q) . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 3. Στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   E = 4 , εφοδιασµένο µε την κανονική του βάση, 
ορίζουµε τη διγραµµική συµµετρική µορφή: 

  s(x, y) = x1y1 + 2x2 y2 + x1y2 + x2 y1 − x2 y3 − x3y2 − x2 y4 − x4 y2 + 2x3y4 + 2x4 y3 . 

1. Γράψτε στην κανονική βάση του Ε τον πίνακα της διγραµµικής αυτής µορφής. 

2. Προσδιορίστε την αντίστοιχη τετραγωνική µορφή   q(x) = s(x,x), x ∈E . 

3. Διαπιστώστε ότι η διγραµµική µορφή s δεν ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο Ε. 

4. Προσδιορίστε τον κώνο ισοτροπίας της τετραγωνικής αυτής µορφής: 

  
C(q) = x ∈E / q(x) = 0{ } . 

5. Προσδιορίστε τον πυρήνα της τετραγωνικής αυτής µορφής: 

  
K(q) = x ∈E / s(x, y) = 0,∀y ∈E{ } . 

6. Επαληθεύστε ότι: 

  E
⊥ = K(q)⊂ C(q) . 

 
ΣΧΟΛΙΟ. Θεωρούµε µια απεικόνιση    q :n →  . 

- Διαπιστώστε ότι η απεικόνιση αυτή είναι τετραγωνική µορφή αν και µόνο αν σε µια βάση του   n : 

   
q(x) = q xiei

i=1,...,n
∑

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= aijxix j

j=1,...,n
∑

i=1,...,n
∑ , aij ∈ ,    ∀x ∈n . 

- Η τετραγωνική µορφή µπορεί έτσι να θεωρηθεί στο αντίστοιχο σύστηµα συντεταγµένων ως πραγµατική 

συνάρτηση  n  πραγµατικών µεταβλητών που εκφράζει ένα οµογενές πολυώνυµο 2ου βαθµού. 

- Διαπιστώστε ότι η αντίστοιχη διγραµµική συµµετρική µορφή µπορεί να υπολογιστεί ως εξής: 

   s :n ×n →  ,  
  
s(ei ,ej ) =

1
2
∂q
∂xi

(ej ), i, j = 1,...,n . 
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Παράδειγµα. Θεωρούµε την ακόλουθη τετραγωνική µορφή εκφρασµένη στην κανονική βάση του    E = 4 , 

  q(x1,x2 ,x3) = x1
2 + 2x2

2 − x3
2 + 4x1x2 + x2x3 − x3x1 . 

Ο πίνακάς της σε αυτή τη βάση είναι : 

 

1 2 −1 / 2
2 2 1 / 2

−1 / 2 1 / 2 −1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 

 

ΜΗΔΕΝΙΣΤΕΣ ΕΝΟΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥ ΥΠΟΧΩΡΟΥ 
 

ΑΣΚΗΣΗ. Στον πραγµατικό διανυσµατικό χώρο   E = 4 , εφοδιασµένο µε την κανονική του βάση, 
θεωρούµε το εσωτερικό γινόµενο: 

  < x, y > = x1y1 + x2 y2 + x3y3 + x4 y4 . 

Αν Σ είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Ε, συµβολίζουµε: 

  
Σ⊥ = u ∈E/ < u,v > = 0,∀v ∈Σ{ }   

   
Σo = ∈E∗ / (v) = 0,∀v ∈Σ{ }  

• Έστω 
  
Σ = span v1,v2 ,v3{ }  όπου:   v1 = (1,3,−2,2) ,   v2 = (1,4,−3,4) ,   v3 = (1,2,−1,0) . 

1. Προσδιορίστε τη διάσταση του υπόχωρου Σ  και τις εξισώσεις που τον ορίζουν στο χώρο  E . 
2. Προσδιορίστε τη διάσταση του υπόχωρου Σ⊥  και τις εξισώσεις που τον ορίζουν στο χώρο  E . 
3. Προσδιορίστε τη διάσταση του υπόχωρου  Σo  στο χώρο  E∗  και δώστε µια βάση του. 
4. Προσδιορίστε τους πυρήνες της βάσης του  Σo  που επιλέξατε και την τοµή τους στο χώρο  E . 

• Έστω 
  
′Σ = span ′v1, ′v2 , ′v3{ }  όπου:   ′v1 = (1,0,0,0) ,   ′v2 = (0,1,0,0) ,    ′v3 = (0,0,1,0) . 

5. Εξετάστε τα προηγούµενα ερωτήµατα ως προς τον υπόχωρο ′Σ . 

6. Εξετάστε την αλήθεια των σχέσεων: 

 (Σ∩ ′Σ )⊥ = Σ⊥ + ′Σ ⊥ ,    (Σ + ′Σ )⊥ = Σ⊥ ∩ ′Σ ⊥ ,        (Σ∩ ′Σ ) = Σ + ′Σ  ,     (Σ + ′Σ ) = Σ∩ ′Σ  . 
 

Σηµείωση. Ο µηδενιστής ενός διανυσµατικού υπόχωρου Σ του Ε είναι ο διανυσµατικός υπόχωρος του Ε* : 

   
Σo = ∈E∗ / (v) = 0,∀v ∈Σ{ } . 

  
• Εξετάστε τα προηγούµενα ερωτήµατα ως προς το εσωτερικό γινόµενο της Άσκησης 1. 
• Τι θα µπορούσαµε να πούµε για το µηδενιστή αν θεωρήσουµε µια διγραµµική συµµετρική µορφή που  
      δεν ορίζει εσωτερικό γινόµενο στο Ε ; Εξετάστε την περίπτωση των ασκήσεων 2 και 3. 
 

 

 

 

 


