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Θεωρούµε έναν πραγµατικό n-διάστατο διανυσµατικό χώρο Ε και µια τετραγωνική µορφή    q : E →  . 
Στην τετραγωνική αυτή µορφή προσαρτάται η διγραµµική συµµετρική µορφή (: πολική έκφραση της  q ) : 

   s : E × E →  ,  
  
s(x, y) = 1

2
q(x + y)− q(x)− q( y)( ) = 1

4
q(x + y)− q(x − y)( ) . 

Σε κάθε  x ∈E  αντιστοιχεί ένα στοιχείο    x∈E∗ που ορίζεται ως εξής: 

    x : E →  ,      x ( y) = s(x, y)  

και έτσι στη διγραµµική συµµετρική µορφή προσαρτάται η γραµµική απεικόνιση: 

  J : E → E∗ ,     J (x) ≡  x= s(x,i) . 

v Αν   e1,...,en  είναι βάση του  E  και   e1
∗,...,en

∗  η δυϊκή βάση στο  E∗ , διαπιστώστε ότι ο πίνακας της 

διγραµµικής συµµετρικής µορφής  s  ( : της τετραγωνικής µορφής  q ) στη βάση   e1,...,en  του  E        

είναι ίδιος µε τον πίνακα της γραµµικής απεικόνισης   J : E → E∗  και ότι ισχύει: 

  ker q = ker J ,   rank q = rank J ,     dim E = rank q + dimker q . 

Άσκηση. Θεωρώντας τις ακόλουθες τετραγωνικές µορφές, εκφρασµένες στην κανονική βάση του   E = n , 
  n = 3  ή   n = 4 , και τις αντίστοιχες διγραµµικές συµµετρικές µορφές, γράψτε τις αντίστοιχες γραµµικές 
απεικονίσεις στην κανονική βάση του  E , και υπολογίστε τους πίνακές τους : 

  J : E → E∗ ,     J (x) ≡  x= s(x,i) . 

  q(x1,x2 ,x3) = 2x1
2 − x2

2 − 4x1x2 −8x2x3 ,  q(x1,x2 ,x3) = x1
2 + x1x2 + x1x3 ,  q(x1,x2 ,x3,x4 ) = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x3x4  

- Προσδιορίστε τον πίνακα αλλαγής βάσης από την κανονική βάση σε εκείνη που θα κατασκευάσετε 

αξιοποιώντας τον αλγόριθµο Gauss και υπολογίστε τους αντίστοιχους πίνακες των γραµµικών αυτών 

απεικονίσεων εκτελώντας την αλλαγή βάσης. 

- Σε κάθε µια από αυτές τις περιπτώσεις, επιλέξτε έναν 2-διάστατο υπόχωρο Σ  του  E  και, αφού υπολο-
γίσετε ως προς την αντίστοιχη διγραµµική συµµετρική µορφή τον ορθογώνιο υπόχωρο Σ⊥ , δείξτε ότι:  

  
Σ⊥ ≈ J (Σ)( )o

. 
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(Προσέξτε ότι:   J (Σ)  διανυσµατικός υπόχωρος του  E∗  και    (J (Σ))ο  διανυσµατικός υπόχωρος του  E∗∗ .)  -

- Παρατηρείστε ότι ο ακόλουθος ισοµορφισµός ορίζεται χωρίς χρήση κάποιας βάσης: 

  I : E → E∗∗, I(x) ≡ Ix ,      Ix : E∗ → , Ix () = (x), x ∈E . 

- Συµπέρασµα: Ο χώρος  E∗∗  ταυτίζεται ισοµορφικά µε τον χώρο  E . 
 

Άσκηση. Θεωρούµε µια τετραγωνική µορφή    q : E →  .   

- Διαπιστώστε ότι:   ker q = E⊥ . 

- Αν  Σ ⊂ E , διαπιστώστε ότι:    ker q ⊂ Σ⊥ . 

- Αν Σ είναι διανυσµατικός υπόχωρος του  E , διαπιστώστε ότι: 

  E = Σ⊕Σ⊥ ⇔ Σ∩Σ⊥ ={0} ,   
  
dim E = dimΣ + dimΣ⊥ − dim Σ∩ ker q( ) ,      Σ

⊥⊥ = Σ + ker q . 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ. Για να ελέγξετε την ορθογωνιότητα ή ορθοκανονικότητα µιας βάσης   ε1,...,εn  του Ε ως προς   

µια δεδοµένη διγραµµική συµµετρική µορφή s (: τετραγωνική µορφή q), σηµειώστε ότι: 

•   ε1,...,εn  ορθογώνια, δηλαδή : 
  
s(ε i ,ε j ) = 0,∀i ≠ j, i, j = 1,...,n ,  ⇔  στη βάση αυτή 

  
q(x) = λixi

2

1≤i≤n
∑  

•   ε1,...,εn  ορθοκανονική, δηλαδή : 
  
s(ε i ,ε j ) = δ ij , i, j = 1,...,n ,  ⇔    στη βάση αυτή 

  
q(x) = xi

2

1≤i≤n
∑  

 

 


